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Аннотация: Рассматриваются уравнения, описывающие трехмерные нестационар-
ные движения смеси вязких несжимаемых жидкостей Кельвина – Фойгта. Доказы-
вается теорема существования и единственности слабого решения начально-краевой
задачи, соответствующей течениям смеси в ограниченной области. Для доказатель-
ства существования решения рассматривается аппроксимационная задача, устанав-
ливаются ее разрешимость и априорные оценки, не зависящие от параметра аппрок-
симации. После чего осуществляется предельный переход по параметру аппрокси-
мации и показывается, что решения аппроксимационной задачи слабо сходятся к
решению исходной задачи. Единственность решения устанавливается при помощи
неравенства Гронуолла.
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Abstract: Equations describing three-dimensional unsteady motions of Kelvin–Voigt
mixture of viscous incompressible liquids are considered. The theorem of existence and
uniqueness of a weak solution of an initial boundary value problem corresponding to
flows in a limited domain is proved. To prove the existence of a solution, an approxi-
mation problem is considered, its solvability and a priori estimates independent of the
approximation parameter are established. After that, a transition is made to the limit
on the approximation parameter and it is shown that the solutions of the approximation
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solution is established using the Gronwall inequality.
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1. Введение

Течение несжимаемой жидкости в ограниченной области Ω ⊂ R3 на
промежутке времени [0, 𝑇 ], 𝑇 = const > 0, описывается следующей
системой уравнений [2; 11]:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘
+∇𝑝 = div S + 𝑓 , (1.1)

div𝑣 = 0. (1.2)

Здесь 𝑣 — вектор скорости и 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 — компоненты 𝑣, 𝑝 — давле-
ние в жидкости, S — вязкая часть тензора напряжений P = −𝑝I + S,
I — единичный тензор, 𝑓 — плотность внешних сил, действующих на
жидкость.
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Система (1.1)–(1.2) описывает течение всех видов жидкостей, однако
в ней присутствует вязкая часть тензора напряжений S, которая пока
явно не выражена через неизвестные этой системы. Чтобы выразить
вязкую часть тензора напряжений через неизвестные системы (1.1)–
(1.2), как правило, используют реологические соотношения, связываю-

щие S и тензор скоростей деформаций D(𝑣), D𝑘𝑠(𝑣) =
1

2

(︂
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑠

+
𝜕𝑣𝑠
𝜕𝑥𝑘

)︂
,

𝑘, 𝑠 = 1, 2, 3, и его производныe по времени, определяя тем самым
тип жидкости. Например, реологическое соотношение S = 2𝜇D(𝑣), где
𝜇 > 0 — кинематический коэффициент вязкости, отвечает ньюто-
новской вязкой несжимаемой жидкости, течение которой описывается
уравнениями Навье – Стокса [2]

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘
+∇𝑝 = 𝜇Δ𝑣 + 𝑓 , (1.3)

div𝑣 = 0. (1.4)

Жидкостью Кельвина – Фойгта называется линейная вязкоупругая
жидкость, реологическое соотношение которой имеет вид S = 2𝜇D(𝑣)+

2𝜅
𝜕D(𝑣)

𝜕𝑡
, где 𝜅 > 0 — коэффициент ретардации, характеризующий

упругие свойства жидкости Кельвина – Фойгта [1]. Подставляя дан-
ное реологическое соотношение для S в уравнения (1.1), (1.2), получим
уравнения движения жидкости Кельвина – Фойгта:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘
+∇𝑝 = 𝜇Δ𝑣 + 𝜅

𝜕(Δ𝑣)

𝜕𝑡
+ 𝑓 , (1.5)

div𝑣 = 0. (1.6)

Проблема разрешимости уравнений (1.1), (1.2) — источник и свое-
го рода пробный камень для многих новых методов математической
физики, дифференциальных уравнений и функционального анализа.
Для приложений особенно важно уметь решать теоретически и числен-
но уравнения, описывающие движения жидкостей. Поиски, изучение
решений или их численный расчет начинается с теорем о существова-
нии, единственности и качественных свойствах. Особую ценность пред-
ставляют теоремы о нелокальной разрешимости, т. е. характеризую-
щие решение задачи без ограничений на входные данные и на размеры
пространственно-временных областей. В течение последних полутора
столетий преимущественно изучалась система уравнений Навье – Сток-
са (1.3)–(1.4) (см. работы [6; 10; 16] и библиографию в них). Исследо-
ванию системы уравнений Кельвина – Фойгта (1.5)–(1.6) посвящены
работы [4; 5; 8; 9; 12; 13; 18; 19] и др. (см. также библиографию в данных
работах).
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Интерес представляет обобщение системы уравнений (1.1)–(1.2) на
многокомпонентный случай [7;20]:

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+

3∑︁
𝑘=1

𝑣𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+∇𝑝𝑖 = div S𝑖 + 𝐽 𝑖 + 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (1.7)

div𝑣𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (1.8)

Здесь 𝑁 — число компонент (𝑁 ∈ N, 𝑁 > 2), 𝑣𝑖 = (𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, 𝑣𝑖3) — вектор
скорости, 𝑝𝑖 — давление, S𝑖 — вязкая часть тензора напряжений P𝑖 =
−𝑝𝑖I+S𝑖, 𝐽 𝑖 — интенсивность обмена импульсом между компонентами,
𝑓 𝑖 — плотность внешних сил.

Реологические соотношения S𝑖 = 2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗D(𝑣𝑗), 𝐽 𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 −𝑣𝑖),

где 𝜇𝑖𝑗 — коэффициенты вязкостей, образующие симметричную поло-
жительно определенную матрицу вязкостей M, коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 =
𝑎𝑗𝑖, отвечают смеси ньютоновских вязких несжимаемых жидкостей, те-
чение которой описывается обобщенными уравнениями
Навье – Стокса [7; 20]:

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+
3∑︁

𝑘=1

𝑣𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+∇𝑝𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗Δ𝑣𝑗+

+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) + 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (1.9)

div𝑣𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (1.10)

Смесью жидкостей Кельвина – Фойгта будем называть смесь жидко-
стей, реологические соотношения которых имеют вид

S𝑖 = 2
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗D(𝑣𝑗) + 2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑖𝑗
𝜕D(𝑣𝑗)

𝜕𝑡
, 𝐽 𝑖 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖), где коэффи-

циенты 𝜅𝑖𝑗 образуют симметричную положительно определенную мат-
рицу K. Подставляя данные реологические соотношения для S𝑖 и 𝐽 𝑖 в
уравнения (1.7), (1.8), получим уравнения движения смеси несжимае-
мых жидкостей Кельвина – Фойгта

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+
3∑︁

𝑘=1

𝑣𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+∇𝑝𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗Δ𝑣𝑗 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑖𝑗
𝜕(Δ𝑣𝑗)

𝜕𝑡
+

+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) + 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (1.11)

div𝑣𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (1.12)
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Особенностью уравнений (1.11) является наличие в них производ-
ных второго и третьего порядков от скоростей всех компонент ввиду
составной структуры тензоров вязких напряжений. В отличие от одно-
компонентного случая, где коэффициенты 𝜇 и 𝜅 — скаляры, в много-
компонентном случае коэффициенты 𝜇𝑖𝑗 и 𝜅𝑖𝑗 образуют соответственно
матрицы M и K. Элементы матрицы M характеризуют вязкое трение.
Диагональные элементы матрицы M отвечают за вязкое трение внутри
каждой компоненты, а недиагональные — за вязкое трение между ком-
понентами. В случае, когда M и K — диагональные матрицы, уравнения
(1.11) будут связаны только через младшие члены и, следовательно, вся
система (1.11)–(1.12) подчиняется известной теории уравнений Кель-
вина – Фойгта динамики однокомпонентной вязкоупругой жидкости.
В настоящей статье мы рассматриваем гораздо более сложный слу-
чай недиагональных и нетреугольных матриц M и K, не налагая на
них никаких упрощающих предположений, кроме стандартных физи-
ческих требований симметричности и положительной определённости,
обеспечивающих выполнение принципа Онзагера и неотрицательность
производства энтропии для полной теплопроводной модели. Изучению
гидродинамических уравнений с недиагональной матрицей вязкостей
посвящены работы [3;14;15;17;21;22] и др. (см. также библиографию в
данных работах).

Работа организована следующим образом. Второй раздел посвящен
постановке начально-краевой задачи, введению определения слабого
решения и формулировке основного результата работы. В третьем раз-
деле проводится доказательство основного результата. В заключении
подводятся итоги проведенного исследования.

На протяжении всей работы будем использовать стандартные обо-
значения функциональных пространств. Через 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 > 1, обозначим
пространство измеримых по мере Лебега вещественных функций на Ω,
абсолютно интегрируемых с степенью 𝑝. Через 𝑊𝑚

𝑝 (Ω), 𝑚 > 1, 𝑝 > 1,
обозначим пространства Соболева. 𝐶∞

0 (Ω) — пространство бесконечно
дифференцируемых вектор-функций с компактными носителями в Ω.
Обозначим 𝒱 =

{︀
𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) : div 𝑣 = 0
}︀
. Через 𝐻 обозначим замы-

кание 𝒱 по норме пространства 𝐿2(Ω), через 𝑉 — замыкание по норме
𝑊 1

2 (Ω) и 𝑉 2 — замыкание по норме 𝑊 2
2 (Ω).

2. Постановка задачи и формулировка основного результата

В ограниченной области Ω ⊂ R3 с границей 𝜕Ω класса 𝐶2 и на
промежутке времени [0, 𝑇 ], 𝑇 = const > 0, исследуется следующая
начально-краевая задача для уравнений движения смеси 𝑁 несжимае-
мых жидкостей Кельвина – Фойгта (𝑁 ∈ N, 𝑁 > 2):

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 57. С. 66–80
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𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+

3∑︁
𝑘=1

𝑣𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+∇𝑝𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗Δ𝑣𝑗 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑖𝑗
𝜕(Δ𝑣𝑗)

𝜕𝑡
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) + 𝑓 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (2.1)

div𝑣𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (2.2)
𝑣𝑖|𝑡=0 = 𝑣0𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (2.3)
𝑣𝑖|(0,𝑇 )×𝜕Ω = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (2.4)

Здесь 𝑣𝑖 = (𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, 𝑣𝑖3) — вектор скорости 𝑖-й компоненты, 𝑝𝑖 — давле-
ние, 𝑓 𝑖 — плотность внешних сил, 𝑣0𝑖 — начальная скорость, 𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑗𝑖,
𝜅𝑖𝑗 = 𝜅𝑗𝑖 и 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 > 0 — некоторые постоянные.

Относительно данных задачи (2.1)–(2.4) будем предполагать, что

M =
(︀
𝜇𝑖𝑗
)︀𝑁
𝑖,𝑗=1

> 0, K =
(︀
𝜅𝑖𝑗
)︀𝑁
𝑖,𝑗=1

> 0, (2.5)

где соотношения M =
(︀
𝜇𝑖𝑗
)︀𝑁
𝑖,𝑗=1

> 0, K =
(︀
𝜅𝑖𝑗
)︀𝑁
𝑖,𝑗=1

> 0 означают, что
матрицы M и K положительно определены, т. е. существуют положи-
тельные постоянные 𝜇0 и 𝜅0 такие, что неравенства M𝜉 · 𝜉 > 𝜇0|𝜉|2,
K𝜁 · 𝜁 > 𝜅0|𝜁|2 выполняются для всех 𝜉, 𝜁 ∈ R𝑁 . Кроме того, будем
предполагать, что

𝑣0𝑖 ∈ 𝑉 2, 𝑓 𝑖 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). (2.6)

Определение 1. Слабым решением задачи (2.1)–(2.4) называется
набор функций

𝑣𝑖 ∈ 𝐿∞
(︀
0, 𝑇 ;𝑉 2

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

такой, что

1)
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ,
2) выполнены интегральные равенства

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(︂
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

·𝜙𝑖 + div (𝑣𝑖 ⊗ 𝑣𝑖) ·𝜙𝑖 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗(∇⊗ 𝑣𝑗) : (∇⊗𝜙𝑖)+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑖𝑗

(︂
∇⊗ 𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑡

)︂
: (∇⊗𝜙𝑖)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑖) ·𝜙𝑖−

− 𝑓 𝑖 ·𝜙𝑖
)︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 (2.7)
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для почти всех 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) и всех тестовых вектор-функций 𝜙𝑖,

таких, что 𝜙𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑉 2),
𝜕𝜙𝑖
𝜕𝑡

∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 ,
3) начальные условия (2.3) выполнены в смысле

‖𝑣𝑖 − 𝑣0𝑖‖𝐻 −→
𝑡→0+

0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (2.8)

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. Предположим, что данные задачи (2.1)–(2.4) удовлетво-
ряют требованиям, изложенным в разд. 2. Тогда задача (2.1)–(2.4)
имеет единственное решение в смысле определения 1.

3. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 состоит из нескольких этапов. В разд. 3.1
вводятся конечномерные галеркинские приближения(︀
𝑣𝑚1 , . . . ,𝑣

𝑚
𝑁

)︀
, 𝑚 ∈ N для искомого слабого решения

(︀
𝑣1, . . . ,𝑣𝑁

)︀
. Ин-

декс 𝑚 означает размерность подпространства, которому принадлежит
приближение

(︀
𝑣𝑚1 , . . . ,𝑣

𝑚
𝑁

)︀
. В разд. 3.2–3.4 выводятся равномерные оце-

нки галеркинских приближений. В разд. 3.5 эти оценки используются
для обоснования предельного перехода при 𝑚→ +∞, обеспечивающего
существование слабого решения задачи (2.1)–(2.4). Раздел 3.6 посвящен
обоснованию единственности слабого решения.

3.1. Приближения Галеркина

Рассмотрим последовательность {𝜓𝑘}∞𝑘=1, которая состоит из соб-
ственных функций класса 𝑉 2 спектральной задачи∫︁
Ω

(∇⊗𝜓𝑘) : (∇⊗Φ) 𝑑𝑥 = 𝜆𝑘

∫︁
Ω

𝜓𝑘 ·Φ 𝑑𝑥 ∀Φ ∈ 𝑉 2, 𝑘 = 1, 2, . . . , (3.1)

где 𝜆𝑘 — положительные собственные значения, соответствующие соб-
ственным функциям 𝜓𝑘, и является ортонормированным базисом в 𝐻.

Построим слабое решение
(︀
𝑣1, . . . ,𝑣𝑁

)︀
задачи (2.1)–(2.4) как предел

последовательности конечномерных приближений Галеркина

𝑣𝑖 = lim
𝑚→+∞

𝑣𝑚𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (3.2)

где

𝑣𝑚𝑖 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑣𝑚𝑖𝑘𝜓𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑚 ∈ N, (3.3)
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а коэффициенты 𝑣𝑚𝑖𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, определяются как
решения системы 𝑚𝑁 обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑑𝑣𝑚𝑖𝑘
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑘

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑖𝑗
𝑑𝑣𝑚𝑗𝑘
𝑑𝑡

+

∫︁
Ω

div
(︀
𝑣𝑚𝑖 ⊗ 𝑣𝑚𝑖

)︀
·𝜓𝑘 𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

∫︁
Ω

(∇⊗ 𝑣𝑚𝑗 ) : (∇⊗𝜓𝑘) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁
Ω

(𝑣𝑚𝑗 − 𝑣𝑚𝑖 ) ·𝜓𝑘 𝑑𝑥−

−
∫︁
Ω

𝑓 𝑖 ·𝜓𝑘 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 (3.4)

c начальными условиями

𝑣𝑚𝑖𝑘(0) = 𝑣0𝑖𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (3.5)

где постоянные 𝑣0𝑖𝑘 — это коэффициенты Фурье функции 𝑣0𝑖 в базисе
{𝜓𝑘}∞𝑘=1:

𝑣0𝑖𝑘 =

∫︁
Ω

𝑣0𝑖 ·𝜓𝑘 𝑑𝑥, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (3.6)

Имеем

𝑣𝑚0𝑖 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑣0𝑖𝑘𝜓𝑘 −→
𝑚→+∞

𝑣0𝑖 сильно в 𝑉 2, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (3.7)

Поскольку 𝜆𝑘 > 0 и
(︀
𝜅𝑖𝑗
)︀𝑁
𝑖,𝑗=1

> 0, то уравнения (3.4) разрешимы от-
носительно производных и задача (3.4)–(3.5) имеет решение 𝑣𝑚𝑖𝑘 , 𝑘 =
1, . . . ,𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 для каждого 𝑚 ∈ N на некотором интервале
(0, 𝑇𝑚). Соответственно, приближённое решение

(︀
𝑣𝑚1 , . . . ,𝑣

𝑚
𝑁

)︀
сущест-

вует в цилиндре (0, 𝑇𝑚)× Ω.

3.2. Первая энергетическая оценка

Лемма 1. Предположим, что данные задачи (2.1)–(2.4) удовлетворя-
ют требованиям, изложенным в разд. 2. Тогда имеет место первая
энергетическая оценка

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
ess sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω) + ess sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω)

)︃
+

+

𝑁∑︁
𝑖=1

‖∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(𝑄𝑇 ) 6 𝐶1, (3.8)
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где 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 )×Ω, а положительная постоянная 𝐶1 зависит от 𝑁 , 𝑇 ,
Ω, {𝜇𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {𝜅𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {𝑎𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {‖𝑣0𝑖‖𝐿2(Ω)}𝑁𝑖=1, {‖∇ ⊗ 𝑣0𝑖‖𝐿2(Ω)}𝑁𝑖=1,
{‖𝑓 𝑖‖𝐿2(𝑄𝑇 )}𝑁𝑖=1 и не зависит от 𝑚.

Доказательство. Умножим (3.4) на 𝑣𝑚𝑖𝑘 и просуммируем по 𝑘, 𝑖, полу-
чим равенство

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|𝑣𝑚𝑖 |2 𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜅𝑖𝑗

∫︁
Ω

(∇⊗ 𝑣𝑚𝑖 ) : (∇⊗ 𝑣𝑚𝑗 ) 𝑑𝑥

⎞⎠+

+
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

∫︁
Ω

(∇⊗ 𝑣𝑚𝑖 ) : (∇⊗ 𝑣𝑚𝑗 ) 𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁
Ω

|𝑣𝑚𝑖 − 𝑣𝑚𝑗 |2𝑑𝑥 =

=
𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑓 𝑖 · 𝑣𝑚𝑖 𝑑𝑥, (3.9)

интегрируя которое по 𝑡, приходим к (3.8).

3.3. Вторая энергетическая оценка

Лемма 2. Предположим, что данные задачи (2.1)–(2.4) удовлетво-
ряют требованиям, изложенным в разд. 2. Тогда справедлива вторая
энергетическая оценка

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
ess sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω) + ess sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖Δ𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω)

)︃
+

+

𝑁∑︁
𝑖=1

‖Δ𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(𝑄𝑇 ) 6 𝐶2, (3.10)

где 𝐶2 = const > 0 зависит от 𝐶1, 𝑁 , 𝑇 , Ω, {𝜇𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {𝜅𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1,
{𝑎𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {‖𝑣0𝑖‖𝐿2(Ω)}𝑁𝑖=1, {‖∇ ⊗ 𝑣0𝑖‖𝐿2(Ω)}𝑁𝑖=1, {‖Δ𝑣0𝑖‖𝐿2(Ω)}𝑁𝑖=1,
{‖𝑓 𝑖‖𝐿2(𝑄𝑇 )}𝑁𝑖=1 и не зависит от 𝑚.

Доказательство. Умножим (3.4) на 𝜆𝑘𝑣𝑚𝑖𝑘 и просуммируем по 𝑘, 𝑖, по-
лучим соотношение

𝑑

𝑑𝑡

(︃
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 |2 𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜅𝑖𝑗

∫︁
Ω

Δ𝑣𝑚𝑖 ·Δ𝑣𝑚𝑗 𝑑𝑥

)︃
+

+
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

∫︁
Ω

Δ𝑣𝑚𝑖 ·Δ𝑣𝑚𝑗 𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁
Ω

|∇ ⊗ (𝑣𝑚𝑖 − 𝑣𝑚𝑗 )|2 𝑑𝑥 =
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=
𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

div
(︀
𝑣𝑚𝑖 ⊗ 𝑣𝑚𝑖

)︀
·Δ𝑣𝑚𝑖 𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑓 𝑖 ·Δ𝑣𝑚𝑖 𝑑𝑥. (3.11)

Интегрируя (3.11) по 𝑡, используя неравенства Гёльдера, Гронуолла,
Коши и Юнга, а также первое энергетическое неравенство (3.8) и нера-
венства

‖𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿4(Ω) 6 𝐶(Ω)‖∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (3.12)

‖∇ ⊗ 𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿4(Ω) 6 𝐶(Ω)‖Δ𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿2(Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (3.13)

приходим к оценке (3.10).

Следствие 1. Из (3.10) следует оценка

𝑁∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑚𝑖 ‖𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)) 6 𝐶3, (3.14)

где положительная постоянная 𝐶3 зависит только от 𝐶2 и Ω.

3.4. Равномерные оценки для
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

и ∇⊗ 𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

Лемма 3. Предположим, что данные задачи (2.1)–(2.4) удовлетво-
ряют требованиям, изложенным в разд. 2. Тогда имеет место следу-
ющая оценка:

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝑄𝑇 )

+

⃦⃦⃦⃦
∇⊗ 𝜕𝑣𝑚𝑖

𝜕𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝑄𝑇 )

)︃
6 𝐶4, (3.15)

где 𝐶4 = const > 0 зависит от 𝐶1, 𝐶2, 𝑁 , 𝑇 , Ω, {𝜇𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {𝜅𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1,
{𝑎𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, {‖𝑓 𝑖‖𝐿2(𝑄𝑇 )}𝑁𝑖=1 и не зависит от 𝑚.

Доказательство. Умножая (3.4) на
𝑑𝑣𝑚𝑖𝑘
𝑑𝑡

и суммируя по 𝑘, 𝑖, получим
равенство

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜅𝑖𝑗

∫︁
Ω

(︂
∇⊗ 𝜕𝑣𝑚𝑖

𝜕𝑡

)︂
:

(︂
∇⊗

𝜕𝑣𝑚𝑗
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥 =

=

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

∫︁
Ω

Δ𝑣𝑚𝑗 ·
(︂
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁
Ω

(𝑣𝑚𝑗 − 𝑣𝑚𝑖 ) ·
(︂
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

div
(︀
𝑣𝑚𝑖 ⊗ 𝑣𝑚𝑖

)︀
·
(︂
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝑓 𝑖 ·
(︂
𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥, (3.16)
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откуда после интегрирования по 𝑡, c учетом (3.8), (3.10), приходим к
оценке (3.15).

3.5. Предельный переход при 𝑚 → ∞

Построив решения (𝑣𝑚1 , . . . ,𝑣
𝑚
𝑁 ) задачи (3.4)–(3.5) при всех 𝑚 ∈ N, а

затем при необходимости продолжив их на интервал (0, 𝑇 ), мы можем
использовать для них оценки (3.14), (3.15). На основании этих оценок из
последовательности (𝑣𝑚1 , . . . ,𝑣

𝑚
𝑁 ), 𝑚 ∈ N, может быть выделена подпо-

следовательность (которую мы обозначим так же), для которой имеют
место сходимости

𝑣𝑚𝑖 −→
𝑚→+∞

𝑣𝑖 ⋆-слабо в 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑉 2), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (3.17)

𝜕𝑣𝑚𝑖
𝜕𝑡

−→
𝑚→+∞

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

слабо в 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (3.18)

Заметим, что 𝑉 2 компактно вложено в 𝑉 . В связи с этим, в силу (3.14),
(3.15) и теоремы о компактности Обена-Лионса, выбирая при необхо-
димости ещё одну подпоследовательность, устанавливаем, что

𝑣𝑚𝑖 −→
𝑚→+∞

𝑣𝑖 сильно в 𝐶([0, 𝑇 ];𝑉 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (3.19)

Теперь, исходя из (3.17)–(3.19), предельный переход в (3.4)–(3.5) при
𝑚→ +∞ по выбранной подпоследовательности вполне стандартен.
В результате предельного перехода выводим интегральные равенства
(2.7) и соотношения (2.8), тем самым завершая обоснование существо-
вания слабого решения задачи (2.1)-(2.4).

3.6. Единственность слабого решения

Пусть
(︀
𝑣
(1)
1 , . . . ,𝑣

(1)
𝑁

)︀
и
(︀
𝑣
(2)
1 , . . . ,𝑣

(2)
𝑁

)︀
— два слабых решения задачи

(2.1)–(2.4), соответствующие одним и тем же входным данным. Поло-
жим 𝑢𝑖 = 𝑣

(1)
𝑖 − 𝑣

(2)
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Вычитая (2.7)𝑖 с

(︀
𝑣
(1)
1 , . . . ,𝑣

(1)
𝑁

)︀
из (2.7)𝑖 с

(︀
𝑣
(2)
1 , . . . ,𝑣

(2)
𝑁

)︀
для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , принимая 𝑢𝑖 за

тестовые функции и суммируя по 𝑖, приходим к соотношению

1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|𝑢𝑖|2 𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜅𝑖𝑗

∫︁
Ω

(∇⊗ 𝑢𝑖) : (∇⊗ 𝑢𝑗) 𝑑𝑥+

+

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(∇⊗ 𝑢𝑖) : (∇⊗ 𝑢𝑗) 𝑑𝑥𝑑𝑡+
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

|𝑢𝑖 − 𝑢𝑗 |2 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

= −
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(𝑢𝑖 · ∇)𝑣
(1)
𝑖 · 𝑢𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(𝑣
(2)
𝑖 · ∇)𝑢𝑖 · 𝑢𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.20)
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Оценим слагаемые в правой части (3.20) с помощью второй энерге-
тической оценки (3.10):

−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(𝑢𝑖 ·∇)𝑣
(1)
𝑖 ·𝑢𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶5(Ω, 𝐶2)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

|∇⊗𝑢𝑖|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, (3.21)

−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(𝑣
(2)
𝑖 ·∇)𝑢𝑖 ·𝑢𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶6(Ω, 𝐶2)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

|∇⊗𝑢𝑖|2 𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.22)

Здесь 𝐶5, 𝐶6 — положительные постоянные.
Таким образом, из (3.20), с учетом (3.21)–(3.22), следует неравенство

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|𝑢𝑖|2 𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|∇ ⊗ 𝑢𝑖|2 𝑑𝑥 6

6 𝐶7

𝜏∫︁
0

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|𝑢𝑖|2 𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|∇ ⊗ 𝑢𝑖|2 𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑡, (3.23)

где положительная постоянная 𝐶7 = 𝐶7

(︀
{𝜅𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, 𝐶5, 𝐶6

)︀
. Используя

лемму Гронуолла, из неравенства (3.23) выводим равенство

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|𝑢𝑖|2 𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

|∇ ⊗ 𝑢𝑖|2 𝑑𝑥 = 0, (3.24)

которое равносильно единственности решения. Теорема 1 доказана.

4. Заключение

Для системы дифференциальных уравнений динамики смеси вязких
несжимаемых жидкостей Кельвина – Фойгта проведен анализ разре-
шимости в общем случае трех пространственных переменных. Доказа-
ны существование и единственность слабого решения начально-краевой
задачи, соответствующей течениям смеси в ограниченной области с
условиями прилипания на границе области течения.
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