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Аннотация: Разработана методика нелокального поиска экстремума в нелиней-
ных задачах оптимального управления, опирающаяся на использование свойства
скрытой выпуклости множества допустимых скоростей управляемых динамических
систем. Формируются расширенные задачи оптимального управления, которые в
некоторых случаях могут характеризоваться выпуклыми множествами достижимо-
сти. Предложено пять вариантов методики овыпукления исходной задачи оптималь-
ного управления в зависимости от способа учета ограничений на вспомогательные
управляющие воздействия.
Представлены результаты вычислительных экспериментов на тестовой коллекции
нелинейных задач оптимального управления с геометрическими ограничениями.
Сформулированы выводы, основанные на полученном экспериментальном опыте
и использовании критерия корректности по расширению. Предложенный подход
позволяет реализовать овыпукление множества скоростей и расширить область при-
менимости численных методов оптимизации при исследовании невыпуклых задач
оптимального управления.
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Abstract: A non-local search method for extremum in nonlinear optimal control prob-
lems is developed, based on the use of the property of hidden convexity of the set of
admissible velocities of controlled dynamic systems. Extended optimal control problems
are formed, which in some cases can be characterized by convex reachable sets. Five
variants of the convexification method of the initial optimal control problem are proposed,
depending on the way of accounting for the constraints on auxiliary controls.
The results of computational experiments on a test collection of nonlinear optimal control
problems with geometric constraints are presented. Conclusions are formulated based on
the obtained experimental experience and the use of the expansion correctness criterion.
The proposed approach allows for the convexification of the velocity set and expands
the applicability of numerical optimization methods in the study of non-convex optimal
control problems.
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1. Введение

Активное развитие теории оптимального управления и рост интереса
к исследованию управляемых динамических систем принято относить
к середине прошлого века и связывать с появлением принципа макси-
мума Л. С. Понтрягина (ПМП, см., например, [1;10;15]). Необходимость
решать сложные прикладные задачи оптимизации управляемых дина-
мических систем из различных научно-технических областей (космона-
вигации, мобильной робототехники, синтеза композитных конструкций,
технической экологии, сейсмологии, химии, биологии, медицины и др.)
стимулировало развитие как теории исследования управляемых дина-
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мических систем, так и области создания численных методов и алго-
ритмов их решения. Подходы, основанные на ПМП, характеризуются
наличием строгой доказательной теории и применяются для исследо-
вания задач и более широких классов (например, для исследования
неавтономных систем в линейно-квадратичных задачах, систем с запаз-
дываниями и в фазовых координатах, и в управлениях и др.). Дальней-
шее развитие области исследования управляемых динамических систем
принято связывать с появлением идей динамического программиро-
вания [3], достаточных условий оптимальности [9; 21], позиционного
принципа минимума [11] и др.

Разработка методов и вычислительных технологий решения нели-
нейных задач оптимального управления продолжает быть востребован-
ным направлением. Однако в большом обзоре зарубежных публикаций
по глобальной оптимизации [19] не содержится ссылок на работы по
исследованию невыпуклых задач оптимального управления (ЗОУ), в
основном отражены работы по параметрической идентификации дина-
мических систем. Известно довольно много публикаций, посвященных
построению алгоритмов поиска глобального экстремума функционалов,
основанных на генетических методах, но для исследования динамиче-
ских систем они показали меньшую эффективность, чем при реше-
нии задач конечномерной оптимизации, для исследования которых в
невыпуклом случае по прежнему остаются популярными подходы, ос-
нованные на схеме случайного мультистарта (многократные локаль-
ные спуски из последовательности сгенерированных стартовых точек
[12;22;23]).

Для эффективного исследования управляемых динамических систем
необходимо учитывать особенности задач данного класса. В силу спе-
цифики дифференциальных связей управляемые динамические систе-
мы характеризуются свойством скрытой выпуклости множества допу-
стимых скоростей. Данное свойство может быть использовано для по-
строения расширенных задач оптимального управления, основанного
на применении процедуры формирования выпуклой оболочки правых
частей дифференциальных уравнений [5]. В данной работе предлагает-
ся подход к решению нелинейных задач оптимального управления, ос-
нованный на методике овыпукления множества допустимых скоростей
соответствующей динамической системы.

2. Постановка задачи оптимального управления с
геометрическими ограничениями

Управляемые динамические процессы из научно-технических и про-
мышленных областей могут быть представлены в виде

𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], (2.1)
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где функция 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) непрерывно дифференцируема по 𝑥, 𝑓 : R𝑛×
𝑈 × R→ R𝑛 для ∀𝑡 и удовлетворяет условию ∃𝛽 > 0 : |𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)| ≤
𝛽(1 + |𝑥(𝑡)|), управляющие воздействия 𝑢 = 𝑢(·) принадлежат следую-
щему геометрическому (параллелепипедному) множеству:

𝑢 ∈ 𝑈 = {𝑢 ∈ R𝑚 : 𝑢𝑗 ≤ 𝑢𝑗 ≤ 𝑢𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚}; (2.2)

здесь 𝑢𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚 – нижняя и верхняя границы множества значе-
ний управляющих функций. Под допустимыми понимаются кусочно-
непрерывные управляющие воздействия 𝑢 = 𝑢(·), для любых значений
времени 𝑡, удовлетворяющие геометрическим ограничениям (2.2), а со-
ответствующая ЗОУ заключается в нахождении допустимого управле-
ния 𝑢* из множества 𝑈 , доставляющего минимум целевому функциона-
лу (в общем случае невыпуклому), зависящему от траектории системы
(2.1) в конечный момент времени 𝑡1:

𝐼(𝑢) = 𝜙(𝑥(𝑡1))→ min . (2.3)

Допустимым процессом в задаче (2.1)–(2.3) будем называть пару (𝑥, 𝑦),
где 𝑢 = 𝑢(·) является допустимым управлением, а соответствующая
этому управлению траектория системы 𝑥 = 𝑥(·) – решением задачи
Коши (2.1). Допустимый процесс (𝑥̃, 𝑢̃) будет являться решением ис-
ходной нелинейной задачи (2.1)–(2.3), если 𝜙(𝑥̃(𝑡1)) ≤ 𝜙(𝑥(𝑡1)) для всех
допустимых процессов (𝑥, 𝑢).

Невыпуклые функционалы интегрального и смешанного типа мо-
гут сводиться к виду (2.3) путем стандартного приема введения до-
полнительных фазовых переменных. Таким образом, предложенная в
работе методика оптимизации управляемых динамических систем мо-
жет применяться и для задач более широких классов, сводимых путем
использования стандартных редукций к эталонной постановке.

Подобные задачи оптимального управления, описываемые нелиней-
ными дифференциальными системами, как правило, характеризуют-
ся невыпуклыми множествами достижимости. Задача аппроксимации
множества достижимости (МД) управляемой динамической системы
заключается в нахождении приближения к множеству 𝑅𝑥0,𝑡0 ⊂ R𝑛 × R,
где 𝑅𝑥0,𝑡0 = {(𝑥(𝑡1), 𝑡1) : 𝑥(𝑡), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1}, при этом траектория 𝑥(𝑡) на-
чинается в (𝑥(𝑡0), 𝑡0). С ростом времени функционирования нелинейной
динамической системы структура соответствующего множества дости-
жимости существенно усложняется. На небольших интервалах МД мо-
жет быть выпуклым (даже для нелинейных систем дифференциальных
уравнений), с увеличением 𝑡1 проявляется невыпуклость, которая ста-
новится все более явной на возрастающих временных интервалах. При
этом управляемые динамические системы характеризуются свойством
линейной связности МД, которое также может быть использовано при
построении алгоритмов решения нелинейных ЗОУ [8].
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Исходная ЗОУ может быть сведена к альтернативной постановке –
поиску минимума невыпуклого функционала на множестве достижи-
мости, однако соответствующая задача оптимизации является не менее
сложной. На рис. 1 приведен пример, иллюстрирующий усложнение
структуры МД с ростром интервала времени функционирования систе-
мы для модификации задачи оптимального управления колебаниями
математического маятника.

Рис. 1. Пример последовательности множеств достижимости для нелинейной
ЗОУ на увеличивающихся временных интервалах: 𝑡0 = 0, 𝑡1 возрастает
от 2 до 7,5

Соответствующая задача формулируется следующим образом:
𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑢− 𝑥1 + 𝑥31/6− 𝑥51/120, начальный фазовый вектор задан
𝑥(𝑡0) = (5, 0) и определены ограничения на управление 𝑢 ∈ 𝑈 = [−1, 1].
Подобные свойства проявляются даже для случаев небольшой размер-
ности, поэтому для эффективного исследования нелинейных управля-
емых динамических систем необходимо учитывать специфические осо-
бенности нелинейных задач оптимального управления.

3. Методики овыпукления множества
допустимых скоростей

Динамические системы с непрерывным временем характеризуются
свойством скрытой выпуклости [25, 27, 35], которое может быть ис-
пользовано при построении специализированных алгоритмов. С исполь-
зованием свойства скрытой выпуклости динамической системы разра-
ботана методика, основанная на проведении процедуры формирования
расширенной задачи, позволяющей овыпуклить множество допустимых
скоростей. Процедура овыпукления управляемых динамических систем
была предложена для обобщенных управлений [8], позволяющих обес-
печить непрерывную зависимость траекторий от управляющих воздей-
ствий. Представленный подход опирается на непосредственное исполь-
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зование свойств задач рассматриваемого класса и приводит к форми-
рованию расширенных задач оптимального управления, в которых в
некоторых случаях даже с использованием локальных методов опти-
мизации удается получить решение. Для построения овыпукленного
множества допустимых скоростей формируется расширенная система
дифференциальных уравнений путем использования неотрицательных
вспомогательных управляющих воздействий 𝛼𝑖(𝑡):

𝑥̇ =

𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)𝑓(𝑥(𝑡), 𝑣𝑖(𝑡), 𝑡),

𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡) = 1, (3.1)

𝛼𝑗(𝑡) ≤ 0, 𝑣𝑗(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑗 = 1, 𝑙, 𝑡 ∈ 𝑇, (3.2)

𝐼[𝑥, 𝑣, 𝛼] = 𝜙(𝑥(𝑡1))→ min, (3.3)

значение фазового вектора в начальный момент времени фиксировано.
Оптимальная в расширенной задаче (3.1)–(3.3) траектория 𝑥*(𝑡) и со-
ответствующие управления {𝛼*

𝑗 (𝑡), 𝑣
*
𝑗 (𝑡) : 𝑗 = 1, 𝑙}, 𝑡 ∈ 𝑇 являются обоб-

щенным или ослабленным решением. В силу априорной выпуклости
множества обобщенные решения существуют при весьма общих предпо-
ложениях, в отличие от решений исходной задачи (2.1)–(2.3). Поэтому
оптимальная в расширенной задаче траектория 𝑥*(𝑡) может не быть
допустимой в исходной задаче, в то же время оптимальный процесс в ис-
ходной ЗОУ, являясь допустимым в расширенной постановке, не будет в
ней оптимальным. Критерий корректности по расширению [27] форму-
лируется следующим образом: нижние грани оптимизируемого функци-
онала в исходной (2.3) и в расширенной задачах (3.3) совпадают [13;14;
17]. Выполнение этого критерия позволяет гарантировать, что любая
оптимальная в исходной задаче траектория будет и обобщенным ре-
шением. Следовательно, задачи с выпуклым множеством скоростей (в
случае параллелепипедных ограничений на управляющие воздействия
и линейных по управлению систем) будут корректными по расширению.
Для большинства задач рассматриваемого типа выполняется коррект-
ность по расширению в связи с особенностями управляемых систем с
непрерывным временем (отражающим специфику дифференциальных
связей) без каких-либо априорных предположений выпуклости.

3.1. Формирование расширенных задач оптимального
управления

На вспомогательные управляющие воздействия накладываются ог-
раничения типа равенства, в то же время они должны быть неотри-
цательными. Для приведения постановки (3.1)–(3.3) к виду (2.1)–(2.3)
при построении расширенной задачи предлагается использовать ряд
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редукций, позволяющий получить последовательность задач с овыпук-
ленными множествами допустимых скоростей.

В первом варианте построения расширенной задачи формируется
система дифференциальных уравнений с линейной комбинацией пра-
вых частей и вводится дополнительная фазовая координата 𝑥𝑛+1, позво-
ляющая учитывать ограничения на вспомогательные управления (здесь
и далее 𝛼𝑗(𝑡) ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑙):

𝑥̇1 =
𝑙∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)𝑓1(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑥̇2 =
𝑙∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)𝑓2(𝑥, 𝑣, 𝑡), ..., (3.4)

𝑥̇𝑛 =

𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)𝑓𝑛(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑥̇𝑛+1 =

⎛⎝ 𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)− 1

⎞⎠2

(3.5)

𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛+ 1, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇, (3.6)

𝐼[𝑥, 𝑣, 𝛼] = 𝜙(𝑥(𝑡1))→ min . (3.7)

Функционал (3.3) остается неизменным. Во втором варианте для све-
дения исходной системы к расширенной (обобщенной) используется
альтернативный способ учета ограничений на вспомогательные управ-
ления, при этом 𝛼𝑗(𝑡) одновременно не равны нулю:

𝑥̇ =

𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗∑︀𝑙
𝑘=1 𝛼𝑘

𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡), (3.8)

𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑣 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. (3.9)

Третий вариант является удобным для двумерных тестовых задач
(𝑥1(𝑡0) = 𝑥01, 𝑥2(𝑡0) = 𝑥02, управления также принадлежат парллеле-
пипедному множеству — 𝑣 ∈ 𝑈), и может быть использован при тести-
ровании методики овыпукления с целью сравнений вариантов между
собой и выбора значений алгоритмических параметров программной
реализации методики овыпукления:

𝑥̇1 = 𝛼1(𝑡)𝑓1(𝑥, 𝑣, 𝑡) + (1− 𝛼1(𝑡))𝑓1(𝑥, 𝑣, 𝑡), (3.10)

𝑥̇2 = 𝛼1(𝑡)𝑓2(𝑥, 𝑣, 𝑡) + (1− 𝛼1(𝑡))𝑓2(𝑥, 𝑣, 𝑡). (3.11)

В первых двух вариантах размерность вектора фазовых координат рав-
на 𝑛 + 1 и 𝑛 соответственно, размерность вектора управляющих пара-
метров – 𝑙, управляющих функций – 𝑙×𝑚. На следующих этапах фор-
мируются расширенные задачи оптимального управления с использо-
ванием дополнительной фазовой координаты для линеаризации функ-
ционала (также заданы ограничения на управление 𝑣 ∈ 𝑈 и начальный
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фазовый вектор 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 𝑇 ):
Вариант 4 :

𝑥̇𝑖 =
𝑙∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)𝑓𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑥̇𝑛+1 =

⎛⎝ 𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)− 1

⎞⎠2

(3.12)

𝑥̇𝑛+2 =
𝑙∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗(𝑡)∇𝜙(𝑥), (3.13)

𝐼[𝑥, 𝑣, 𝛼] = 𝑥𝑛+2(𝑡1)→ min . (3.14)

Вариант 5 :

𝑥̇𝑖 =

𝑙∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗∑︀𝑙
𝑘=1 𝛼𝑘

𝑓𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, (3.15)

𝑥̇𝑛+1 =
𝑙∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗∑︀𝑙
𝑘=1 𝛼𝑘

∇𝜙(𝑥), 𝑡 ∈ 𝑇, (3.16)

𝐼[𝑥, 𝑣, 𝛼] = 𝑥𝑛+1(𝑡1)→ min . (3.17)

Таким образом, для задачи (2.1)–(2.3) формируется 5 расширенных
задач, в результате численного исследования которых можно делать
выводы о решении в исходной нелинейной задаче оптимального управ-
ления.

3.2. Результаты вычислительных экспериментов

Оценка эффективности программной реализации представленной
методики овыпукления проведена на тестовой коллекции задач опти-
мального управления [20], включающей как известные тесты, так и сге-
нерированные с учетом моделирования типовых вычислительных труд-
ностей для алгоритмов невыпуклой оптимизации (наличие большого
числа локальных экстремумов, узких областей притяжения экстрему-
мов, невыпуклых множеств достижимости характеризующихся слож-
ной структурой и др.). Результат овыпукления множества допустимых
скоростей (вариант 1 ) управляемой динамической системы, описыва-
ющей колебания маятника, представлен на рис. 2. В данном случае в
результате решения расширенной задачи и построения соответствую-
щего множества достижимости в терминальном фазовом пространстве
с помощью модификации метода мультистарта [22] удалось получить
овыпукленное множество достижимости.

В соответствующей задаче оптимального управления решения мож-
но найти уже с помощью локальных методов (например, градиентного
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Рис. 2. Результаты решения модификации тестовой задачи оптимального управле-
ния колебаниями математического маятника: а) МД в исходной нелинейной ЗОУ; б)
МД в расширенной ЗОУ

типа [6]). В общем случае гарантировать овыпукление множества до-
стижимости, наряду с овыпуклением множества скоростей, не удается,
однако корректность по расширению имеет место для большинства за-
дач рассматриваемого типа в силу особенностей дифференциальных
связей.

Вычислительные эксперименты проведены для ряда невыпуклых за-
дач оптимального управления ЗОУ из тестовой коллекции [20], харак-
теризующихся невыпуклостью множеств достижимости (табл. 1). Со-
ответствующие управления и траектории, доставляющие минимум тер-
минальному функционалу, приведены на рис. 3.

В табл. 2 представлены результаты вычислительных эксперимен-
тов, полученные с использованием методики решения ЗОУ, основанной
на расширении по Гамкрелидзе (расчеты проводились на персональ-
ном компьютере с процессором AMD Ryzen 7 5700G 3.80 GHz и объе-
мом оперативной памяти 16 ГБ). В первом столбце приведены мини-
мальные значения целевых функционалов, достигнутые методом клас-
сического мультистарта [22]. В последующих столбцах отражена ре-
зультативность предложенной методики на представленном фрагменте
коллекции тестов. В столбцах Conv1 – Conv3 приведены значения
целевого функционала, полученные в расширенных задачах оптималь-
ного управления (варианты 1–3 ), в столбцах Conv5 и Conv6 — вари-
анты, дополненные введением фазовой координаты для линеаризации
терминального функционала.
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Рис. 3. Результаты численного решения нелинейных ЗОУ из тестовой коллек-
ции [20]

Таблица 1.
Фрагмент набора тестов, для которых проводились

вычислительные эксперименты

𝑁 Система ДУ 𝑥(𝑡0) 𝑈 , 𝑇 𝐼(𝑢)

3.2.1 𝑥̇1 = 𝑥2 𝑥01 = 5 𝑢(𝑡) ∈ [−1, 1] 𝑥21(5) + 𝑥22(5) ↓
[2; 18] 𝑥̇2 = 𝑢− sin𝑥1 𝑥02 = 0 𝑡 ∈ [0, 5]

3.2.2 𝑥̇1 = sin𝑥2 + cos 𝑡 𝑥01 = 1 𝑢(𝑡) ∈ [−1, 1] 𝑥1(3) + 𝑥2(3) ↓
[20] 𝑥̇2 = (𝑢+ 𝑡)2 𝑥02 = 1 𝑡 ∈ [0, 3]

3.2.3 𝑥̇1 = expsin 𝑥2 𝑥01 = 1 𝑢(𝑡) ∈ [−1, 1] 𝑥1(5) · 𝑥2(5) ↓
[7; 20] 𝑥̇2 = 𝑢− cos𝑥1 𝑥02 = 1 𝑡 ∈ [0, 5]

3.2.4 𝑥̇1 = 𝑢 𝑥01 = 0 𝑢(𝑡) ∈ [−1, 1] 𝑥2(1) ↓
[4; 16] 𝑥̇2 = 𝑥1(𝑢− 1) 𝑥02 = 0 𝑡 ∈ [0, 1]

3.2.5 𝑥̇1 = 𝑥2 𝑥01 = 1 𝑢(𝑡) ∈ [−1, 1] 𝑥1(5)− 𝑥2(5) ↓
[7; 20] 𝑥̇2 = 𝑢− cos𝑥1 𝑥02 = 1 𝑡 ∈ [0, 5]

Для тестов 1 и 3–5 решения во всех задачах – расширенных и ис-
ходной – совпали. Для второго теста в соответствующей расширенной
задаче (вариант 2 ) численное решение не получено (найден один из
локальных экстремумов, значение в котором не является рекордным),
в остальных вариантах наилучшее из известных значение достигнуто.

Получение решения в невыпуклой задаче оптимального управления,
характеризующейся нелинейными управляемыми системами диффере-
нциальных уравнений, удается гарантировать не всегда. Тем не менее,
опираясь на результаты проведенных вычислительных экспериментов
и результаты исследования расширенных ЗОУ, можно сформулировать
следующее утверждение: если все решения расширенных задач и ис-
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ходной совпали, то на основе критерия корректности по расширению
можно утверждать, что решение исходной ЗОУ получено.

Таблица 2.
Результаты вычислительных экспериментов на тестовой коллекции

нелинейных ЗОУ

𝑁 Multistart Conv1 Conv2 Conv3 Conv4 Conv5
3.2.1 11, 90817 11,90884 11,90876 11,90873 11,90873 11,90817
3.2.2 7, 15602 7,15600 6,86314 7,15600 6,86314 7,15602
3.2.3 −42, 46849 −42, 44947 −42, 46964 −42, 46073 −42, 46966 −42, 46992
3.2.4 −1, 33333 −1, 33334 −1, 3333 −1, 3334 −1, 33333 −1, 33333
3.2.5 −6, 56876 −6, 56363 −6, 56890 −6, 56363 −6, 56900 −6, 56892

4. Заключение

Методика решения нелинейных задач оптимального управления опи-
рается на свойство скрытой выпуклости множества скоростей управ-
ляемых динамических систем. В системах линейных по управлению
с параллелепипедными ограничениями на управляющие воздействия
множество скоростей является выпуклым, в остальных случаях требу-
ется проведение процедуры овыпукления, основанной на формировании
расширенной ЗОУ. Различные способы учета ограничений на вспомо-
гательные управления позволяют сформировать серию расширенных
задач ЗОУ, включающих также возможность линеаризации целевого
функционала.

Таким образом, сформировано 5 вариантов к построению расширен-
ных задач с использованием методики овыпукления по Гамкрелидзе.
Тестирование программной реализации предложенного подхода прове-
дено на фрагменте тестовой коллекции невыпуклых задач оптимально-
го управления, включающей как хорошо известные тесты, так и при-
меры, ориентированные на моделирование особенностей нелинейных
динамических систем.

Полученные результаты проведенных вычислительных эксперимен-
тов позволили продемонстрировать эффективность предлагаемого под-
хода при исследовании нелинейных управляемых динамических систем
и, опираясь на критерий корректности по расширению, сформулиро-
вать выводы о достижимости решений в исходной задаче оптимального
управления.
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