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Аннотация: Определено понятие 𝑅𝜈-обобщённого решения задачи Озеена в ко-
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1. Введение

Хорошо известно, что уравнения Навье – Стокса моделируют эволю-
цию потока воздуха, нефти или воды, вследствие чего решение такой
задачи важно в большом диапазоне прикладных инженерных задач.
Поиск аналитического решения задачи чрезвычайно затруднен. Поэто-
му на практике используют численные методы для нахождения при-
ближённого решения задачи. Рассмотрим уравнения Озеена, которые
являются вспомогательными при численном решении уравнений Навье
– Стокса. Они возникают при применении неявного метода по време-
ни для нелинейных уравнений в каждый момент времени. Также они
возникают и при численном решении стационарных уравнений Навье –
Стокса. Как в первом, так и во втором случае, применяя процедуру Пи-
кара (итерации с фиксированной точкой) [2;6], приходим к задаче Озе-
ена. Разносторонний анализ которых представляет фундаментальный
интерес при решении нелинейных уравнений Навье – Стокса.
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В качестве метода Галёркина, применяя метод конечных элементов
(МКЭ), в частности элементы Тейлора – Худа, приходим к дискретиза-
ции, для которой закон сохранения массы выполняется лишь в слабом
(интегральном) смысле (см. [1]). С потерей сохранения массы оказыва-
ется, что другие важные законы сохранения не выполняются, в частно-
сти теряется закон сохранения энергии. Факт потери сохранения энер-
гии поправим при использовании не конвективной формы уравнений,
а кососимметричной [23]. В настоящей работе нами будет теоретически
изучена задача Озеена, полученная в результате линеаризации урав-
нений Навье – Стокса в кососимметричной форме. Особенностью рас-
смотрения задачи будет исследование свойств 𝑅𝜈-обобщённого решения
в многоугольной области с входящим углом на границе. Докажем его
существование и единственность в множествах весовых пространств.

Впервые течение вязкой несжимаемой жидкости в окрестности вхо-
дящего угла было изучено в [9]. Если вершина входящего угла 𝜔, т. е.
угла с величиной из интервала (𝜋, 2𝜋), совпадает с началом координат,
то решение задачи Озеена в кососимметрической форме с граничны-
ми условиями Дирихле (см. далее (2.1)–(2.3)) — компоненты вектора
скоростей 𝑢𝑖 и давления 𝑝 в полярных координатах (𝑟, 𝜙) ведут себя
как 𝑟𝜆 и 𝑟𝜆−1 соответственно. При этом показатель 𝜆 есть наименьшее
положительное решение уравнения sin(𝜆𝜔) + 𝜆 sin𝜔 = 0, которое при-
нимает значение меньшее 1 и уменьшается с увеличением величины
угла 𝜔 от 𝜋 до 2𝜋. Это означает, что 𝑢𝑖 /∈ 𝑊 2

2 (Ω) и 𝑝 /∈ 𝑊 1
2 (Ω), а

принадлежат меньшим пространствам. Например, компоненты вектора
скоростей принадлежат лишь пространству 𝑊 1+𝜆−𝜀

2 (Ω). Если рассмот-
реть угол 3𝜋

2 , то показатель 𝜆 приблизительно равен 0, 5445. Более
подробно (см. [5;8;10]). Этот факт принадлежности решения лишь про-
странству 𝑊 1+𝜆−𝜀

2 (Ω) влечет за собой то, что любой классический при-
ближённый метод будет сходиться не быстрее, чем 𝒪(ℎ𝜆), а значит,
теряет в своём порядке точности по отношению к случаю выпуклой
области [7]. Причём потеря порядка точности тем больше, чем больше
величина входящего угла. Для того чтобы не происходило такой потери
в точности приближённого метода, предложено определять решение как
𝑅𝜈-обобщённое в весовых пространствах или множествах (см. [14; 20]).
На основании его определения построен весовой МКЭ для различных
дифференциальных задач: для эллиптических задач [21], в частности
для задач теории упругости [12], включая задачу о трещине [13], за-
дач гидродинамики [15;16]. Экспериментально определено, что порядок
сходимости приближённого решения к точному решению не зависит
от величины входящего угла. Для задачи теории упругости получены
априорные оценки скорости сходимости, согласованные с результатами
численных экспериментов [22].
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Рис. 1. Вид области Ω с входящим углом.

2. Постановка задачи Озеена в кососимметричной форме

Пусть область Ω — ограниченный невыпуклый многоугольник с гра-
ницей 𝜕Ω, содержащей входящий угол 𝜔, 𝜔 ∈ (𝜋, 2𝜋) с вершиной в
начале координат 𝒪 = (0, 0), Ω̄ = Ω ∪ 𝜕Ω. Пусть x = (𝑥1, 𝑥2) — элемент
ℛ2, ‖x‖ =

√︀
𝑥21 + 𝑥22 и 𝑑x = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 — его норма и мера соответственно.

Задача Озеена в кососимметричной форме состоит в том, чтобы для
заданных функций f = (𝑓1, 𝑓2) и W = (𝑊1,𝑊2) найти вектор скоростей
u = (𝑢1, 𝑢2) и кинематическое давление 𝑝, удовлетворяющие системе
уравнений и граничных условий:

𝛼u− 𝜃△u+
(︀
W · ∇

)︀
u+

1

2

(︀
div W

)︀
u+∇𝑝 = f в Ω, (2.1)

div u = 0 в Ω, (2.2)
u = 0 на 𝜕Ω, (2.3)

где 𝛼 и 𝜃 — известные положительные параметры.
Через Ω𝛿 обозначим пересечение круга с центром в начале коорди-

нат и радиусом 𝛿 с Ω̄, 0 < 𝛿 ≪ 1 и определим в Ω̄ функцию 𝜌(x),
которую назовём весовой, 𝜌(x) = ‖x‖,x ∈ Ω𝛿 и 𝜌(x) = 𝛿,x ∈ Ω̄ ∖

Ω̄𝛿. Пусть 𝐷𝑙𝑧(x) = 𝜕|𝑙|𝑧(x)

𝜕𝑥
𝑙1
1 𝜕𝑥

𝑙2
2

, 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2), |𝑙| =
2∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖, где 𝑙𝑖 ≥ 0 — це-

лое. Пусть 𝑊 𝑘
2,𝛽(Ω) (𝛽 ≥ 0) — пространство функций 𝑧(x) с ограничен-

ной нормой ‖𝑧‖𝑊𝑘
2,𝛽(Ω) =

(︁ ∑︀
0≤|𝑙|≤𝑘

‖𝜌𝛽(x)|𝐷𝑙𝑧(x)|‖2𝐿2(Ω)

)︁1/2
, |𝑧|𝑊𝑘

2,𝛽(Ω) :=
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|𝑙|=𝑘

‖𝜌𝛽(x)|𝐷𝑙𝑧(x)|‖2𝐿2(Ω)

)︁1/2
есть полунорма 𝑧(x) в 𝑊 𝑘

2,𝛽(Ω). Если 𝑘 =

0, то𝑊 0
2,𝛽(Ω) будем обозначать через 𝐿2,𝛽(Ω), норму 𝑧(x) через ‖𝑧‖𝐿2,𝛽(Ω).

В 𝑊 1
2,𝛽(Ω) введём энергетическую норму, зависящую от параметров 𝛼

и 𝜃 задачи (2.1)–(2.3): |||𝑧|||𝛼,𝜃,𝛽(Ω) =
(︁
𝛼‖𝑧‖2𝐿2,𝛽(Ω)+𝜃|𝑧|

2
𝑊 1

2,𝛽(Ω)

)︁1/2
. Далее

определим пространство
∘
𝑊

𝑘

2,𝛽 (Ω) = {𝑧 ∈ 𝑊 𝑘
2,𝛽(Ω) : 𝐷𝑙𝑧|𝜕Ω = 0, 𝑙 =

0, ..., 𝑘 − 1} с ограниченной нормой 𝑊 𝑘
2,𝛽(Ω).

Для функции 𝑧(x) рассмотрим следующие условия:

0 < 𝐶1 ≤ ‖𝑧‖𝐿2,𝛽(Ω∖Ω𝛿), (2.4)

|𝐷𝑚𝑧(x)| ≤ 𝐶2𝛿
𝛽−𝜏𝜌𝜏−𝛽−𝑚(x),x ∈ Ω𝛿,𝑚 = 0, 1, (2.5)

константа 𝐶2 не зависит от 𝑚, а малый параметр 𝜏 не зависит от 𝛿, 𝛽 и
𝑧(x). Через 𝐿2,𝛽(Ω, 𝛿) обозначим множество 𝑧 ∈ 𝐿2,𝛽(Ω), удовлетворяю-
щих условиям (2.4) и (2.5) при 𝑚 = 0, с ограниченной нормой 𝐿2,𝛽(Ω).
Пусть 𝐿0

2,𝛽(Ω, 𝛿) = {𝑧 ∈ 𝐿2,𝛽(Ω) : ‖𝜌𝛽𝑧‖𝐿1(Ω) = 0}. Через 𝑊 1
2,𝛽(Ω, 𝛿)

и
∘
𝑊

1

2,𝛽 (Ω, 𝛿) обозначим множества функций из 𝑊 1
2,𝛽(Ω) и

∘
𝑊

1

2,𝛽 (Ω)

соответственно, удовлетворяющих (2.4) и (2.5). Определим простран-
ство 𝑊 1

∞,𝛾(Ω, 𝐶3) такое, что 𝑧 ∈ 𝑊 1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), если ‖𝑧‖𝑊 1

∞,𝛾(Ω,𝐶3) =

max
{︁
vraimax

x∈Ω
|𝜌𝛾(x)𝑧(x)|, vraimax

x∈Ω

⃒⃒⃒
𝜌𝛾+1(x)𝐷1𝑧(x)

⃒⃒⃒}︁
≤ 𝐶3, где констан-

та 𝐶3 не зависит от 𝑧(x). Жирным шрифтом выделим пространства и
множества вектор-функций, например W1

2,𝛽(Ω) = {z = (𝑧1, 𝑧2) : 𝑧𝑖 ∈

𝑊 1
2,𝛽(Ω)} с ограниченной нормой ‖z‖W1

2,𝛽(Ω) =
(︁ 2∑︀
𝑖=1

‖𝑧𝑖‖2𝑊 1
2,𝛽(Ω)

)︁1/2
.

Определим билинейные и линейную формы:

𝑎(z,v) = 𝛼𝑎1(z,v) + 𝜃𝑎2(z,v) + 𝑎3(z,v) + 𝑎4(z,v),

𝑎1(z,v) =

∫︁
Ω

z · (𝜌2𝜈v)𝑑x, 𝑎2(z,v) =
∫︁
Ω

∇z : ∇(𝜌2𝜈v)𝑑x,

𝑎3(z,v) =

∫︁
Ω

(︀
(W · ∇)z

)︀
· (𝜌2𝜈v)𝑑x,

𝑎4(z,v) =
1

2

∫︁
Ω

(︀
( div W)z

)︀
· (𝜌2𝜈v)𝑑x, 𝑙(v) =

∫︁
Ω

f · (𝜌2𝜈v)𝑑x,

𝑏1(v, 𝑠) = −
∫︁
Ω

𝑠 div (𝜌2𝜈v)𝑑x, 𝑏2(z, 𝑞) = −
∫︁
Ω

(𝜌2𝜈 𝑞) div z 𝑑x.
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Определение 1. Пару функций (u𝜈 , 𝑝𝜈) ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿)×𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿) назо-

вём 𝑅𝜈-обобщённым решением задачи Озеена (2.1)–(2.3), что для всех

пар (v, 𝑞) ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿)× 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿) справедливы тождества

𝑎(u𝜈 ,v) + 𝑏1(v, 𝑝𝜈) = 𝑙(v), (2.6)
𝑏2(u𝜈 , 𝑞) = 0, (2.7)

где f ∈ L2,𝜇(Ω), 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 и W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1.

3. Вспомогательные утверждения

В полном соответствии с Леммой 2.3 из [11] доказывается следующее.

Лемма 1. Если 𝑧 ∈𝑊 1
2,𝜈(Ω, 𝛿), 𝛽 ≤ 1, то∫︁

Ω𝛿

𝜌2(𝜈−𝛽)𝑧2𝑑x ≤ 𝐶2
4 (𝛽)𝛿

2𝜈+2−2𝛽‖𝑧‖2𝐿2,𝜈(Ω), (3.1)

𝐶4(𝛽) =
𝐶2
𝐶1

√︁
𝜙2−𝜙1

2𝜏+2−2𝛽 , (𝜙2 − 𝜙1) – величина изменения 𝜔 (см. рис. 1).

По аналогии с Леммой 1 устанавливается соответствие.

Лемма 2. Если 𝑧 ∈ 𝑊 2
2,𝛽(Ω), 𝛽 ≤ 1 и выполнены условия: 0 ≤ 𝐶1 ≤

‖𝑧‖𝐿2,𝜈(Ω∖Ω𝛿), |𝑧(x)| ≤ 𝐶2𝛿
𝜈−𝜏𝜌𝜏−𝜈+1(x),x ∈ Ω𝛿, то∫︁

Ω𝛿

𝜌2(𝜈−2−𝛽)𝑥2𝑖 𝑧
2𝑑x ≤ 𝐶2

4 (𝛽)𝛿
2𝜈+2−2𝛽‖𝑧‖2𝐿2,𝜈(Ω), (3.2)

где 𝐶4(𝛽) – константа из Леммы 1.

Лемма 3. (Лемма 4 [17]). Функция 𝑧 ∈
∘
𝑊

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿) тогда и только

тогда, когда 𝜌𝜈𝑧 ∈
∘
𝑊

1

2,0 (Ω, 𝛿) и справедливы соотношения

‖∇(𝜌𝜈𝑧)‖2𝐿2,0(Ω) ≤ 2‖∇𝑧‖2𝐿2,𝜈(Ω) + 2𝜈2𝐶2
4 (1)𝛿

2𝜈‖𝑧‖2𝐿2,𝜈(Ω), (3.3)

|𝑧|2𝑊 1
2,𝜈(Ω) ≤ 2‖∇(𝜌𝜈𝑧)‖2𝐿2,0(Ω) + 2𝜈2𝐶2

4 (1)𝛿
2𝜈‖𝜌𝜈𝑧‖2𝐿2,0(Ω). (3.4)

Лемма 4. (неравенство Фридрихса). Пусть 𝑧 ∈
∘
𝑊

1

2,0 (Ω, 𝛿), тогда

‖𝑧‖𝐿2,0(Ω) ≤ 𝐶𝐹 ‖∇𝑧‖𝐿2,0(Ω), (3.5)

где 𝐶𝐹 — положительная константа, независящая от функции 𝑧.
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Лемма 5. [17] (весовой аналог неравенства Фридрихса). Пусть 𝜈 > 0.
Тогда существует 𝛿0 = 𝛿0(𝜈) > 0, что для произвольных 𝛿 ∈ (0, 𝛿0] и

𝑧 ∈
∘
𝑊

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿) справедлива оценка

‖𝑧‖𝐿2,𝜈(Ω) ≤ 2𝐶𝐹 ‖∇𝑧‖𝐿2,𝜈(Ω), (3.6)

где 𝛿0 = 𝛿0(𝜈) такова, что 𝜈2𝐶2
𝐹𝐶

2
4 (1)𝛿

2𝜈
0 = 1

4 и 𝐶𝐹 из Леммы 4.

Лемма 6. Пусть W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3) и z ∈

∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), тогда

𝑎3(z, z) + 𝑎4(z, z) = −1

2

∫︁
Ω

(︁(︀
(W · ∇)𝜌2𝜈

)︀
z
)︁
· z𝑑x. (3.7)

Доказательство. Пусть W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3) и v, z ∈

∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), для
𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2:∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︁ 𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑊𝑗𝑧𝑘𝑑x=−

∫︁
Ω

𝑣𝑖

(︁𝜕(𝜌2𝜈𝑊𝑗𝑧𝑘)

𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑑x = −

∫︁
Ω

𝑣𝑖

(︁𝜕𝜌2𝜈
𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑊𝑗𝑧𝑘𝑑x−

−
∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︁𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑣𝑖𝑧𝑘𝑑x−

∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︁𝜕𝑧𝑘
𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑣𝑖𝑊𝑗𝑑x. (3.8)

Если сложить (3.8) при (𝑗, 𝑖, 𝑘) = (1, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 2), (2, 2, 2), то∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︀
(W · ∇)v

)︀
· z𝑑x = −

∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︀
(W · ∇)z

)︀
· v𝑑x−

−
∫︁
Ω

𝜌2𝜈
(︀
( div W)v

)︀
· z𝑑x−

∫︁
Ω

(︁(︀
(W · ∇)𝜌2𝜈

)︀
v
)︁
· z𝑑x. (3.9)

Если в (3.9) положить v = z, то получим тождество (3.7).

Далее введём следующие множества:

𝐾1 = {v ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿) :

∫︁
Ω

𝑠 div (𝜌2𝜈v)𝑑x = 0 ∀𝑠 ∈ 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿)},

𝐾2 = {z ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿) :

∫︁
Ω

(𝜌2𝜈 𝑞) div z 𝑑x = 0 ∀𝑞 ∈ 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿)}.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 53. С. 102–117
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Замечание 1. Под множествами 𝐾1 и 𝐾2 можно понимать подмно-

жества функций v, z ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), для которых выполнены равенства
div(𝜌2𝜈v) = 0 и divz = 0 соответственно в обобщенном смысле (см. [3]).

Пусть 𝜈 > 0. Для любой u ∈ 𝐾2 найдется 𝜓 ∈
∘
𝑊

2

2,𝜈 (Ω) (см. [7]), что

u =
(︁ 𝜕𝜓
𝜕𝑥2

,− 𝜕𝜓

𝜕𝑥1

)︁
(3.10)

и 0 < 𝐶1 ≤ ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω∖Ω𝛿), |𝐷
𝑘𝜓(x)| ≤ 𝐶2𝛿

𝜈−𝜏𝜌𝜏−𝜈−𝑘+1(x),x ∈ Ω𝛿, 𝑘 =
0, 1, 2. Определим для u ∈ 𝐾2 соответствующую ей функцию

v =
(︁
𝜌−2𝜈 𝜕(𝜌

2𝜈𝜓)

𝜕𝑥2
,−𝜌−2𝜈 𝜕(𝜌

2𝜈𝜓)

𝜕𝑥1

)︁
. (3.11)

При этом v ∈ 𝐾1 (см. Теорему 1 [17]) и

w = v − u =

{︃(︁
2𝜈𝜌−2𝑥2𝜓,−2𝜈𝜌−2𝑥1𝜓

)︁
,x ∈ Ω𝛿,

(0, 0),x ∈ Ω̄ ∖ Ω𝛿.
(3.12)

Лемма 7. Пусть 𝜈 > 0. Для u ∈ 𝐾2 вида (3.10) и соответствующей
ей v ∈ 𝐾1 вида (3.11) имеет место соотношение

‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω) ≤ 𝑎1(u,v) + 2
√
2𝜈𝐶2

4 (0)𝛿
2𝜈+2‖u‖L2,𝜈(Ω) · ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω).(3.13)

Доказательство. Имеем 𝜌𝜈 𝜕𝜓𝜕𝑥𝑖 = 𝜌−𝜈 𝜕(𝜌
2𝜈𝜓)
𝜕𝑥𝑖

−𝜌−𝜈
(︁
𝜕𝜌2𝜈

𝜕𝑥𝑖

)︁
𝜓 и

(︁
𝜌𝜈 𝜕𝜓𝜕𝑥𝑖

)︁2
=(︁

𝜕𝜓
𝜕𝑥𝑖

)︁(︁
𝜕(𝜌2𝜈𝜓)
𝜕𝑥𝑖

)︁
−
(︁
𝜕𝜓
𝜕𝑥𝑖

)︁(︁
𝜕𝜌2𝜈

𝜕𝑥𝑖

)︁
𝜓, 𝑖 = 1, 2, тогда

‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω) = 𝑎1(u,v)−
2∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜌2𝜈

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑑x = 𝑎1(u,v)−

2∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖.(3.14)

Оценим величину | − 𝐼1|. Используя неравенство Коши – Шварца,
Лемму 1 её оценку (3.1) и Лемму 2 — (3.2), обе при 𝛽 = 0, выводим

| − 𝐼1| ≤ 2𝜈𝐶2
4 (0)𝛿

2𝜈+2‖𝑢2‖𝐿2,𝜈(Ω) · ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω). (3.15)

Аналогично устанавливается неравенство

| − 𝐼2| ≤ 2𝜈𝐶2
4 (0)𝛿

2𝜈+2‖𝑢1‖𝐿2,𝜈(Ω) · ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω). (3.16)

Складываем (3.15) и (3.16) и подставляем для оценки (3.14).

Лемма 8. (Лемма 6 [19]). Пусть 𝜀1 > 0 и 𝜈 > 0. Пусть u ∈ 𝐾2 вида
(3.10) и соответствующая ей v ∈ 𝐾1 вида (3.11), тогда
‖∇(𝜌𝜈u)‖2L2,0(Ω) ≤ 𝑎2(u,v)+

+15𝜀1|u|2W1
2,𝜈(Ω) + 𝜈2𝐶2

4 (1)𝐶
2
5𝛿

2𝜈‖u‖2L2,𝜈(Ω), (3.17)

где константа 𝐶5 = 𝐶5(𝜈, 𝜀1) > 0 не зависит от u и v.
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Лемма 9. Пусть 𝜈 > 0, z ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿),W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1, то⃒⃒⃒∫︁

Ω

(︁(︀
(W · ∇)𝜌2𝜈

)︀
z
)︁
· z𝑑x

⃒⃒⃒
≤ 4𝜈𝐶3𝐶

2
4 (𝛾)𝛿

2𝜈+2−2𝛾‖z‖2L2,𝜈(Ω). (3.18)

Доказательство. Если применить (3.1) при 𝛽 = 𝛾 ≤ 1 в сочетании с

𝑥𝑘 ≤ 𝛿 и (3.5) для 𝜌𝜈𝑢𝑖 ∈
∘
𝑊

1

2,0 (Ω, 𝛿). Тогда для 𝑘, 𝑖 = 1, 2, имеем⃒⃒⃒∫︁
Ω

𝑊𝑘

(︁𝜕𝜌2𝜈
𝜕𝑥𝑘

)︁
𝑢2𝑖 𝑑x

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒∫︁
Ω

(︁
𝜌𝛾𝑊𝑘

)︁(︁
𝜌−𝛾

(︁𝜕𝜌2𝜈
𝜕𝑥𝑘

)︁
𝑢2𝑖

)︁
𝑑x
⃒⃒⃒
≤

≤ 2𝜈𝐶3

⃒⃒⃒∫︁
Ω𝛿

𝜌2(𝜈−1−𝛾)𝑥2𝑘𝑢
2
𝑖 𝑑x
⃒⃒⃒
≤ 2𝜈𝐶3𝐶

2
4 (𝛾)𝛿

2(𝜈+1−𝛾)‖𝑢𝑖‖2𝐿2,𝜈(Ω).

Складывая по всем 𝑖, 𝑘 = 1, 2, получаем неравенство (3.18).

Лемма 10. Пусть 𝜈 > 0, 𝜀2 > 0 и W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1, u и w

определены с помощью (3.10) и (3.12) соответственно, тогда

|𝑎3(u,w)| ≤ 𝐶3𝜀2|u|2W1
2,𝜈(Ω) +

8

𝜀2
𝜈2𝐶3𝐶

2
4 (𝛾)𝛿

2𝜈+2−2𝛾‖𝜓‖2𝐿2,𝜈(Ω). (3.19)

Доказательство. Применим 𝜀2-неравенство, 𝑥𝑗 ≤ 𝛿,W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3),

𝛾 ≤ 1, (3.2) при 𝛽 = 𝛾, представление w — (3.12), тогда для 𝑖, 𝑘 = 1, 2 :⃒⃒⃒∫︀
Ω

𝑊𝑘

(︁
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁(︀
𝜌2𝜈𝑤𝑖

)︀
𝑑x
⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶3

(︀𝜀2
2
|𝑢𝑖|2𝑊 1

2,𝜈(Ω) +
2𝜈2

𝜀2
𝐶2
4 (𝛾)𝛿

2𝜈+4−2𝛾‖𝜓‖2𝐿2,𝜈(Ω)

)︀
. (3.20)

Осталось просуммировать (3.20) по всем 𝑖, 𝑘 = 1, 2. Получаем (3.19).

Лемма 11. Пусть 𝜈 > 0, 𝜀3 > 0 и W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1, u и w

определены с помощью (3.10) и (3.12) соответственно, тогда
|𝑎4(u,w)| ≤

≤ 𝜀3
2
𝐶3𝐶

2
4 (1)𝛿

2𝜈‖u‖2L2,𝜈(Ω) +
4

𝜀3
𝜈2𝐶3𝐶

2
4 (𝛾)𝛿

2𝜈+2−2𝛾‖𝜓‖2𝐿2,𝜈(Ω). (3.21)

Доказательство. Применим 𝜀3-неравенство, W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1,

оценку (3.1) при 𝛽 = 𝛾. Тогда для 𝑖 = 1, 2, имеем⃒⃒⃒∫︀
Ω

(︀
div W

)︀
𝑢𝑖
(︀
𝜌2𝜈𝑤𝑖

)︀
𝑑x
⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶3

(︁
𝜀3𝐶

2
4 (1)𝛿

2𝜈‖𝑢𝑖‖2𝐿2,𝜈(Ω) +
4𝜈2

𝜀3
𝐶2
4 (𝛾)𝛿

2𝜈+2−2𝛾‖𝜓‖2𝐿2,𝜈(Ω)

)︁
. (3.22)

Суммируя соотношения (3.22) по 𝑖 = 1, 2, получаем оценку (3.21).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 53. С. 102–117
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4. Существование и единственность 𝑅𝜈-обобщённого решения

Теорема 1. (о существовании и единственности). Пусть 𝜈 > 0 и
справедливы следующие утверждения:
1) Существует 𝛿1 > 0, что для всех 𝛿 ∈ (0, 𝛿1] :

∀u ∈ 𝐾2 sup
v∈𝐾1

𝑎(u,v)

‖v‖W1
2,𝜈(Ω)

≥ 𝜅‖u‖W1
2,𝜈(Ω), (4.1)

∀v ∈ 𝐾1 sup
u∈𝐾2

𝑎(u,v)

‖u‖W1
2,𝜈(Ω)

≥ 𝜅‖v‖W1
2,𝜈(Ω), (4.2)

∀𝑠 ∈ 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿) sup

v∈
∘
W

1

2,𝜈(Ω,𝛿)

𝑏𝑖(v, 𝑠)

‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖𝑠‖𝐿2,𝜈(Ω)

≥ 𝛽𝑖 > 0; (4.3)

2) Для любых z,v ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), 𝑠, 𝑞 ∈ 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿),W ∈ W1

∞,𝛾(Ω, 𝐶3), f ∈
L2,𝜇(Ω), 𝛾 ≤ 1, 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 :

𝑎(z,v) ≤ 𝐶6‖z‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖v‖W1

2,𝜈(Ω), (4.4)

𝑏1(v, 𝑠) ≤ 𝐶7‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖𝑠‖𝐿2,𝜈(Ω), (4.5)

𝑏2(z, 𝑞) ≤ 𝐶8‖z‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖𝑞‖𝐿2,𝜈(Ω), (4.6)

𝑙(v) ≤ 𝐶9‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖f‖L2,𝜇(Ω), (4.7)

где 𝜅,𝐶6, 𝐶7, 𝐶8, 𝐶9 — положительные постоянные.
Тогда существует единственное 𝑅𝜈-обобщённое решение (u𝜈 , 𝑝𝜈) ∈

∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿) × 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿) задачи (2.1)–(2.3) в постановке (2.6), (2.7).

Существует постоянная 𝐶10, равная 𝐶9
𝜅

(︁
1 + 𝜅+𝐶6

𝛽1

)︁
, что

‖u𝜈‖W1
2,𝜈(Ω) + ‖𝑝𝜈‖𝐿2,𝜈(Ω) ≤ 𝐶10‖f‖𝐿2,𝜇(Ω). (4.8)

Для доказательства Теоремы 1 нам потребуются следующие утвер-
ждения.

Теорема 2. Существует 𝜀1 > 0, что для 𝜈 > 0 существует 𝛿2 =
𝛿2(𝜀1, 𝜈, 𝛼, 𝜃) > 0, что для любого 𝛿 ∈ (0,min{𝛿0, 𝛿2}] и произвольной
u ∈ 𝐾2 вида (3.10) и соответствующей ей v ∈ 𝐾1 вида (3.11), для
W ∈ W1

∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1, справедливо соотношение

1

2
|||𝜌𝜈u|||2𝛼,𝜃,0(Ω) ≤ 𝑎(u,v) (4.9)

и для произвольной u ∈ 𝐾2 выполняется неравенство

𝜅1‖u‖W1
2,𝜈(Ω) ≤ sup

v∈𝐾1

𝑎(u,v)

‖v‖W1
2,𝜈(Ω)

, (4.10)
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где 𝜅1 =
min{𝛼,𝜃}

2𝐶12 max{1+ 𝜃

2𝛼𝐶2
𝐹

,2} и константа 𝐶12 из Теоремы 1 [17].

Доказательство. 1. Пусть 𝜈 > 0. Рассмотрим u ∈ 𝐾2 вида (3.10) и
соответствующую ей v ∈ 𝐾1 вида (3.11). Используя Леммы 9–11 —
(3.18), (3.19) и (3.21) соответственно, в сочетании с (3.7) при z = u :

|𝑎3(u,v) + 𝑎4(u,v)| ≤ 𝐶3𝜀2|u|2W1
2,𝜈(Ω) + 𝐶3

(︁
2𝜈𝐶2

4 (𝛾)𝛿
2−2𝛾 +

𝜀3𝐶
2
4 (1)

2

)︁
×

×𝛿2𝜈‖u‖2L2,𝜈(Ω) + 4𝜈2𝐶3𝐶
2
4 (𝛾)

(︁ 2

𝜀2
+

1

𝜀3

)︁
𝛿2𝜈+2−2𝛾‖𝜓‖2𝐿2,𝜈(Ω). (4.11)

Применяя Леммы 7 и 8 — (3.13) и (3.17) соответственно, выводим

𝛼‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω) + 𝜃‖∇(𝜌𝜈u)‖2L2,0(Ω) ≤ 𝑎(u,v)−
[︁
𝑎3(u,v) + 𝑎4(u,v)

]︁
+

+2
√
2𝛼𝜈𝐶2

4 (0)𝛿
2𝜈+2‖u‖L2,𝜈(Ω) · ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω)+

+15𝜀1𝜃|u|2W1
2,𝜈(Ω) + 𝜃𝜈2𝐶2

4 (1)𝐶
2
5𝛿

2𝜈‖u‖2L2,𝜈(Ω). (4.12)

Используя определение u ∈ 𝐾2 вида (3.10), Лемму 4 — (3.5), имеем

‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω) ≤ 𝐶𝐹 ‖𝜌𝜈u‖L2,0(Ω). (4.13)

Следовательно, применяя (4.11) и (4.13) для оценки слагаемых пра-
вой части (4.12) в сочетании с (3.4) Леммы 3, заключаем(︁

𝛼− 𝐶11𝛿
2𝜈
)︁
‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω)+

+
(︁
𝜃 − (30𝜀1𝜃 + 2𝐶3𝜀2)

)︁
‖∇(𝜌𝜈u)‖2L2,0(Ω) ≤ 𝑎(u,v), (4.14)

где 𝐶11 = 𝐶11(𝜃, 𝛼, 𝛾, 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3) = 𝐶2
4 (1)

[︁
𝜈2
(︀
30𝜀1𝜃+2𝜀2𝐶3+𝜃𝐶

2
5

)︀
+ 𝜀3𝐶3

2

]︁
+

2𝜈𝐶2
4 (𝛾)𝐶3

[︁
1 + 4𝜈𝐶2

𝐹

(︁
2
𝜀2

+ 1
𝜀3

)︁]︁
𝛿2−2𝛾 + 2

√
2𝛼𝜈𝐶2

4 (0)𝐶𝐹 𝛿
2.

Если в (4.14) положить 𝜀1 = 1
120 , 𝜀2 =

𝜃
8𝐶3

и 𝜀3 = 1, тогда существует
величина 𝛿2 > 0, что 𝐶11𝛿

2𝜈
2 ≤ 𝛼

2 и для любого 𝛿 ∈ (0,min{𝛿0, 𝛿2}] :

1

2

(︁
𝛼‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω) + 𝜃‖∇(𝜌𝜈u)‖2L2,0(Ω)

)︁
≤
(︁
𝛼− 𝐶11𝛿

2𝜈
)︁
‖𝜌𝜈u‖2L2,0(Ω)+

+
(︁
𝜃 − (30𝜀1𝜃 + 2𝐶3𝜀2)

)︁
‖∇(𝜌𝜈u)‖2L2,0(Ω) ≤ 𝑎(u,v).
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2. Применяя Лемму 3 — (3.4) и соотношение 2𝜈2𝐶2
4 (1)𝛿

2𝜈
0 = 1

2𝐶2
𝐹

из
Леммы 5 для произвольного 𝛿 ∈ (0,min{𝛿0, 𝛿2}], имеем

|||u|||2𝛼,𝜃,𝜈(Ω) ≤ max{1 + 𝜃

2𝛼𝐶2
𝐹

, 2}|||𝜌𝜈u|||2𝛼,𝜃,0(Ω). (4.15)

В Теореме 1 [17] показано, что для каждого 𝛿 ∈ (0, 𝛿0], любой u ∈ 𝐾2

вида (3.10), соответствующая ей v вида (3.11) принадлежит 𝐾1 и

‖v‖W1
2,𝜈(Ω) ≤ 𝐶12‖u‖W1

2,𝜈(Ω).

Из этого немедленно следует, что

‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖u‖W1

2,𝜈(Ω) ≤ 𝐶12max{ 1
𝛼
,
1

𝜃
}|||u|||2𝛼,𝜃,𝜈(Ω). (4.16)

Применяя последовательно оценки (4.16), (4.15) и (4.9), заключаем
‖v‖W1

2,𝜈(Ω) · ‖u‖W1
2,𝜈(Ω) ≤

≤ 2𝐶12max{ 1
𝛼
,
1

𝜃
}max{

2𝛼𝐶2
𝐹 + 𝜃

2𝛼𝐶2
𝐹

, 2}𝑎(u,v). (4.17)

Поделим обе части (4.17) на 2𝐶12max{ 1
𝛼 ,

1
𝜃}max{2𝛼𝐶2

𝐹+𝜃

2𝛼𝐶2
𝐹
, 2}‖v‖W1

2,𝜈(Ω) и
определим точную верхнюю грань по всем v ∈ 𝐾1.

Пусть 𝜈 > 0. Рассмотрим v ∈ 𝐾1 такую, что существует 𝜛 = 𝜌2𝜈𝜓,

𝜓 ∈
∘
𝑊

2

2,𝜈 (Ω)
(︁
0 < 𝐶1 ≤ ‖𝜓‖𝐿2,𝜈(Ω∖Ω𝛿), |𝐷

𝑚𝜓(x)| ≤ 𝐶2𝛿
𝜈−𝜏𝜌𝜏−𝜈−𝑚+1(x),

x ∈ Ω𝛿,𝑚 = 0, 1, 2
)︁
, что v имеет вид (3.11), а ей соответствующая

u ∈ 𝐾2 — (3.10) (см. [17]). По аналогии с Теоремой 2 доказывается

Теорема 3. Существует 𝜖1 > 0, что для 𝜈 > 0 существует 𝛿3 =
𝛿3(𝜖1, 𝜈, 𝛼, 𝜃) > 0, что для любого 𝛿 ∈ (0,min{𝛿3, 𝛿4}] и произвольной
v ∈ 𝐾1 вида (3.11) и соответствующей ей u ∈ 𝐾2 вида (3.10), для
W ∈ W1

∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1 :

1

2
|||𝜌𝜈v|||2𝛼,𝜃,0(Ω) ≤ 𝑎(u,v) (4.18)

и для произвольной v ∈ 𝐾1 выполняется неравенство

𝜅2‖v‖W1
2,𝜈(Ω) ≤ sup

u∈𝐾2

𝑎(u,v)

‖u‖W1
2,𝜈(Ω)

, (4.19)

где 𝜅2 =
min{𝛼,𝜃}

2𝐶13 max{1+ 𝜃

2𝛼𝐶2
𝐹

,2} , 𝐶13 и 𝛿4 = min{𝛿0,
√︁

1+𝜏
8 } из Теоремы 3 [17].
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Сформулируем утверждение относительно непрерывности билиней-
ных 𝑎(·, ·), 𝑏1(·, ·), 𝑏2(·, ·) и линейной 𝑙(·) форм.

Теорема 4. Для 𝜈 > 0 справедливы следующие оценки.

Для любых z,v ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), 𝑠, 𝑞 ∈ 𝐿0
2,𝜈(Ω, 𝛿),W ∈ W1

∞,𝛾(Ω, 𝐶3), f ∈
L2,𝜇(Ω), 𝛾 ≤ 1, 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 :

𝑎(z,v) ≤ 𝐶6‖z‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖v‖W1

2,𝜈(Ω), (4.20)

𝑏1(v, 𝑠) ≤ 𝐶7‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖𝑠‖𝐿2,𝜈(Ω), (4.21)

𝑏2(z, 𝑞) ≤ 𝐶8‖z‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖𝑞‖𝐿2,𝜈(Ω), (4.22)

𝑙(v) ≤ 𝐶9‖v‖W1
2,𝜈(Ω) · ‖f‖L2,𝜇(Ω), (4.23)

𝐶6 =

√︂
8
(︁
𝛼2 + 32𝜃2𝐶2

15 + 𝐶2
3

[︁
2𝐶2

14(𝛾) + 𝐶4
14(

𝛾+1
2 )
]︁)︁
,

𝐶7=2
√︀
2 + 3𝜈2𝐶2

4 (1)𝛿
2𝜈 , 𝐶8=

√
2, 𝐶9 =

√
2𝐶16, 𝐶14(𝛽) =

√︁
1+𝐶2

4 (𝛽)𝛿
2𝜈+2

𝛿2𝛽
,

𝐶15 =
(︁
1 + 𝜈2𝐶2

𝐹𝐶
2
4 (1)𝛿

2𝜈
)︁(︁

1 + 𝜈2𝐶2
4 (1)𝛿

2𝜈
)︁

и 𝐶16 константа в оценке
норм вложения L2,𝜇(Ω) в L2,𝜈(Ω).

Доказательство. Оценки (4.21)–(4.23) установлены в Теореме 7 [18].

Получим (4.20). Пусть z,v ∈
∘
W

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿),W ∈ W1
∞,𝛾(Ω, 𝐶3), 𝛾 ≤ 1 :

[𝑎(z,v)]2 ≤ 4(𝛼2[𝑎1(z,v)]
2 + 𝜃2[𝑎2(z,v)]

2 + [𝑎3(z,v)]
2 + [𝑎4(z,v)]

2).(4.24)

1. Оценим [𝑎1(z,v)]
2 с помощью неравенства Коши – Шварца и соотно-

шения 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 ≤
(︀
𝑎1 + 𝑎2

)︀ (︀
𝑏1 + 𝑏2

)︀
для 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ≥ 0 :

[𝑎1(z,v)]
2 ≤ 2‖z‖2W1

2,𝜈(Ω) · ‖v‖
2
W1

2,𝜈(Ω). (4.25)

2. Величина [𝑎2(z,v)]
2 оценена в [18] и получено неравенство

[𝑎2(z,v)]
2 ≤ 64𝐶2

15‖z‖2W1
2,𝜈(Ω) · ‖v‖

2
W1

2,𝜈(Ω). (4.26)

3. Оценим [𝑎3(z,v)]
2. Пусть 𝐽𝑘,𝑖(W, z,v) :=

∫︀
Ω

(︁
𝑊𝑘

𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︁(︀
𝜌2𝜈𝑣𝑖

)︀
𝑑x, 𝑘, 𝑖 =

1, 2. Применяя неравенство Коши – Шварца, имеем

[𝐽𝑘,𝑖(W, z,v)]2 ≤ 𝐶2
3

⃦⃦⃦ 𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑥𝑘

⃦⃦⃦2
𝐿2,𝜈(Ω)

·𝐾(𝑣𝑖, 𝛾,Ω), (4.27)

где 𝐾(𝑔, 𝛽,Ω) =
∫︀
Ω

𝜌2(𝜈−𝛽)𝑔2𝑑x, 𝑔 ∈
∘
𝑊

1

2,𝜈 (Ω, 𝛿), 𝛽 ≤ 1.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 53. С. 102–117



О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 𝑅𝜈 -РЕШЕНИЯ 115

Оценим 𝐾(𝑔, 𝛽,Ω). Очевидно ‖𝑔‖2𝐿2,𝜈(Ω) = 𝛿2𝜈
∫︀

Ω∖Ω𝛿
𝑔2𝑑x+

∫︀
Ω𝛿

𝜌2𝜈𝑔2𝑑x и

𝛿2𝜈
∫︀

Ω∖Ω𝛿
𝑔2𝑑x ≤ ‖𝑔‖2𝐿2,𝜈(Ω), следовательно,

𝛿2𝛾𝐾(𝑔, 𝛽,Ω) ≤ ‖𝑔‖2𝐿2,𝜈(Ω) + 𝛿2𝛽𝐾(𝑔, 𝛽,Ω𝛿). (4.28)

Используя (3.1) для 𝛽 ≤ 1, имеем 𝐾(𝑔, 𝛽,Ω𝛿) ≤ 𝐶2
4 (𝛽)𝛿

2𝜈+2−2𝛽‖𝑔‖2𝐿2,𝜈(Ω)

и, подставляя соотношение для оценки правой части (4.28), выводим

𝐾(𝑔, 𝛽,Ω) ≤ 𝐶2
14(𝛽)‖𝑔‖2𝐿2,𝜈(Ω), (4.29)

где 𝐶14(𝛽) =

√︁
1+𝐶2

4 (𝛽)𝛿
2𝜈+2

𝛿2𝛽
. Благодаря (4.29) оценка (4.27) примет вид

[𝐽𝑘,𝑖(W, z,v)]2 ≤ 𝐶2
3𝐶

2
14(𝛾)

⃦⃦⃦ 𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑥𝑘

⃦⃦⃦2
𝐿2,𝜈(Ω)

· ‖𝑣𝑖‖2𝐿2,𝜈(Ω). (4.30)

Суммируя (4.30) по 𝑖, 𝑘 = 1, 2, и применяя оценку при выводе (4.25):

[𝑎3(z,v)]
2 ≤ 4𝐶2

3𝐶
2
14(𝛾)‖z‖2W1

2,𝜈(Ω) · ‖v‖
2
W1

2,𝜈(Ω). (4.31)

4. Оценим [𝑎4(z,v)]
2. Пусть 𝐿𝑖(W, z,v) =

∫︀
Ω

(︁(︀
div W

)︀
𝑧𝑖

)︁(︀
𝜌2𝜈𝑣𝑖

)︀
𝑑x, 𝑖 =

1, 2. Используя неравенство Коши – Шварца, выводим

[𝐿𝑖(W, z,v)]2 ≤ 4𝐶2
3𝐾(𝑧𝑖,

𝛾 + 1

2
,Ω) ·𝐾(𝑣𝑖,

𝛾 + 1

2
,Ω). (4.32)

Применяя оценку (4.29) при 𝛽 = 𝛾+1
2 ≤ 1(𝛾 ≤ 1), заключаем

[𝐿𝑖(W, z,v)]2 ≤ 𝐶2
3𝐶

4
14(

𝛾 + 1

2
)‖𝑧𝑖‖2𝐿2,𝜈(Ω) · ‖𝑣𝑖‖

2
𝐿2,𝜈(Ω). (4.33)

Используя (4.33) для каждого 𝑖 = 1, 2, имеем

[𝑎4(z,v)]
2 ≤ 2𝐶2

3𝐶
4
14(

𝛾 + 1

2
)‖z‖2W1

2,𝜈(Ω) · ‖v‖
2
W1

2,𝜈(Ω). (4.34)

Подставляя (4.25), (4.26), (4.31) и (4.34) в (4.24), получаем оценку (4.20).

Доказательство. Теоремы 1. Пусть 𝜈 > 0. Существует 𝛿5 > 0, что
выполняются оценки (4.3) (см. Теорему 2.2 [11]). Неравенства (4.1) и
(4.2) непосредственно вытекают из (4.10) и (4.19) для 𝜅 = min{𝜅1, 𝜅2}
и всех 𝛿 ∈ (0,min{𝛿0, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4}]. Для доказательства существования
и единственности 𝑅𝜈-обобщённого решения для всех 𝛿 ∈ (0, 𝛿1], 𝛿1 =
min{𝛿0, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4, 𝛿5}, при выполнении (4.4)–(4.7), воспользуемся Теоре-
мой 2.1 в сочетании с Замечанием 2.1 работы [3]. Оценка (4.8) устанав-
ливается стандартными приёмами (см. [4]).
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5. Заключение

В работе доказано существование единственного 𝑅𝜈-обобщённого ре-
шения задачи Озеена в кососимметричной форме в многоугольной не-
выпуклой области с входящим углом на границе в весовых множествах.

В дальнейшем на основании определённого 𝑅𝜈-обобщённого решения
в несимметричной вариационной постановке построим весовой МКЭ.
Реализуем численный подход и проведём анализ численных результа-
тов.
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