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4 июня 2025 года 80-летний юбилей отметил один из самых извест-
ных математиков Иркутского государственного университета, доктор
физико-математических наук, профессор Владимир Андреевич Срочко.
Основные научные интересы Владимира Андреевича связаны с теори-
ей и методами оптимального управления процессами, описываемыми
обыкновенными дифференциальными уравнениями, а также отдель-
ными классами уравнений с частными производными гиперболическо-
го типа. В этой области им опубликовано более 180 работ, успешно
защищены кандидатская (Институт математики АН БССР, г. Минск,
1970 г.) и докторская (Ленинградский государственный университет
им. А. А. Жданова, 1988 г.) диссертации. Достаточно подробный об-
зор жизненного пути и публикаций юбиляра приведен в [1]. В дан-
ной статье изложены некоторые результаты В. А. Срочко в области
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линейно-квадратичных задач оптимального управления, получившие
дальнейшее развитие в недавних исследованиях.

В теории оптимального управления линейно-квадратичные задачи
(линейная система дифференциальных уравнений, квадратичный фун-
кционал) традиционно занимают приоритетное место в силу своей тео-
ретической и прикладной значимости. В частности, одним из распро-
страненных методов решения обратных задач математической физики
является их сведение к задачам оптимального управления с критериями
качества типа квадрата нормы. Спектр возможных постановок и соот-
ветствующих результатов в этой области достаточно широк. На уровне
иллюстрации основных идей выделим линейно-квадратичные задачи
при наличии ограничений на управление с ориентировкой только на
программное решение.

Φ(𝑢) =⟨𝑐, 𝑥(𝑡1)⟩+
1

2
⟨𝑥(𝑡1), 𝐷𝑥(𝑡1)⟩+

+
1

2

∫︁
𝑇

⟨𝑥(𝑡), 𝑄(𝑢(𝑡), 𝑡)𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑡→ min, 𝑢 ∈𝑊,

𝑥̇ =𝐴(𝑢, 𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑢, 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

𝑊 =
{︁
𝑢 ∈ PC(𝑇 ) : 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1]

}︁
.

(P)

Здесь PC(𝑇 ) – множество кусочно-непрерывных на отрезке 𝑇 вектор-
функций. Отметим, что линейный вариант этой задачи получается при
нулевых матрицах квадратичных форм 𝐷 и 𝑄(𝑢, 𝑡): 𝐷 = 0, 𝑄(𝑢, 𝑡) ≡
0, 𝑡 ∈ 𝑇 . Задача (P) существенно отличается от классических поста-
новок линейно-квадратичных задач оптимального управления. Во-пер-
вых, предполагается, что матрицы 𝐷 и 𝑄 симметричны, но не обя-
зательно знакоопределены. Во-вторых, даже в случае неотрицатель-
ной определенности этих матриц (P) не относится к классу линейно-
выпуклых задач, в которых принцип максимума Л. С. Понтрягина яв-
ляется не только необходимым, но и достаточным условием глобального
минимума. Это объясняется тем, что матрица коэффициентов 𝐴(𝑢, 𝑡) в
системе обыкновенных дифференциальных уравнений зависит от упра-
вляющего воздействия.

Прежде всего, выделим результаты В. А. Срочко, связанные с по-
строением серии вычислительных методов, основанных на точных (без
остаточных членов) формулах приращения целевого функционала, что
позволяет говорить об их нелокальном характере, а именно при по-
строении приближений не требуется решать дополнительных задач по
варьированию и выбору соответствующих параметров [2–4;6–8;12–14].

Составим функцию Понтрягина

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝑡) = ⟨𝜓,𝐴(𝑢, 𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑢, 𝑡)⟩ − 1

2
⟨𝑥,𝑄(𝑢, 𝑡)𝑥⟩.
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Пусть на 𝑘-м шаге метода имеется допустимая пара (𝑢𝑘(𝑡), 𝑥𝑘(𝑡)), 𝑡 ∈
𝑇, 𝑘 = 0, 1, . . .

Найдем решение (𝜓𝑘(𝑡),Ψ𝑘(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇 векторно-матричной задачи
Коши

𝜓̇ = −𝐻𝑥(𝜓, 𝑥
𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡), 𝑡), 𝜓(𝑡1) = −𝑐−𝐷𝑥𝑘(𝑡1),

Ψ̇ = −𝐴(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡)𝑇Ψ−Ψ𝐴(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡) +𝑄(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡), Ψ(𝑡1) = −𝐷.

Сформируем вспомогательное управление

𝑤(𝑥, 𝑡) = argmax
𝑣∈𝑈

𝐻(𝑝𝑘(𝑡, 𝑥), 𝑥, 𝑣, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇,

где вектор-функция 𝑝𝑘(𝑡, 𝑥) вычисляется по правилу

𝑝𝑘(𝑡, 𝑥) = 𝜓𝑘(𝑡) + Ψ𝑘(𝑡, 𝑢)(𝑥− 𝑥𝑘(𝑡)), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Найдем фазовую траекторию 𝑥𝑘+1(𝑡) через решение задачи Коши для
фазовой системы с управлением 𝑢 = 𝑤(𝑥, 𝑡) и вычислим следующее
приближение:

𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑤(𝑥𝑘+1(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇.

В силу точной формулы приращения

Φ(𝑢𝑘+1)− Φ(𝑢𝑘) = −
∫︁
𝑇

Δ𝑢𝑘+1(𝑡)𝐻(𝑝𝑘(𝑡, 𝑥𝑘+1(𝑡)), 𝑥𝑘+1(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡

справедливо свойство улучшения Φ(𝑢𝑘+1) 6 Φ(𝑢𝑘). При этом равенство
𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑢𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 означает, что управление 𝑢𝑘(𝑡) удовлетворяет
принципу максимума Л. С. Понтрягина (ПМ). Отметим, что улучшение
достигается ценой решения двух векторных и одной матричной задачи
Коши.

Для линейной задачи описанный механизм улучшения упрощается.
Поскольку Ψ𝑘(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝑇 , то 𝑝𝑘(𝑡, 𝑥) = 𝜓𝑘(𝑡). В результате трудо-
емкость улучшения составит только две векторных задач Коши для
фазовой и сопряженной систем.

Узким местом этого метода является возможность стабилизации (т.
е. отсутствие улучшения) управлений, удовлетворяющих ПМ. Причем
при формулировке результатов, связанных со сходимостью, нужны до-
статочно жесткие условия, сужающие, вообще говоря, область приме-
нения метода.

Для преодоления этого недостатка проводится параметризация це-
левого функционала в задаче (P) по правилу [4;8; 11]

Φ𝛼(𝑢, 𝑢
𝑘) = Φ(𝑢) + 𝛼𝐽(𝑢, 𝑢𝑘)
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с положительным параметром 𝛼 > 0, где

𝐽(𝑢, 𝑢𝑘) =
1

2
‖𝑥(𝑡1, 𝑢)− 𝑥𝑘(𝑡1)‖2 +

1

2

∫︁
𝑇

‖𝑥(𝑡, 𝑢)− 𝑥𝑘(𝑡)‖2𝑑𝑡.

Понятно, что задача (P) с функционалом Φ𝛼(𝑢, 𝑢
𝑘) останется квадра-

тичной. Отметим, что при реализации описанной итерационной схемы
следует учесть, что матричная задача Коши здесь примет вид

Ψ̇ = −𝐴(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡)𝑇Ψ−Ψ𝐴(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡) +𝑄(𝑢𝑘(𝑡), 𝑡) + 𝛼𝐸, Ψ(𝑡1) = −𝐷− 𝛼𝐸.

Результат указанного преобразования задачи состоит в том, что для
приближения 𝑢𝑘+1(𝑡) справедлива оценка уменьшения функционала Φ:

Φ(𝑢𝑘+1)− Φ(𝑢𝑘) 6 −𝛼𝐽(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘).

Величина 𝛿𝑘 = Φ(𝑢𝑘) − Φ(𝑢𝑘+1) в данной ситуации является невязкой
ПМ для управления 𝑢𝑘(𝑡). Сходимость метода характеризуется свой-
ством 𝛿𝑘 → 0, 𝑘 → ∞.

В выпуклом варианте задачи (P), когда 𝐷 > 0, 𝑄(𝑢, 𝑡) = 𝑄(𝑡) > 0,
𝐴(𝑢, 𝑡) = 𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, метод генерирует минимизирующую последова-
тельность управлений {𝑢𝑘}.

Еще одним достоинством проведенной параметризации задачи (P)
является возможность сформулировать результат, усиливающий ПМ:
для оптимальности управления 𝑢𝑘(𝑡) в рассматриваемой задаче необхо-
димо, чтобы фазовая траектория 𝑥𝑘(𝑡) была единственным решением
задачи Коши

𝑥̇ = 𝐴(𝑤(𝑥, 𝑡), 𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑤(𝑥, 𝑡), 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.

Это означает, что предложенный В. А. Срочко метод может улучшать
неоптимальные управления, удовлетворяющие принципу максимума.

Идея параметризации целевого функционала нашла интересное раз-
витие в недавних работах В. А. Срочко.

Здесь нужно отметить нестандартный вариант дискретизации зада-
чи (P), основанный на решении матричной задачи Коши для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений с нулевыми началь-
ными условиями. Этот подход был реализован сначала для кусочно-
постоянных управлений [5;10] и совсем недавно для кусочно-линейных
управляющих воздействий. Классическим способом дискретизации за-
дач оптимального управления является замена обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений их конечно-разностными аналогами. При этом
размерность возникающей задачи математического программирования
катастрофически возрастает с уменьшением шага разностной схемы.
Предложенный В. А. Срочко вариант дискретизации лишен указанного
недостатка.
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В статьях [5; 9; 10] рассмотрены параметрические семейства задач
оптимального управления и вопросы параметрической трансформации
невыпуклых задач оптимального управления. Параметры фигурируют
в целевых функционалах. Например, в [10] критерий качества имеет
следующий вид:

Φ(𝑢, 𝑥) = 1/2 𝛼⟨𝑥(𝑇 ), 𝑃𝑥(𝑇 )⟩+ 1/2

𝑇∫︁
𝑡0

[𝛽⟨𝑥(𝑡), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡)⟩+ 𝛾𝑢2(𝑡)]𝑑𝑡.

Здесь управление 𝑢(𝑡) является скалярной функцией, параметры 𝛼, 𝛽,
𝛾 положительны, а матрицы 𝑃 и 𝑄(𝑡) симметричны.

В указанной выше серии работ В. А. Срочко получены условия на
параметры, которые выделяют выпуклые задачи оптимального управ-
ления или их конечномерные аналоги. В результате строятся выпуклые
оптимизационные задачи, которые обеспечивают возможность улучше-
ния управлений в исходных невыпуклых задачах.

Данный подход нашел достаточно неожиданное применение в мно-
гокритериальных задачах оптимального управления. Параметры в це-
левом функционале могут интерпретироваться как коэффициенты ли-
нейной свертки, порождающей парето-оптимальные решения. При этом
каждая из скалярных задач оптимального управления может являть-
ся невыпуклой, а линейная свертка приводит к линейно-выпуклой за-
даче, которую можно исследовать на глобальный минимум. В этом
направлении исследования еще продолжаются.
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