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Аннотация: В конце ХХ — начале ХХI в. в связи с открывшимися новыми возмож-
ностями приложений к актуальным задачам математики, механики, теории управ-
ления, физики и других наук, возникла необходимость в существенном расширении
класса рассматриваемых направляющих функций, впервые введенного в рассмотре-
ние М. А. Красносельским и А. И. Перовым. В частности, для дифференциальных
уравнений были введены классы направляющих функций на заданном множестве
и многолистных векторных направляющих функций, обобщенные в дальнейшем на
случай дифференциальных включений.
В работе наряду с классическим методом направляющих функций применяются
метод обобщенных направляющих функций на заданном множестве и метод много-
листных векторных направляющих функций к задаче о существовании ограничен-
ных решений в нелинейных объектах, описываемых дифференциальными включе-
ниями, правая часть которых имеет выпуклые компактные значения, удовлетворяет
верхним условиям Каратеодори и условию подлинейного роста.
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Abstract: At the end of the 20th — beginning of the 21st centuries, in connection
with the new opportunity of applications to current problems of mathematics, mechanics,
control theory, physics and other sciences, the need arose for a significant expansion of the
classes of guiding functions under consideration, first introduced by M. A. Krasnosel’skii
and A. I. Perov. In particular, for differential equations, a class of guiding functions on
a given set and a class of multivalent vector guiding functions were introduced, which
were later generalized to the case of differential inclusions. In this paper, along with the
classical method of guiding functions, the method of guiding functions on a given set
and the method of multivalent vector guiding functions are applied to the problem of the
existence of bounded solutions in nonlinear objects described by differential inclusions,
the right-hand side of which has convex compact values, satisfies the upper Caratheodory
conditions and the sublinear growth condition.
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1. Введение

В середине XX в. М. А. Красносельским и А. И. Перовым был пред-
ложен эффективный и геометрически наглядный способ решения за-
дачи о существовании периодических и ограниченных решений диф-
ференциальных уравнений на основе понятия направляющей функции
(см. [8]– [11], [22]).

В дальнейшем классический метод направляющих функций был раз-
вит в различных направлениях. Достаточно успешным оказалось его ис-
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пользование в решении периодической задачи для дифференциальных
включений (см. [2; 4; 14;17;25]).

Существенная модификация классического метода направляющих
функций потребовалась для его применения к исследованию более сло-
жных объектов, таких как функционально-дифференциальные урав-
нения (см. [16]) и включения (см. [5; 6; 25]), функционально-диффе-
ренциальные включения с каузальными операторами (см. [21]).

Заметим, что роль дифференциальных включений как математи-
ческого аппарата, описывающего нелинейные управляемые системы,
системы автоматического регулирования, системы с разрывными и им-
пульсными характеристиками и другие объекты современной инжене-
рии, механики, физики, хорошо известна (см., например, [1;2;13;15;17;
19;20]).

В настоящей работе исследуется задача о существовании ограни-
ченных решений дифференциальных включений. В качестве основного
инструмента используется понятие классической направляющей функ-
ции, а также его модификации — понятия направляющей функции
на заданном множестве (см. [4; 23; 24]) и многолистной направляющей
функции (см. [3; 12;27]).

2. Основные понятия и определения

В дальнейшем используются известные понятия и терминология из
анализа и теории многозначных отображений (мультиотображений)
(см., например, [2; 15;17;19]). Напомним некоторые из них.

Пусть (𝑋, 𝑑𝑋) и (𝑌, 𝑑𝑌 ) — метрические пространства. Символами
𝑃 (𝑌 ), 𝐶(𝑌 ), 𝐾(𝑌 ) обозначаются совокупности всех, соответственно,
непустых, замкнутых или компактных подмножеств пространства 𝑌.
Если 𝑌 — нормированное пространство, то символом 𝐾𝑣(𝑌 ) обознача-
ется совокупность всех непустых выпуклых компактных подмножеств
пространства 𝑌.

Определение 1. Мультиотображение 𝐹 : 𝑋 → 𝑃 (𝑌 ) называется
полунепрерывным сверху (пн. св.) в точке 𝑥0 ∈ 𝑋, если для любого
𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0 такое, что из того, что 𝑑𝑋(𝑥0, 𝑥) < 𝛿, следу-
ет, что 𝐹 (𝑥) ⊂ 𝑈𝜀(𝐹 (𝑥0)), где символ 𝑈𝜀 обозначает 𝜀-окрестность
множества.

Мультиотображение 𝐹 : 𝑋 → 𝑃 (𝑌 ) называется пн. св., если оно
пн. св. в каждой точке 𝑥 ∈ 𝑋.

Определение 2. Мультиотображение 𝐹 : 𝑋 → 𝑃 (𝑌 ) называется
замкнутым, если его график

Γ𝐹 = {(𝑥, 𝑦) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌, 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥)}
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есть замкнутое множество в пространстве 𝑋 × 𝑌.

Определение 3. Мультиотображение 𝐹 : 𝑋 → 𝑃 (𝑌 ) называется
компактным, если область значений 𝐹 (𝑋) =

⋃︀
𝑥∈𝑋 𝐹 (𝑥) относитель-

но компактна в 𝑌, т. е. 𝐹 (𝑋) компактно в 𝑌.

В дальнейшем пн. св. и компактное мультиотображение 𝐹 : 𝑋 →
𝑃 (𝑌 ) будем называть просто компактным.

Мультиотображение будем называть мультифункцией, если оно оп-
ределено на подмножестве числовой прямой.

Определение 4. Однозначное отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется
сечением мультиотображения 𝐹, если

𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 (𝑥) для каждого 𝑥 ∈ 𝑋.

Пусть 𝐼 — замкнутое подмножество R, снабженное мерой Лебега.

Определение 5. Мультифункция 𝐹 : 𝐼 → 𝐾(𝑌 ) называется изме-
римой, если для любого открытого подмножества 𝑊 ⊂ 𝑌 его прообраз

𝐹−1(𝑊 ) = {𝑡 ∈ 𝐼 : 𝐹 (𝑡) ⊂𝑊}

является измеримым подмножеством 𝐼.

Определение 6. Мультиотображение 𝐹 : 𝐼 × 𝑋 → 𝐾(𝑌 ) удовле-
творяет верхним условиям Каратеодори, если:

(𝑖) для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 мультифункция 𝐹 (·, 𝑥) : 𝐼 → 𝐾(𝑌 ) измери-
ма;
(𝑖𝑖) почти для каждого 𝑡 ∈ 𝐼 мультиотображение 𝐹 (𝑡, ·) : 𝑋 →
𝐾(𝑌 ) пн. св.

Определение 7. Мультиотображение 𝐹 : 𝐼×𝑋 → 𝐾(𝑌 ) удовлетво-
ряет условию подлинейного роста, если существует положительная
суммируемая по Лебегу на 𝐼 функция 𝛼(·), такая, что п. в. 𝑡 ∈ 𝐼

‖𝐹 (𝑡, 𝑥)‖ := max
𝑦∈𝐹 (𝑡,𝑥)

‖𝑦‖ ≤ 𝛼(𝑡)(1 + ‖𝑥‖).

3. Основные результаты

Приведем аналог леммы Красносельского (см. [10], Лемма 8.1).
Пусть мультиотображение 𝐹 : R×R𝑛 → 𝐾𝑣(R𝑛) удовлетворяет верх-

ним условиям Каратеодори и условию подлинейного роста на любом
множестве [𝑎; 𝑏]× R𝑛.

Рассмотрим дифференциальное включение следующего вида:

𝑥′(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ R. (3.1)
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Определение 8. Под решением включения (3.1) будем понимать аб-
солютно непрерывную функцию 𝑥(·), удовлетворяющую почти в каж-
дой точке включению (3.1).

Лемма 1. Пусть {𝑥𝑛} — последовательность решений дифференци-
ального включения (3.1) такая, что

(𝑖) каждое решение 𝑥𝑛(𝑡) определено на промежутке [−𝑡𝑛, 𝑡𝑛], при-
чем 𝑡𝑛 → ∞;

(𝑖𝑖) существует ограниченное множество Ω ⊂ R𝑛 такое, что
𝑥𝑛(𝑡) ∈ Ω, 𝑡 ∈ [−𝑡𝑛, 𝑡𝑛] для любого 𝑛 ∈ N.

Тогда дифференциальное включение (3.1) имеет по крайней мере од-
но решение 𝑥(𝑡), определенное для всех 𝑡 ∈ R и такое, что 𝑥(𝑡) ∈ Ω для
любого 𝑡 ∈ R.

Доказательство. Для некоторого 𝑝 > 0 рассмотрим последователь-
ность решений {𝑥𝑛(𝑡)}(𝑡𝑛 > 𝑝) только на промежутке [−𝑝, 𝑝]. Из усло-
вий, наложенных на 𝐹, вытекает, что эта последовательность решений
равномерно ограничена и равностепенно непрерывна. Следовательно,
по теореме Арцелла – Асколи, из нее можно выделить подпоследова-
тельность {𝑥(1)𝑛 (𝑡)}, равномерно сходящуюся на [−𝑝, 𝑝]. Из нее аналогич-
ным образом можно выделить подпоследовательность {𝑥(2)𝑛 (𝑡)}, которая
будет равномерно сходиться уже на промежутке [−2𝑝, 2𝑝]. Продолжая
этот процесс так далее, построим последовательность подпоследова-
тельностей {𝑥(𝑘)𝑛 (𝑡)} так, что каждая последовательность {𝑥(𝑘+1)

𝑛 (𝑡)}
является подпоследовательностью последовательности {𝑥(𝑘)𝑛 (𝑡)} и схо-
дится равномерно на промежутке [−(𝑘+1)𝑝, (𝑘+1)𝑝]. Тогда диагональ-
ная последовательность {𝑥(𝑛)𝑛 (𝑡)} будет сходиться к некоторой функции
𝑥*(𝑡), 𝑡 ∈ R, равномерно на каждом конечном промежутке. Ясно, что
𝑥*(𝑡) ∈ Ω для любого 𝑡 ∈ R.

Осталось показать только, что 𝑥*(𝑡), 𝑡 ∈ R, является решением диф-
ференциального включения (3.1). Рассмотрим произвольный конечный
промежуток [−𝑑, 𝑑] ⊂ R. Последовательность решений {𝑥(𝑛)𝑛 (𝑡)} на этом
промежутке имеет вид

𝑥(𝑛)𝑛 (𝑡) = 𝑥(𝑛)𝑛 (−𝑑) +
∫︁ 𝑡

−𝑑
𝑓𝑛(𝑠)𝑑𝑠, (3.2)

где 𝑓𝑛 ∈ P𝑑
𝐹 (𝑥

(𝑛)
𝑛 ), P𝑑

𝐹 : 𝐶([−𝑑, 𝑑];R𝑛) ( 𝐿1([−𝑑, 𝑑];R𝑛) — мультиопера-
тор суперпозиции, порожденный 𝐹 на промежутке [−𝑑, 𝑑] (см. [2]).

Таким образом,

𝑓𝑛(𝑠) ∈ 𝐹 (𝑠, 𝑥(𝑛)𝑛 (𝑠)), п. в. 𝑠 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Переходя к пределу в (3.2) при 𝑛→ ∞ из замкнутости интегрального
мультиоператора 𝑗 ∘ P𝑑

𝐹 , где 𝑗(𝑓)(𝑡) =
∫︀ 𝑡
−𝑑 𝑓(𝑠)𝑑𝑠 (см. [2], следствие
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1.5.34), получаем

𝑥*(𝑡) = 𝑥*(−𝑑) +
∫︁ 𝑡

−𝑑
𝑓*(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑],

где 𝑓* ∈ P𝑑
𝐹 (𝑥*), т.е.

𝑓*(𝑠) ∈ 𝐹 (𝑠, 𝑥*(𝑠)), п. в. 𝑠 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Таким образом, функция 𝑥*(𝑡) является решением дифференциально-
го включения (3.1) на промежутке [−𝑑, 𝑑] и утверждение вытекает из
произвольности этого промежутка.

Пусть 𝐵𝑟 ⊂ R𝑛 — замкнутый шар радиуса 𝑟 > 0 с центром в начале
координат; 𝑆 = 𝜕𝐵𝑟 — его граница. Следующее утверждение (см. [26],
Теорема 3.1) является обобщением теоремы Густафсона – Шмитта (см.
[18]).

Теорема 1. Пусть мультиотображение 𝐹 : [0, 𝑇 ] × 𝐵𝑟 → 𝐾𝑣(R𝑛)
является пн. св. и удовлетворяет следующему условию:

для каждого (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× 𝑆 найдется 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) такой, что

⟨𝑥, 𝑦⟩ ≤ 0.

Тогда включение (3.1) имеет решение 𝑥(·), удовлетворяющее усло-
вию периодичности 𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ) и такое, что

𝑥(𝑡) ∈ 𝐵𝑟, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть мультиотображение 𝐹 : R × R𝑛 → 𝐾𝑣(R𝑛) удо-
влетворяет верхним условиям Каратеодори и условию подлинейного
роста. Пусть выполнено условие:

(*) существует 𝑟 > 0 такое, что для любых 𝑡 ∈ R и 𝑥 ∈ R𝑛, ‖𝑥‖ = 𝑟,
найдется 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) такой, что

⟨𝑥, 𝑦⟩ ≤ 0.

Тогда дифференциальное включение

𝑥′(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) (3.3)

имеет решение 𝑥* : R → R𝑛 такое, что

𝑥*(𝑡) ∈ 𝐵𝑟 для любого 𝑡 ∈ R,

где 𝐵𝑟 = {𝑥 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑟}.
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Доказательство. (i) Рассмотрим сначала случай, когда 𝐹 : R × R𝑛 →
𝐾𝑣(R𝑛) — пн. св. мультиотображение. Согласно Теореме 1 для любого
конечного промежутка [−𝑑, 𝑑] дифференциальное включение (3.3) име-
ет решение 𝑥𝑑 : [−𝑑.𝑑] → R𝑛 такое, что 𝑥𝑑(−𝑑) = 𝑥𝑑(𝑑) и 𝑥𝑑(𝑡) ∈ 𝐵𝑟 для
любого 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑]. Осталось применить Лемму 1.

(ii) Перейдем теперь к рассмотрению общего случая. Так как муль-
тиотображение 𝐹 удовлетворяет верхним условиям Каратеодори, то
(см., например, [15]) для каждого 𝜀𝑚 > 0 существует мультиотобра-
жение 𝐹𝜀𝑚 : R × R𝑛 → 𝐾𝑣(R𝑛) такое, что: (а) 𝐹𝜀𝑚(𝑡, 𝑧) ⊂ 𝐹 (𝑡, 𝑥) п. в.
(𝑡, 𝑥) ∈ R × R𝑛;

(б) существует замкнутое подмножество 𝐽𝜀𝑚 промежутка 𝐽 = [−𝑑, 𝑑]
такое, что 𝜇(𝐽∖𝐽𝜀𝑚) ≤ 𝜀𝑚 (где 𝜇 — мера Лебега) и мультиотображение
𝐹𝜀𝑚 |𝐽𝜀𝑚×R𝑛 пн. св.;

(в) если 𝑢,𝑤 : 𝐽 → R𝑛 измеримы и 𝑤(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡)) п. в. 𝑡 ∈ 𝐽, то
𝑤(𝑡) ∈ 𝐹𝜀𝑚(𝑡, 𝑢(𝑡)) п. в. 𝑡 ∈ 𝐽.

Пусть 𝑃𝑚 : 𝐽 → 𝐽𝜀𝑚 — метрическая проекция и̃︀𝐹𝜀𝑚(𝑡, 𝑥) = 𝑐𝑜𝐹𝜀𝑚(𝑃𝑚(𝑡), 𝑥) п. в. (𝑡, 𝑥) ∈ R × R𝑛.

Так как метрическая проекция пн. св., то мультиотображение ̃︀𝐹𝜀𝑚 так-
же пн. св. (см., например, [19]).

Нетрудно видеть, что для дифференциальных включений

𝑥′(𝑡) ∈ ̃︀𝐹𝜀𝑚(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑚 = 1, 2, ...

выполнено условие (*) и, следовательно, каждое из них имеет решение̃︀𝑥𝑚𝑑 : [−𝑑.𝑑] → R𝑛 такое, что ̃︀𝑥𝑚𝑑 (−𝑑) = ̃︀𝑥𝑚𝑑 (𝑑) и ̃︀𝑥𝑚𝑑 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟 для любого
𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Устремляя 𝜀𝑚 к нулю, мы получаем искомое решение исходного диф-
ференциального включения (3.1) как предельную точку последователь-
ности ̃︀𝑥𝑚𝑑 (·). Осталось применить Лемму 1.

3.1. Случай классической направляющей функции

Рассмотрим дифференциальное включение следующего вида:

𝑥′(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) п. в. 𝑡 ∈ R, (3.4)

в предположении, что мультиотображение 𝐹 : R × R𝑛 → 𝐾𝑣(R𝑛) удо-
влетворяет верхним условиям Каратеодори, условию 𝑇 -периодичности
(𝑇 > 0) по первому аргументу и локальному условию подлинейного
роста.

Определение 9. Непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 : R𝑛 → R
называется строгой направляющей функцией для дифференциального
включения (3.4), если

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 (𝑥), 𝑦⟩ > 0
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для всех 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 и ‖𝑥‖ ≥ 𝑟𝑉 для некоторого 𝑟𝑉 > 0.

Определение 10. Непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 : R𝑛 →
R называется невырожденным потенциалом, если найдется 𝑟𝑉 > 0
такое, что

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 (𝑥) =
{︁𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥2
, ...,

𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑛

}︁
̸= 0

для всех 𝑥 ∈ R𝑛, ‖𝑥‖ ≥ 𝑟𝑉 .

Определение 11. Невырожденный потенциал 𝑉 называется обобще-
нной направляющей функцией для дифференциального включения (3.4),
если

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑉 (𝑥), 𝑦⟩ ≥ 0

хотя бы для одного 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 и ‖𝑥‖ ≥ 𝑟𝑉 .

Пусть непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 : R𝑛 → R удовле-
творяет условию коэрцитивности

lim
‖𝑥‖→∞

|𝑉 (𝑥)| = ∞. (3.5)

Следующее утверждение является примером применения классиче-
ской направляющей функции в задаче о существовании периодических
решений дифференциальных включений.

Теорема 3. (см., например, [2]). Если для дифференциального вклю-
чения (3.4) можно указать строгую направляющую функцию, удовле-
творяющую условию коэрцитивности (3.5), то включение (3.4) имеет
по крайней мере одно 𝑇 -периодическое решение.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть мультиотображение 𝐹 : R×R𝑛 → 𝐾𝑣(R𝑛) удовле-
творяет верхним условиям Каратеодори и локальному условию подли-
нейного роста.

Пусть для дифференциального включения

𝑥′(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) п. в. 𝑡 ∈ R (3.6)

непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 : R𝑛 → R, удовлетворяющая
условию коэрцитивности (3.5), является обобщенной направляющей
функцией, т. е. найдется 𝑟0 > 0 такое, что

для любых 𝑡 ∈ R, ‖𝑥‖ ≥ 𝑟0 найдется 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) такой, что

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥), 𝑦⟩ ≥ 0. (3.7)

Тогда дифференциальное включение (3.6) имеет ограниченное реше-
ние.

Известия Иркутского государственного университета.
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Доказательство. (i) Рассмотрим сначала случай, когда соотношение
(3.7) выполнено для всех 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥) и в строгой форме.

Из условия (3.5) вытекает, что либо

lim
‖𝑥‖→∞

𝑉 (𝑥) = +∞, (3.8)

либо
lim

‖𝑥‖→∞
𝑉 (𝑥) = −∞. (3.9)

Рассмотрим случай (3.8). Пусть

𝑀 = max
‖𝑥‖≤𝑟0

𝑉 (𝑥).

Тогда из (3.8) следует, что найдется 𝑟1 > 𝑟0 такое, что

𝑉 (𝑥) > 𝑀 для любого 𝑥, ‖𝑥‖ ≥ 𝑟1. (3.10)

Из Теоремы 3 вытекает, что на любом ограниченном промежутке
[−𝑑, 𝑑] дифференциальное включение (3.6) имеет решение 𝑥(·) такое,
что 𝑥(−𝑑) = 𝑥(𝑑).

Покажем, что это решение удовлетворяет оценке

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑟1, 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].

В предположении противного найдется точка 𝑡1 ∈ [−𝑑, 𝑑] такая, что
‖𝑥(𝑡1)‖ > 𝑟1, но тогда, согласно (3.10), имеем

𝑉 (𝑥(𝑡1)) > 𝑀. (3.11)

Рассмотрим функцию 𝑣(𝑡) = 𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑]. Пусть 𝑣(𝑡*) = 𝑉 =
max

−𝑑≤𝑡≤𝑑
𝑣(𝑡). Тогда из (3.11) следует, что 𝑉 > 𝑀.

Это означает, что ‖𝑥(𝑡*)‖ > 𝑟0. Рассмотрим окрестность 𝑈(𝑡*) ⊂
[−𝑑, 𝑑] точки 𝑡* столь малую, что ‖𝑥(𝑡′)‖ > 𝑟0 для любого 𝑡′ ∈ 𝑈(𝑡*).
Пусть точка 𝑡 ∈ 𝑈(𝑡*) такова, что в ней выполнено включение (3.6).
Тогда

𝑣′(𝑡) = ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑥′(𝑡)⟩ > 0.

Таким образом, окрестность 𝑈(𝑡*) почти вся состоит из точек, в кото-
рых производная 𝑣′(𝑡) абсолютно непрерывной функции 𝑣(𝑡) положи-
тельна. Это означает, что функция 𝑣(𝑡) в этой окрестности возрастает, а
следовательно, 𝑡* = 𝑑. Но 𝑣(−𝑑) = 𝑣(𝑑), что приводит к противоречию.

Случай (3.9) рассматривается аналогично.
(ii) Случай, когда (3.7) выполнено лишь для некоторых 𝑦, рассмат-

ривается переходом к 𝐹𝐵(𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡, 𝑥)∩𝐵(𝑥), где мультиотображение
𝐵 : R𝑛 → 𝑃 (R𝑛) определено следующим образом:

𝐵(𝑥) =
{︀
𝑦 ∈ R𝑛 : 𝛾(𝑥)

⟨︀
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥), 𝑦

⟩︀
≥ 0
}︀
,
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где

𝛾(𝑥) =

{︂
0, если ‖𝑥‖ < 𝑟0,
1, если ‖𝑥‖ ≥ 𝑟0.

Тогда для вспомогательного дифференциального включения

𝑥′(𝑡) ∈ ̃︀𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝐹𝐵(𝑡, 𝑥) + 𝜀𝑌𝑉 (𝑥), (3.12)

где 𝜀 > 0, а отображение 𝑌𝑉 : R𝑛 → R𝑛 задано как

𝑌𝑉 (𝑥) =

{︃
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥), если ‖𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥)‖ ≤ 1,
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥)

‖𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥)‖ , если ‖𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥)‖ > 1,

соотношение (3.7) будет выполнено уже для всех 𝑦 ∈ ̃︀𝐹 (𝑡, 𝑥) и в строгой
форме.

Из Теоремы 3 вытекает, что на любом ограниченном промежутке
[−𝑑, 𝑑] дифференциальное включение (3.12) имеет решение 𝑥(·) такое,
что 𝑥(−𝑑) = 𝑥(𝑑) и ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑟1, 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Тогда, переходя к пределу при 𝜀 → 0, получаем, что исходное диф-
ференциальное включение (3.6) на каждом ограниченном промежут-
ке [−𝑑, 𝑑] также будет иметь решение 𝑥(·) такое, что 𝑥(−𝑑) = 𝑥(𝑑) и
‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝑟1, 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Утверждение теперь следует из Леммы 1.

3.2. Случай направляющей функции на заданном
множестве

Пусть 𝐺 ⊂ R𝑛 — непустое множество, 𝐶𝑇 — пространство непрерыв-
ных 𝑇 -периодических функций 𝑥 : R → R𝑛 с нормой ‖𝑥‖𝐶 = sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥(𝑡)‖

и
Γ(𝐺) := {𝑥 ∈ 𝐶𝑇 : 𝑥(𝑡) ∈ 𝐺 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}.

Для функции 𝑉 : R𝑛 → R, 𝑀 ⊂ R и для любого 𝑟 ∈ R пусть

𝑉 −1(𝑀) := {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑥) ∈𝑀}, 𝒱𝑟 := {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑥) > 𝑟}.

Определение 12. Невырожденный потенциал 𝑉 : 𝐺→ R называет-
ся обобщенной направляющей функцией на множестве 𝐺 для включе-
ния (3.4), если для всех 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ R выполнено условие

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑥), 𝑦⟩ ≥ 0 хотя бы для некоторого 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥).

Справедливо следующее утверждение (см. [7]).

Теорема 5. Пусть 𝑉 : R𝑛 → R — такая непрерывно дифференцируе-
мая функция, что выполнены следующие условия:

Известия Иркутского государственного университета.
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(i) 𝒱0 является непустым, открытым и ограниченным множе-
ством;

(ii) 𝑉 является обобщенной направляющей функцией для включе-
ния (3.4) на множестве 𝑉 −1(0);

(iii) deg(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉, 𝒱0) ̸= 0.
Тогда дифференциальное включение (3.4) имеет 𝑇 -периодическое ре-

шение 𝑥(·) ∈ Γ(𝒱0).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть 𝑉 : R𝑛 → R — такая непрерывно дифференцируе-
мая функция, что выполнены следующие условия:

(i) 𝒱0 является непустым, открытым и ограниченным множе-
ством;

(ii) 𝑉 является обобщенной направляющей функцией для включе-
ния (3.6) на множестве 𝑉 −1(0);

(iii) deg(𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉, 𝒱0) ̸= 0.
Тогда дифференциальное включение (3.6) обладает решением 𝑥 : R →
R𝑛 таким, что 𝑥(𝑡) ∈ 𝒱0, 𝑡 ∈ R.

Доказательство. Согласно Теореме 5 на каждом ограниченном проме-
жутке [−𝑑, 𝑑] дифференциальное включение (3.6) обладает решением
𝑥𝑑(·) таким, что 𝑥𝑑(−𝑑) = 𝑥𝑑(𝑑) и 𝑥𝑑(𝑡) ∈ 𝒱0, 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].

Утверждение теперь следует из Леммы 1.

3.3. Случай многолистной направляющей функции

Пусть в пространстве R𝑛(𝑛 > 2) выделена двумерная плоскость R2

и дополнительное к ней подпространство R𝑛−2. Пусть 𝑞 — оператор
проектирования на плоскость R2 вдоль подпространства R𝑛−2, а 𝑝 =
𝐼 − 𝑞. Ниже элементы R2 обозначаются через 𝜉, элементы R𝑛−2 — через
𝜁. Пусть 𝜙, 𝜌 — полярные координаты в R2.

Рассмотрим многолистную риманову поверхность

Π = {(𝜙, 𝜌) : 𝜙 ∈ (−∞,∞), 𝜌 ∈ (0,∞)} .

Пусть на Π задана скалярная непрерывно дифференцируемая функция
𝑊 (𝜙, 𝜌), для которой

𝜕𝑊 (𝜙, 𝜌)

𝜕𝜙
> 0, (𝜙, 𝜌) ∈ Π, (3.13)

𝑊 (𝜙+ 2𝜋, 𝜌) =𝑊 (𝜙, 𝜌) + 2𝜋, (𝜙, 𝜌) ∈ Π. (3.14)
На подпространстве R𝑛−2 пусть задана скалярная непрерывно диф-

ференцируемая функция 𝑉 (𝜁), удовлетворяющая условию коэрцитив-
ности

lim
‖𝜁‖→∞

𝑉 (𝜁) = +∞. (3.15)
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Для 0 ≤ 𝜌1 < 𝜌2 и 𝜗 > 𝜗0 = min𝑉 (𝜁) выделим область

Ω (𝜗, 𝜌1, 𝜌2) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑝𝑥) < 𝜗, 𝜌1 < ‖𝑞𝑥‖ < 𝜌2} .

Будем предполагать, что на [0, 𝑇 ] заданы непрерывные функции 𝛼(·),
𝛽(·) такие, что для некоторого 𝜀 > 0 и для п. в. 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

sup
𝑥∈Ω(𝜗,𝜌1,𝜌2)

sup
𝑦∈𝐹 (𝑡,𝑥)

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊 (𝑞𝑥), 𝑞𝑦⟩ ≤ 𝛼(𝑡)− 𝜀, (3.16)

inf
𝑥∈Ω(𝜗,𝜌1,𝜌2)

inf
𝑦∈𝐹 (𝑡,𝑥)

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊 (𝑞𝑥), 𝑞𝑦⟩ ≥ 𝛽(𝑡) + 𝜀, (3.17)

причем

2𝜋(𝑁 − 1) + 𝜀 ≤
𝑇∫︁
0

𝛼(𝜏)𝑑𝜏,

𝑇∫︁
0

𝛽(𝜏)𝑑𝜏 ≤ 2𝜋𝑁 − 𝜀, (3.18)

где 𝑁 — целое число.
Пусть

𝐺 (𝜗, 𝜌0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑝𝑥) < 𝜗, ‖𝑞𝑥‖ < 𝜌0} .

Определение 13. Непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 (𝜁) на-
зывается невырожденным потенциалом, если выполнено соотношение

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝜁) ̸= 0 для всех 𝜁 ∈ R𝑛−2 : 𝑉 (𝜁) ≥ 𝜗.

Определение 14. Пару функций {𝑉 (𝜁), 𝑊 (𝜙, 𝜌)} , обладающих свой-
ствами (3.13)–(3.18), назовем обобщенной многолистной направляю-
щей функцией для включения (3.4) относительно области Ω (𝜗, 𝜌1, 𝜌2) ,
если функция 𝑉 (𝜁) является невырожденным потенциалом и выпол-
нены следующие условия:

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

sup
𝑦∈𝐹 (𝑡,𝑥)

|⟨𝑞𝑦, 𝑞𝑥⟩|
‖𝑞𝑥‖

≤ 𝜌2 − 𝜌1
2𝑇

− 𝜀, 𝑥 ∈ Ω(𝜗, 𝜌1, 𝜌2),

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 (𝑝𝑥), 𝑝𝑦⟩ ≤ 0 хотя бы для одного 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥),

где 𝑉 (𝑝𝑥) ≥ 𝜗, ‖𝑞𝑥‖ ≤ 𝜌2.

Справедливо следующее утверждение (см. [3]).

Теорема 7. Пусть для дифференциального включения (3.4) можно
указать обобщенную МНФ относительно области Ω (𝜗, 𝜌1, 𝜌2) . Тогда
включение (3.4) имеет по крайней мере одно 𝑇 -периодическое решение
𝑥*(·) такое, что 𝑥*(𝑡) ∈ 𝐺 (𝜗, 𝜌0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 8. Пусть для дифференциального включения (3.6) можно
указать обобщенную МНФ относительно области Ω (𝜗, 𝜌1, 𝜌2) . Тогда
дифференциальное включение (3.6) обладает решением 𝑥 : R → R𝑛

таким, что 𝑥(𝑡) ∈ 𝐺 (𝜗, 𝜌0), 𝑡 ∈ R.

Доказательство. Согласно Теореме 7 на каждом ограниченном про-
межутке [−𝑑, 𝑑] дифференциальное включение (3.6) обладает решени-
ем 𝑥𝑑(·) таким, что 𝑥𝑑(−𝑑) = 𝑥𝑑(𝑑) и 𝑥𝑑(𝑡) ∈ 𝐺 (𝜗, 𝜌0), 𝑡 ∈ [−𝑑, 𝑑].
Утверждение теперь следует из Леммы 1.

Авторы выражают признательность рецензенту за внимание к рабо-
те и ценные замечания.
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