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Аннотация: Навигация по наблюдениям текущего видеоизображения является
одним из наиболее перспективных средств управления беспилотными аппаратами в
условиях ограниченного доступа к сигналам спутниковых систем глобального пози-
ционирования. В режиме автономного движения простое добавление видеокамеры
при отсутствии средств распознавания и интерпретации к системе инерциальной
навигации не дает значимого эффекта. Поэтому извлечение навигационной инфор-
мации из последовательности изображений играет ключевую роль. Важной харак-
теристикой наблюдаемых изображений является эволюция порождаемого инфор-
мационного потока, обработка которого позволяет оценить абсолютные линейные и
угловые скорости аппарата, что является значительным расширением возможностей
системы управления.
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Abstract: Navigation by observations of current video images is one of the most promis-
ing means for control of unmanned vehicles in conditions of limited access to signals from
global positioning satellite systems. In the autonomous motion mode, simply adding
a video camera in the absence of recognition and interpretation tools to the inertial
navigation system does not provide a significant effect. Therefore, extracting navigation
information from a sequence of images plays a key role. An important characteristic of
the observed images is the evolution of the generated information flow, the processing
of which allows us to estimate the absolute linear and angular velocities of the device,
which is a significant expansion of the capabilities of the control system.
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1. Введение

В последние годы количество областей человеческой деятельности, в
которых используются беспилотные аппараты (БА) неуклонно возрас-
тает. При выполнении миссий БА необходимо решать задачи навигации.
Размерность набора данных, необходимого для навигации, превосхо-
дит размерность позиций наблюдаемых объектов, которые выражаются
двумерными векторами в фокальной плоскости камеры. По изображе-
ниям, получаемым с камеры, можно определить только углы пеленга
наблюдаемых объектов, но не расстояние до них. Отсюда возникает и
вторая проблема: извлечение навигационных параметров из эволюции
изображений, регистрируемых при движении.

Статья состоит из введения, трех разделов и заключения. Во втором
разделе описаны методы оценивания параметров движения на осно-
ве видеопоследовательности. Третий раздел посвящен использованию
«акустического потока» для навигации АНПА, который представляет
собой эволюцию карт измеренных дальностей от АНПА до дна водоема,
интерпретируемых как акустические изображения. В четвертом разде-
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ле обсуждаются примеры применения описанных методов1. Общий итог
подводится в заключении.

2. Использование оптического потока для навигации БПЛА

Современные системы передачи данных позволяют передавать изоб-
ражение с бортовой камеры наземному оператору для дистанционного
управления БПЛА в реальном времени. При этом камера должна фор-
мировать изображение, комфортное для оператора. Автономный полет
выдвигает другие требования к бортовой камере, поскольку данные
от оптической системы поступают в бортовую систему управления и
возникает так называемое техническое зрение, которое иногда ближе
к зрению насекомых и птиц [18]. Проблема компенсации сдвига изоб-
ражения известна давно. Она особенно важна в авиационных и косми-
ческих системах наблюдения, поскольку некомпенсированное движение
изображения приводит к ухудшению качества изображения [4;5]. В тех-
нических системах может использоваться так называемый оптический
поток (ОП), который представляет собой совокупность векторов сме-
щений изображения и в неявном виде содержит в себе информацию о
движении камеры.

2.1. Математические основы расчета оптического потока

Предполагается, что БПЛА летит над плоской поверхностью со ста-
ционарным распределением освещенности. На борту имеется жестко
связанная с аппаратом камера, ориентированная в надир.

Рис. 1. Модель камеры-обскуры

1 Материалы данной статьи частично были использованы при подготовке докла-
да [3]
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Построение системы координат описано в работах [2;15–17]. Так как
центр системы координат находится в главной точке объектива (рис.
1), то точка изображения 𝑃 ′ имеет координаты (𝜉, 𝜂,−𝐹 ), где 𝐹 — фо-
кусное расстояние. Аналитический вид координат точки поверхности
земли 𝑃 можно записать, используя модель камеры-обскуры как коор-
динаты точки пересечения с плоскостью 𝑧 = 0 оптического луча, прохо-
дящего через главную точку объектива и точку изображения 𝑃 ′ . Тогда
для локальных скоростей смещения 𝑉𝜉, 𝑉𝜂 в точке (𝜉, 𝜂), находящейся в
плоскости изображения, имеются следующие соотношения [10;17]:
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, (2.1)

где (𝑥, 𝑦) — координаты точки на поверхности Земли, оптически сопря-
женной с точкой изображения (𝜉, 𝜂), а зависимость от времени соответ-
ствует движению БПЛА и изменению его ориентации в пространстве.

Используя последовательность изображений во время движения ка-
меры, можно получить уравнение, определяющее ОП. Из (2.1) следует,
что скорости ОП можно выразить [10] в виде линейной функции от
𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧, 𝜔𝑝, 𝜔𝑦, 𝜔𝑟, которая в матричном виде записывается как

(𝑉𝜉, 𝑉𝜂)
T = 𝐷1(𝜉, 𝜂, 𝜆(𝑡), 𝑡)(𝑉𝑥, 𝑉𝑦)

T +𝐷2(𝜉, 𝜂, 𝜆(𝑡), 𝑡)
−→𝜔 T+

+𝐷3(𝜉, 𝜂, 𝜆(𝑡), 𝑡)𝑉𝑧,
(2.2)

где (·)T — символ транспонирования; 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧 — линейные скорости
БПЛА; −→𝜔 = (𝜔𝑝, 𝜔𝑦, 𝜔𝑟)

T — соответствующие угловые скорости. В обо-
значение 𝜆(𝑡) объединен набор параметров съемки, например фокус-
ное расстояние камеры, углы наклона оптической оси камеры, высота
полета. Матрицы 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 в каждый момент времени 𝑡 зависят от
текущего положения БПЛА в пространстве, от координат центра пик-
селя (𝜉, 𝜂) и от значения набора параметров 𝜆 [16; 17], которые могут
оцениваться как на основе ОП, так и на основе измерений инерциальной
навигационной системы (ИНС) или с использованием обоих способов
одновременно.

Для небольших смещений имеет место хорошо известная формула
оптического потока [9]:

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+
𝜕𝐼

𝜕𝜉
𝑉𝜉(𝑡) +

𝜕𝐼

𝜕𝜂
𝑉𝜂(𝑡) = 0, (2.3)

где 𝐼(𝜉, 𝜂, 𝑡) — интенсивность сигнала.
Записав уравнения (2.2) для центра каждого пикселя (𝜉, 𝜂), получа-

ем переопределенную систему линейных уравнений, рассчитанную по
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видеопоследовательности с помощью произвольного алгоритма, связы-
вающую измеренный ОП с неизвестными линейной и угловой скоро-
стями транспортного средства, решение которой дает нам оценку как
линейных, так и угловых скоростей аппарата.

Замечание 1. В большинстве существующих подходов к использова-
нию ОП применяются очень простые соотношения только для центра
изображения и не учитывается зависимость ОП от координат пиксе-
ля в фокальной плоскости. Подход, развиваемый авторами, основан
на использовании большого количества измерений. Это, в свою оче-
редь, увеличивает количество точек измерения ОП и, следовательно,
точность оценки элементов движения БПЛА.

Замечание 2. Алгоритм для получения оценки ОП может быть лю-
бым и его выбор может быть продиктован конкретной прикладной за-
дачей. Наиболее известные алгоритмы — Лукаса-Канаде [11] и Фарнбе-
ка [8]. Обсуждение выбора алгоритма получения оценки ОП выходит
за рамки данной статьи.

2.2. Оценка параметров движения БПЛА с использованием
оптического потока и фильтра Калмана

В работах [15; 17] показана возможность оценки линейной и угло-
вой скоростей на основе искусственно созданного изображения. В [16]
использовались кадры реального ландшафта, снятые бортовой моно-
кулярной камерой, с измерениями начальной высоты, полученными с
помощью барометрического высотомера. По этим реальным изображе-
ниям и телеметрии оценивались линейная и угловая скорости, которые
затем сравнивались с показаниями ИНС.

Полный вектор оцениваемых параметров состоит из трех коорди-
нат, трех линейных скоростей, трех углов (тангаж, крен и рыскание
соответственно) и трех угловых скоростей:

S(𝑡𝑖) = {𝑥(𝑡𝑖), 𝑦(𝑡𝑖), 𝑧(𝑡𝑖), 𝑉𝑥(𝑡𝑖), 𝑉𝑦(𝑡𝑖), 𝑉𝑧(𝑡𝑖),
𝛼𝑝(𝑡𝑖), 𝛼𝑟(𝑡𝑖), 𝛼𝑦(𝑡𝑖), 𝜔𝑝(𝑡𝑖), 𝜔𝑟(𝑡𝑖), 𝜔𝑦(𝑡𝑖)}.

Каждая координата и соответствующие ей скорость и ускорение свя-
заны кинематически. Считаем, что значения всех ускорений поступают
из ИНС. Измерениями являются линейные и угловые скорости, полу-
ченные из ОП. Для нахождения оценки вектора S(𝑡𝑖) строится стан-
дартный дискретный фильтр Калмана [6]. Построение производится
покоординатно.

Продемонстрируем построение уравнений для фильтра на примере
угла рыскания 𝛼𝑦. Ему соответствует угловая скорость 𝜔𝑦(𝑡𝑖) и угло-
вое ускорение 𝑎𝑦(𝑡𝑖). Для угла рыскания, угловой скорости рыскания и
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углового ускорения по рысканию выполняются соотношения:

𝑎𝑦(𝑡𝑖) = 𝑎𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜔𝑦(𝑡𝑖−1)Δ𝑡+ 𝑎𝑦(𝑡𝑖−1)
Δ𝑡2

2
,

𝜔𝑦(𝑡𝑖) = 𝜔𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝑎𝑦(𝑡𝑖−1)Δ𝑡+𝑊𝑦(𝑡𝑖),

где 𝑊𝑦(𝑡𝑖) — белый шум с дисперсией 𝜎2𝑦 .
Измерение угловой скорости рыскания с помощью ОП имеет следу-

ющий вид:

𝑚𝑦(𝑡𝑖) = 𝜔𝑦(𝑡𝑖) +𝑊𝜔𝑦(𝑡𝑖),

где 𝑊𝜔𝑦(𝑡𝑖) — белый шум в измерениях угловой скорости при исполь-
зовании ОП с дисперсией 𝜎2𝜔𝑦 .

Тогда для компонент 𝛼̂𝑦 и 𝜔̂𝑦 фильтр имеет следующий вид:

𝛼̂𝑦(𝑡𝑖) = 𝛼̂𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜔̂𝑦(𝑡𝑖−1)Δ𝑡+ 𝑎𝑦(𝑡𝑖−1)
Δ𝑡2

2
,

𝜔̂𝑦(𝑡𝑖) = 𝐾𝜔𝑦(𝑡𝑖)𝑚𝑦(𝑡𝑖) + (1−𝐾𝜔𝑦(𝑡𝑖))(𝜔̂𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝑎𝑦(𝑡𝑖−1)Δ𝑡),

𝐾𝜔𝑦(𝑡𝑖) =
𝑃𝜔𝑦𝜔𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜎2𝑦

𝑃𝜔𝑦𝜔𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜎2𝑦 + 𝜎2𝜔𝑦
,

𝑃𝜔𝑦𝜔𝑦(𝑡𝑖) =
𝜎2𝜔𝑦(𝑃

𝜔𝑦𝜔𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜎2𝑦)

𝑃𝜔𝑦𝜔𝑦(𝑡𝑖−1) + 𝜎2𝑦 + 𝜎2𝜔𝑦
.

Естественно предположить, что все шумы некоррелированы. Тогда
ковариационная матрица для 6-мерного вектора, составленного из ли-
нейных и угловых скоростей, является диагональной. Учитывая ли-
нейный характер кинематических связей координат с соответствующи-
ми линейными скоростями и углов с угловыми скоростями, несложно
построить ковариационную матрицу размера 12 × 12 для полного 12-
мерного вектора S(𝑡𝑖) и матрицу взаимной ковариации размера 12 × 6
полного вектора и вектора измерений. В связи с громоздкостью формул
матрицы не приводятся.

Таким образом, формируется оценка полного вектора параметров
движения S(·). Линейные и угловые скорости измеряются посредством
ОП методами, изложенными выше, для каждого пикселя в каждом кад-
ре, что порождает согласно (2.2) переопределенную систему линейных
уравнений, решение которой дает искомую оценку. Примеры фильтров
Калмана с использованием ОП можно найти, например, в [2; 16].
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3. Использование «акустического потока» для навигации
АНПА

Автономные необитаемые подводные аппараты (АНПА) являются
мощным инструментом для исследования и разведки ресурсов океана,
они могут быть использованы в самых разных океанографических, про-
мышленных и оборонных приложениях. Проблемы навигации АНПА и
современные подходы к их решению изложены в обзорной статье [13].

Использование современных многолучевых сонаров позволяет по-
лучить акустические изображения морского дна и окружающего про-
странства. Эту информацию можно использовать и для навигации [19;
20]. Сонары могут быть использованы для определения собственного
положения АНПА по аналогии с БПЛА при сравнении регистрируемого
рельефа дна с загруженной картой [20].

Сложность в том, что распределение рельефа обычно неизвестно, по-
этому на первом этапе необходимо определить характеристики рельефа,
его уклон. После этого можно определить смещение АНПА по эволюции
измеренного профиля от кадра к кадру. Карту измеренных дальностей
от АНПА до дна водоема можно интерпретировать как акустическое
изображение. Здесь по аналогии с ОП, связывающим движение БПЛА
и скорость смещения изображения в фокальной плоскости, необходимо
найти соотношения, позволяющие извлечь скорость движения АНПА
из последовательности акустических изображений, по которой можно
вычислять акустический поток [7].

Эти соотношения определяются в форме, связывающей скорость из-
менения измеренной дальности рельефа со скоростями и ориентаци-
ей АНПА. Возможность проведения измерений в широком диапазоне
углов дает систему уравнений, дающую связи измеренных скоростей
смещения рельефа дальности со скоростями движения АНПА.

3.1. Описание 3D-измерений, проводимых АНПА

Рассмотрим следующую модель 3D-движения АНПА под водой. Эхо-
локатор АНПА генерирует набор измерений 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)) в мо-
мент времени 𝑡𝑗 , где (𝜑𝑖, 𝜃𝑘) — направление (𝑖, 𝑘)-го акустического луча,
направленного для измерения расстояния до дна (рис. 2).

Пусть движение АНПА задается вектором

X(𝑡𝑗) =

⎛⎝ 𝑋(𝑡𝑗)
𝑌 (𝑡𝑗)
𝑍(𝑡𝑗)

⎞⎠ .
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Вектор ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘) задает направление (𝑖, 𝑘)-го акустического пучка:

ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘) =

⎛⎝ 𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)
𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)
𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)

⎞⎠ =

⎛⎝ sin𝜑𝑖 cos 𝜃𝑘
sin𝜑𝑖 sin 𝜃𝑘
− cos𝜑𝑖

⎞⎠ .

В момент времени 𝑡𝑗 положение АНПА есть X(𝑡𝑗), поэтому сигнал
сонара в направлении ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘) достигает дна в точке⎛⎝ 𝑥(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))

𝑦(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))
𝑧(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))

⎞⎠=

⎛⎝ 𝑋(𝑡𝑗)
𝑌 (𝑡𝑗)
𝑍(𝑡𝑗)

⎞⎠+ 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))

⎛⎝ 𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)
𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)
𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)

⎞⎠ .

Рис. 2. Пересечение акустическим лучом 𝐿(X(𝑡𝑗)ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)) поверхности дна в мо-
мент времени 𝑡𝑗 .

Предполагая профиль глубины неизвестным, но задаваемым некото-
рой гладкой функцией ℎ = ℎ(𝑥, 𝑦), можно записать:

𝑍(𝑡𝑗) + 𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)) =
= ℎ

[︀
𝑋(𝑡𝑗) + 𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)),
𝑌 (𝑡𝑗) + 𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))

]︀
.

(3.1)

Дифференцируя это уравнение по 𝑡 получаем:

𝑑𝑍

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑧

𝑑𝐿

𝑑𝑡
=
𝜕ℎ

𝜕𝑥

(︂
𝑑𝑋

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑥

𝑑𝐿

𝑑𝑡

)︂
+
𝜕ℎ

𝜕𝑦

(︂
𝑑𝑌

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑦

𝑑𝐿

𝑑𝑡

)︂
. (3.2)

Это уравнение описывает связь скоростей аппарата с производными
измеренной дальности для каждого из акустических излучателей. Дан-
ное уравнение является основным, и хотя только из этого скалярного
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уравнения определить значения производных невозможно, но можно
применить подход, сходный с применяемым к ОП. Действительно, для
каждого из излучателей скорости движения аппарата одинаковы, по-
этому, используя всю совокупность измерений, мы получаем переопре-
деленную систему линейных алгебраических уравнений относительно
неизвестных скоростей.

3.2. Оценивание скорости АНПА по «акустическому
потоку»

В уравнении (3.2) величины
𝑑𝑋

𝑑𝑡
,
𝑑𝑌

𝑑𝑡
,
𝑑𝑍

𝑑𝑡
задают скорости АНПА

по осям 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно. Отметим, что пока еще не определены
производные профиля дна, нахождение которых является необходимым
для оценки скоростей аппарата.

Как следует из (3.2), необходимо найти
𝑑𝐿

𝑑𝑡
,
𝜕ℎ

𝜕𝑥
,:
𝜕ℎ

𝜕𝑦
. Приведем опи-

сание алгоритма для их нахождения.

1) Производная
𝑑𝐿

𝑑𝑡
вычисляется по парам соседних по времени из-

мерений лучей в одинаковых направлениях 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)) и
𝐿(X(𝑡𝑗+1), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)).

2) Для нахождения частных производных
𝜕ℎ

𝜕𝑥
,
𝜕ℎ

𝜕𝑦
необходимо выпол-

нить следующие шаги:

а) Составим систему, находя частные производные
𝜕

𝜕𝑒𝑥
,

𝜕

𝜕𝑒𝑦
и

𝜕

𝜕𝑒𝑧
от выражения (3.1). После перегруппировки элементов

каждой строки систему можно привести к следующему виду:

𝜕ℎ

𝜕𝑥

(︂
𝐿+ 𝑒𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑥

)︂
+
𝜕ℎ

𝜕𝑦

(︂
𝐿
𝜕𝑒𝑦
𝜕𝑒𝑥

+ 𝑒𝑦
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑥

)︂
=
𝜕𝑒𝑧
𝜕𝑒𝑥

𝐿+ 𝑒𝑧
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑥
,

𝜕ℎ

𝜕𝑥

(︂
𝐿
𝜕𝑒𝑥
𝜕𝑒𝑦

+ 𝑒𝑥
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑦

)︂
+
𝜕ℎ

𝜕𝑦

(︂
𝐿+ 𝑒𝑦

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑦

)︂
=
𝜕𝑒𝑧
𝜕𝑒𝑦

𝐿+ 𝑒𝑧
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑦
,

𝜕ℎ

𝜕𝑥

(︂
𝑒𝑥
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑧
+
𝜕𝑒𝑥
𝜕𝑒𝑧

𝐿

)︂
+
𝜕ℎ

𝜕𝑦

(︂
𝑒𝑦
𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑧
+
𝜕𝑒𝑦
𝜕𝑒𝑧

𝐿

)︂
= 𝑒𝑧

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑧
+ 𝐿.

Заметим, что эта система имеет вид

𝐴

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥
,
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂T

= 𝐵, (3.3)
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в которой элементы матриц 𝐴 и 𝐵 и найденные производ-
ные зависят от углов лучей (𝜑𝑖, 𝜃𝑘), т.е. 𝐴 = 𝐴(𝜑𝑖, 𝜃𝑘), 𝐵 =

𝐵(𝜑𝑖, 𝜃𝑘),
𝜕ℎ

𝜕𝑥
=
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
(𝜑𝑖,𝜃𝑘)

,
𝜕ℎ

𝜕𝑦
=
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
(𝜑𝑖,𝜃𝑘)

.

б) В выражения для коэффициентов матриц 𝐴 и 𝐵 также входят
производные от дальности, для которых можно использовать
приближенные выражения:

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑥
=
𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))− 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖−1, 𝜃𝑘))

𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)− 𝑒𝑥(𝜑𝑖−1, 𝜃𝑘)
,

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑦
=
𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))− 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘−1))

𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)− 𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘−1)
,

𝜕𝐿

𝜕𝑒𝑧
= (𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖−1, 𝜃𝑘))− 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖−1, 𝜃𝑘−1))+

+𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘−1))− 𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)))×

× 𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)

𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)Δ𝑒𝑥 + 𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)Δ𝑒𝑦
.

В свою очередь, приращения Δ𝑒𝑥 и Δ𝑒𝑦 вычисляются по
формулам:

Δ𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)− 𝑒𝑥(𝜑𝑖−1, 𝜃𝑘),
Δ𝑒𝑦 = 𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)− 𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘−1).

Записав уравнение (3.3) для каждого луча (𝜑𝑖, 𝜃𝑘), получа-

ем переопределенную систему относительно переменных
𝜕ℎ

𝜕𝑥

и
𝜕ℎ

𝜕𝑦
, в которых значения этих производных одинаковы.

в) Решение системы (3.3) имеет вид(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥
,
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂T

= [𝐴T𝐴]−1[𝐴T𝐵]. (3.4)

3) Вычислив
𝜕ℎ

𝜕𝑥
и
𝜕ℎ

𝜕𝑦
с помощью (3.4), можно найти решения для

скоростей АНПА —
𝑑𝑋

𝑑𝑡
,
𝑑𝑌

𝑑𝑡
,
𝑑𝑍

𝑑𝑡
. Для этого выполним следующие

действия:
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а) Запишем производные из (3.2) через приращения:

Δ𝑍(𝑡𝑗)−
𝜕ℎ

𝜕𝑥
Δ𝑋(𝑡𝑗)−

𝜕ℎ

𝜕𝑦
Δ𝑌 (𝑡𝑗) =

= −Δ𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))
(︂
𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)−

𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)−

𝜕ℎ

𝜕𝑦
𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘)

)︂
б) Сами приращения Δ𝑋(𝑡𝑗),Δ𝑌 (𝑡𝑗),Δ𝑍(𝑡𝑗) найдем с помощью

метода наименьших квадратов, минимизируя критерий:

𝑁∑︀
𝑖=1

(︂
Δ𝑍(𝑡𝑗)−

𝜕ℎ

𝜕𝑥
Δ𝑋̂(𝑡𝑗)−

𝜕ℎ

𝜕𝑦
Δ𝑌 (𝑡𝑗)−

−𝑀Δ𝐿(X(𝑡𝑗), ē(𝜑𝑖, 𝜃𝑘))
)︂2

→ min
Δ𝑋̂(𝑡𝑗),Δ𝑌 (𝑡𝑗),Δ𝑍(𝑡𝑗)

,

где для сокращения записи применено обозначение

𝑀 = −𝑒𝑧(𝜑𝑖, 𝜃𝑘) +
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑒𝑥(𝜑𝑖, 𝜃𝑘) +

𝜕ℎ

𝜕𝑦
𝑒𝑦(𝜑𝑖, 𝜃𝑘).

Таким образом, наблюдения эволюции измерений окружающего лан-
дшафта (ОП для БПЛА и акустического потока для АНПА) несут
информацию об абсолютной скорости движения БА, и в свою очередь,
являются информативными измерениями для оценки положения БА и
успешного решения задачи навигации с помощью применения методов
стохастической теории фильтрации.

3.3. Модель 3D-движения АНПА и фильтрация

Рассмотрим следующую модель движения АНПА:

X(𝑡𝑗) = X(𝑡𝑗−1) + V(𝑡𝑗−1)Δ𝑡+ a(𝑡𝑖−1)
Δ𝑡2

2
,

V(𝑡𝑗) = V(𝑡𝑗−1) + a(𝑡𝑗−1)Δ𝑡+ W(𝑡𝑗),

где V(𝑡𝑗) = (𝑉𝑥(𝑡𝑗), 𝑉𝑦(𝑡𝑗), 𝑉𝑧(𝑡𝑗))
T =

(︂
𝑑𝑋

𝑑𝑡
,
𝑑𝑌

𝑑𝑡
,
𝑑𝑍

𝑑𝑡

)︂T

— скорости

АНПА, a(𝑡𝑗) = (𝑎𝑥(𝑡𝑗), 𝑎𝑦(𝑡𝑗), 𝑎𝑧(𝑡𝑗))
T — ускорения АНПА, получаемые

от ИНС, W(𝑡𝑗) = (𝜎x𝑊𝑥(𝑡𝑗), 𝜎y𝑊𝑦(𝑡𝑗), 𝜎z𝑊𝑧(𝑡𝑗))
T — текущие возмуще-

ния в движении АНПА.
В качестве измерений будем использовать оценки элементов движе-

ния АНПА, получаемые Калмановской фильтрацией уравнений дина-
мики:
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m𝑉 (𝑡𝑗) = V(𝑡𝑗) + W𝑉 (𝑡𝑗),

где W𝑉 (𝑡𝑗) =
(︀
𝜎Vx𝑊𝑉𝑥(𝑡𝑗), 𝜎Vy𝑊𝑉𝑦(𝑡𝑗), 𝜎Vz𝑊𝑉𝑧(𝑡𝑗)

)︀T — шум в измере-
ниях скоростей АНПА. Ковариационная матрица для вектора V явля-
ется диагональной в силу предположения о некоррелированности шу-
мов. Тогда фильтр будет иметь вид

X̂(𝑡𝑗) = X̂(𝑡𝑗−1) + V̂(𝑡𝑗−1)Δ𝑡+ a(𝑡𝑗−1)
Δ𝑡2

2
,

V̂(𝑡𝑗) = K𝑉 (𝑡𝑗)m𝑉 (𝑡𝑗) + (1− K𝑉 (𝑡𝑗))(V̂(𝑡𝑗−1) + a(𝑡𝑗−1)Δ𝑡),

K𝑉 (𝑡𝑗) =

⎛⎝ 𝐾𝑉𝑥(𝑡𝑗)
𝐾𝑉𝑦(𝑡𝑗)
𝐾𝑉𝑧(𝑡𝑗)

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑃 𝑉𝑥𝑉𝑥(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑥

𝑃 𝑉𝑥𝑉𝑥(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑥 + 𝜎2𝑉𝑥
𝑃 𝑉𝑦𝑉𝑦(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑦

𝑃 𝑉𝑦𝑉𝑦(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑦 + 𝜎2𝑉𝑦
𝑃 𝑉𝑧𝑉𝑧(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑧

𝑃 𝑉𝑧𝑉𝑧(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑧 + 𝜎2𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛⎝ 𝑃 𝑉𝑥𝑉𝑥(𝑡𝑗)

𝑃 𝑉𝑦𝑉𝑦(𝑡𝑗)

𝑃 𝑉𝑧𝑉𝑧(𝑡𝑗)

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜎2𝑉𝑥(𝑃
𝑉𝑥𝑉𝑥(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑥)

𝑃 𝑉𝑥𝑉𝑥(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑥 + 𝜎2𝑉𝑥
𝜎2𝑉𝑦(𝑃

𝑉𝑦𝑉𝑦(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑦)

𝑃 𝑉𝑦𝑉𝑦(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑦 + 𝜎2𝑉𝑦
𝜎2𝑉𝑧(𝑃

𝑉𝑧𝑉𝑧(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑧)

𝑃 𝑉𝑧𝑉𝑧(𝑡𝑗−1) + 𝜎2𝑧 + 𝜎2𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

По аналогии с задачами для БПЛА, используя полученные на преды-
дущем этапе оценки скоростей, решаем задачу фильтрации для получе-
ния оценки положения АНПА, в которой оценки скоростей выступают
в роли наблюдений.

4. Примеры применения математического аппарата оценки
скоростей по эволюции изображений

Использование ОП в качестве дополнительного средства измерения
высоты для автономных БПЛА обусловлено высокой погрешностью
традиционных методов на малых высотах. Было проведено исследо-
вание применимости предлагаемого подхода при снижении автономно-
го БПЛА по глиссаде. Сложность данной задачи состоит в том, что
при снижении с 300 до 30 м и ниже ОП возрастает в десятки раз.
В [2] исследована задача посадки автономного БПЛА по глиссаде на
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смоделированном изображении ландшафта. Для виртуальной камеры,
которая могла менять параметр FPS (частота съемки, кадров в секун-
ду), точность увеличивается с увеличением частоты кадров, что можно
объяснить увеличением плавности ОП.

В [14] изменялось виртуальное разрешение камеры путем объеди-
нения соседних пикселей в новый виртуальный пиксель с пересчетом
значений. Очевидно, что при такой процедуре общее количество пик-
селей уменьшается, но такую операцию можно выполнить всегда. При
этом параметр FPS оставался без изменений. Удалось добиться досто-
верной оценки высоты при спуске с 300 до 5 м с помощью переключения
вариантов усреднения пикселей от 2×2 до 16×16 в зависимости от те-
кущей высоты и уровня шума ОП. Наблюдалось, что на самых малых
высотах ОП с высоким уровнем разрешения становится хаотичным и
неинформативным.

В случае неисправности высотомера имеется возможность оценивать
высоту с помощью ОП. Однако необходимо учитывать, что оценка ОП
по реальной видеопоследовательности требует адаптации параметров
съемки к условиям полета. В качестве критерия для переключения
усреднения пикселей удобно использовать либо расчетную высоту, либо
разницу между расчетным и измеренным значением ОП [14].

Алгоритм для оценки скорости АНПА для двумерного случая по-
дробно описан в работе [1]. Тот же подход был успешно применен и
для трехмерного случая [12]. Результаты моделирования подтвержда-
ют жизнеспособность предлагаемого подхода. Следует отметить, что
в отличие от БПЛА сонары могут быть распределены вдоль корпуса
судна, в этом случае необходимо учитывать их расположение и порядок
генерации акустических импульсов.

5. Заключение

В статье рассмотрены задачи оценивания скоростей по наблюдениям
последовательностей разнородных физических сигналов, а именно ви-
деопоследовательностей для БПЛА и последовательностей карт даль-
ности, полученных многолучевым сонаром АНПА. Особую актуаль-
ность изложенные методы приобретают в случае, когда внешний сигнал
от систем позиционирования, таких как GPS или GLONASS, становится
недоступным. Для АНПА эта ситуация не является исключительной,
поскольку для использования спутниковой информации необходимы,
как правило, дополнительные устройства для получения и ретрансля-
ции таких сигналов.

Несмотря на различную физическую природу получаемых данных,
каждый элемент в этих последовательностях «изображений» на при-
емнике сигнала с математической точки зрения представляет собой
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двумерную функцию от координат. Смещение соседних изображений
косвенно содержит в себе информацию о параметрах движения аппа-
рата. Отдельно подчеркнем сходство уравнений (2.3) и (3.2).

Поскольку количество элементов «изображений» существенно пре-
восходит число оцениваемых параметров, то, записав уравнения для
каждого пикселя в каждом кадре, получаем переопределенную систе-
му линейных алгебраических уравнений для определения параметров
движения аппарата. Решение этой системы позволяет найти оценки
скоростей БА, которые используются в задаче фильтрации для полу-
чения оценок положения БА, что позволяет успешно решить задачу
навигации.
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