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Аннотация. Найдены необходимые и достаточные условия регулярности силов-
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values of p, the group P is regular if the exponent m does not exceed 3; for m greater
than 3, the answer remains unknown.
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1. Введение

Конечная p -группа G называется регулярной, если для любых A,B∈
G и для любого натурального числа n = pα имеет место равенство
(AB)n = AnBnCn

1 . . . C
n
k , где C1, . . . , Ck — подходящие элементы ком-

мутанта группы, порожденной A и B. В [2; 7] и [3] рассматривался
следующий аналог вопроса 8.3 Б. А. Ф. Верфрица из [9] об описании ре-
гулярных силовских p -подгрупп общей линейной группы, определенной
над кольцом вычетов целых чисел по p -примарному модулю:

пусть Φ — приведенная неразложимая система корней нормального
типа, Zpm — кольцо классов вычетов целых чисел по модулю pm, m —
натуральное число, PΦ(Zpm) — силовская p -подгруппа элементарной
группы Шевалле типа Φ над Zpm. Для каких Φ, p и m группа PΦ(Zpm)
регулярна?

В [3] была установлена регулярность группы PΦ(Zpm), когда |Φ| +
|Π(Φ)| < p. Позже, в [7] сформулированый вопрос был полностью ре-
шен для групп типа G2. Наконец, в [2] для Φ типа An, Bn, Cn, Dn

было доказано, что при m = 1, 2 группа PΦ(Zpm) регулярна тогда и
только тогда, когда mh(Φ)− 1 < p (здесь и далее h(Φ) — число Коксте-
ра системы Φ). Напомним, что, согласно [4], ступень нильпотентности
группы PΦ(Zpm), Φ 6= G2, равна mh(Φ) − 1, кроме случаев p = 2 и
Φ = Bn, Cn, F4. Так как при p = 2 группа PΦ(Zpm) неабелева (кроме
случая Φ = A1 и m = 1), то она регулярна, если mh(Φ)− 1 < p.

В настоящей работе исследуется сформулированный выше вопрос
для групп Шевалле, ассоциированных с системами корней исключи-
тельных типов F4 и E6. Доказана следующая

Теорема 1. Пусть Φ — система корней типа F4 или E6, p — простое
число и m ∈ {1, 2, 3}. Силовская p -подгруппа элементарной группы Ше-
валле типа Φ над кольцом вычетов целых чисел Zpm регулярна тогда
и только тогда, когда mh(Φ)− 1 < p.
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Свойство регулярности наследуется на подгруппы и фактор группы.
Поэтому из теоремы 1 следует, что группа PΦ(Zpm) для Φ = F4, E6 не
является регулярной, когда h(Φ) > p+1 и m > 1 или h(Φ) > (p+1)/2 и
m > 2, или h(Φ) > (p+ 1)/3 и m > 3. Таким образом, в настоящее вре-
мя вопрос о регулярности рассматриваемых групп остается открытым
лишь в следующих случаях: p ∈ {37, 41, 43, 47} и m > 3.

Поскольку группа Шевалле над полем GF (pn) содержит в качестве
подгруппы группу Шевалле над простым подполем, из сказанного выше
и теоремы 1 также вытекает

Следствие 1. Силовская p-подгруппа простой группы Шевалле F4(p
n)

или E6(p
n) регулярна тогда и только тогда, когда p > 13.

2. Вспомогательные результаты

Группа EΦ(R) и ее подгруппы. Зафиксируем ассоциативно-коммута-
тивное кольцо R с единицей 1 и приведенную неразложимую систему
корней Φ. Через EΦ(R) обозначим элементарную группу Шевалле типа
Φ над R, которая по определению порождается корневыми элементами:

EΦ(R) = 〈xr(t) | r ∈ Φ, t ∈ R〉.

Подгруппа, порожденная корневыми элементами, соответствующи-
ми положительным корням r, обозначается через UΦ(R):

UΦ(R) = 〈xr(t) | r ∈ Φ+, t ∈ R〉,

и называется унипотентной подгруппой. Зафиксировав в Φ+ определен-
ный порядок, мы можем однозначно разложить произвольный элемент
g ∈ UΦ(R) в произведение корневых элементов xr(tr), где r ∈ Φ+,
tr ∈ R, в соответствии с выбранным порядком.

Пусть J — квазирегулярный идеал в R. С натуральными степенями
Jk = 〈ak | a ∈ J〉 идеала J свяжем серию подгрупп

CΦ(Jk) = 〈xr(t), hr(1 + t) | r ∈ Φ, t ∈ Jk〉,

которые называются конгруэнц-подгруппами по модулю идеала Jk.
Подгруппы CΦ(Jk) являются ковровыми в смысле [4] и нормальными в
EΦ(R). Если в системе корней Φ зафиксирован определенный порядок,
то всякий элемент g ∈ CΦ(Jk) однозначно разложим в произведение
корневых элементов xr(tr), где r ∈ Φ, tr ∈ Jk, следующих в выбранном
порядке, и диагональных элементов hr(1 + ur), где r ∈ Π(Φ), ur ∈ Jk,
соответствующих фундаментальным корням r.

Пусть R = Zpm . Тогда идеал J = 〈p〉 является квазирегулярным
в R и, согласно [4], произведение подгрупп UΦ(R) · CΦ(J) является



104 С. Г.КОЛЕСНИКОВ, А.И. ПОЛОВИНКИНА

силовской p -подгруппой в EΦ(R). Таким образом, PΦ(Zpm) ≃ UΦ(R) ·
CΦ(J) и мы будем отождествлять эти подгруппы.

Коммутаторное строение групп PΦ(Zpm) и CΦ(Jk). Следуя [4], на
декартовом произведении Φ∪{0}×N определим целозначные функции
f(r, k) и g(r, k), полагая g(r, k) = k и f(r, k) = − [(ht(r)− k)/h(Φ)] ,
где [·] — целая часть числа, ht — функция высоты корня и ht(0) = 0.
Очевидно, что подгруппа CΦ(Jk) совпадает с подгруппой

〈xr(t), hr(1 + u) | r ∈ Φ, t, u ∈ Jg(r,k)〉,

а группа PΦ(Zpm) с первой подгруппой серии (k = 1, 2, . . .)

G(k) = 〈xr(t), hs(1 + u) | r ∈ Φ, s ∈ Π(Φ), t ∈ Jf(r,k), u ∈ Jf(0,k)〉.

В [4] доказано, что если число p(Φ)!, где p(Φ) = maxr,s∈Φ{2(r, s)/(r, r)},

взаимно просто с p, то ряд G(1) ⊃ G(2) ⊃ . . . ⊃ G(mh) = 〈1〉 является
нижним центральным рядом группы PΦ(Zpm) и для любых натураль-
ных чисел i, j имеют место равенства

[CΦ(J i), CΦ(J j)] = CΦ(J i+j).

Напомним, что в PΦ(Zpm) справедливы соотношения (r, s ∈ Φ):
1) аддитивность корневых и мультипликативность диагональных

элементов:
xr(t)xr(u) = xr(t+ u), t, u ∈ Jf(r,1);

hr(t)hr(u) = hr(tu), t, u ∈ 1 + Jf(0,1);

2) соотношения между корневыми и диагональными элементами:

[xr(t), hs(u)] = xr(t(u
(r,hs) − 1)), t ∈ Jf(r,1), u ∈ Jf(0,1),

где hs = 2s/(s, s) и ( , ) — скалярное произведение;
3) коммутаторная формула Шевалле:

[xs(u), xr(t)] =
∏

ir + js ∈ Φ,
i, j > 0

xir+js(Cij,rs(−t)
iuj), t ∈ Jf(r,1), u ∈ Jf(s,1),

где числа Cij,rs выражаются через структурные константы комплексной
простой алгебры Ли типа Φ;

4) соотношения между противоположными корневыми элемента-
ми: (c = 1− tu)

[xr(t), x−r(u)] = xr(c
−1t2u)hr(c)x−r(−c

−1tu2), t ∈ Jf(r,1), u ∈ Jf(−r,1).

Из приведенных результатов, используя собирательную формулу,
нетрудно выводится следующая
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Лемма 1. Подгруппа
[
G(k)

]p
группы G(1) = PΦ(Zpm) содержится в

G(k+p−1), если p < h(Φ), иначе она содержится в G(k+h(Φ)).

Здесь и далее для произвольной подгруппы H группы G и произ-
вольного натурального числа n считаем Hn = 〈hn | h ∈ H〉.

Коммутаторное исчисление в EΦ(R). Как обычно, через [B,A] обо-
значаем коммутатор элементов B и A, равный B−1A−1BA. По опре-
делению полагаем [B, 0A] = B и [B, wA] = [[B, w−1A], A] для любого
целого w > 1. Первая из следующих трех теорем доказана в [2], две дру-
гие получаются небольшой модификацией доказательств аналогичных
теорем из [2].

Теорема 2. Пусть R — ассоциативно-коммутативное кольцо с еди-
ницей, Φ — приведенная неразложимая система корней, s1, . . . , sl ∈ Φ+

— различные корни высоты m, ∆ = {r1, . . . , rk} ⊆ Π(Φ). Положим
A = xr1(1) . . . xrk(1), B = xs1(t1) . . . xsl(tl), где t1, . . . , tl ∈ R. Тогда для
любого натурального числа w имеем

[B, wA] =
∏

ht(r)=m+w

xr





l∑

j=1

tjK
∆
r,sj



 . . . , (2.1)

где K∆
r,s =

∑
Ns,q1Ns+q1,q2 . . . Ns+q1+···+qw−1,qw и суммирование ведет-

ся по всем возможным кортежам (q1, . . . , qw) длины w, таким, что
q1, . . . , qw ∈ ∆ и для любого целого i, 1 6 i 6 w, сумма q1 + . . . + qi
лежит в Φ.

В формуле (2.1) многоточием обозначено произведение корневых
элементов, отвечающих корням высоты больше, чем m+ w.

Теорема 3. Пусть R — ассоциативно -коммутативное кольцо с еди-
ницей, J = 〈t1, . . . , tl〉 ⊂ R — квазирегулярный идеал; пусть также
Φ — приведенная неразложимая система корней, s1, . . . , sl ∈ Φ− —
различные корни высоты m, ∆ = {r1, . . . , rk} ⊆ Π(Φ). Положим A =
xr1(1) . . . xrk(1), B = xs1(t1) . . . xsl(tl). Тогда для любого натурального
числа w такого, что m+ w < 0, имеем

[B, wA] =
∏

ht(r)=m+w

xr





l∑

j=1

tjK
∆
r,sj



 . . . (mod CΦ(J2)). (2.2)

В формуле (2.2) многоточием обозначено произведение корневых
элементов, отвечающих корням высоты большей, чем m + w, и диа-
гональных элементов. Заметим, что коммутаторы

[B, wA], w = 1, . . . ,−m− 1,
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лежат в подгруппе CΦ(J) нормальной в CΦ(J2) и, как сказано выше,
все элементы из CΦ(J) допускают однозначное разложение в произве-
дение корневых и диагональных элементов.

Теорема 4. Пусть R — ассоциативно-коммутативное кольцо с еди-
ницей, t ∈ R, а идеал J = tR квазирегулярен. Пусть также Φ —
приведенная неразложимая система корней ранга n и числом Коксте-
ра h = h(Φ), Π(Φ) = {r1, . . . , rn}, r0 — корень максимальной высоты.
Положим A = xr1(1) . . . xrn(1) и B = x−r0(t). Тогда для любого целого
w, такого, что h 6 w 6 2h− 2, имеем

[B, wA] =
∏

ht(r)=1−h+w

xr (−tρ(Φ, r)) . . . (mod CΦ(J2)), (2.3)

где ρ(Φ, r) =
∑n

j=1

∑n
i=1(hri , rj)K−ri,−r0Kr,rj .

В формуле (2.3) многоточием обозначено произведение корневых
элементов, отвечающих корням высоты больше, чем m+ w.

Вычисление чисел K∆
r,s. На множестве положительных корней опре-

делим ориентированный граф G(Φ+,∆), где, как и выше, ∆ ⊆ Π(Φ).
Вершинами G(Φ+,∆) являются корни множества Φ+. Две вершины s и
r соединяем направленным от s к r ребром в том и только том случае,
если существует такой фундаментальный корень q ∈ ∆, что r = s+q. С
графом G(Φ+,∆) свяжем матрицу N+(∆) = (nsr) порядка |Φ+| × |Φ+|,
элемент nsr которой равен константе Ns,r−s, если существует ребро
(s, r) в G(Φ+,∆), и нулю в противном случае. Аналогичным образом
определяются граф G(Φ−,∆) и матрица N−(∆). Справедлива

Теорема 5. Пусть r, s ∈ Φ+ (r, s ∈ Φ−), ∆ ⊆ Π(Φ), причем w =
ht(r)− ht(s) > 0. Тогда число K∆

r,s равно элементу, стоящему на пере-
сечении строки s и столбца r, матрицы (N+(∆))w (соответственно
(N−(∆))w).

Доказательство. Разложим N+(∆) в сумму элементарных матриц:
N+(∆) =

∑

r′,s′∈Φ+ nr′,s′er′,s′ . Напомним, что у er′,s′ на месте (r′, s′)
стоит единица и нули — на остальных местах. Из формулы умножения
элементарных матриц er′,s′ep′,q′ = δs′,p′er′,q′ , где δs′,p′ — символ Кроне-
кера, следует, что элемент, стоящий на пересечении строки s и столбца
r в (N+(∆))w, равен

K =
∑

ns,r1nr1,r2 . . . nrw−1,rw , rw = r,

где суммирование ведется по всем корням r1, . . . , rw−1 ∈ Φ+. Однако
произведение ns,r1nr1,r2 . . . nrw−1,r отлично от нуля в том и только том
случае, если все его сомножители отличны от нуля. Следовательно, r1−
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s = q1 ∈ ∆, . . . , r− rw−1 = qw−1 ∈ ∆, и поэтому для всякого i, 1 6 i 6 w,
сумма s + q1 + . . . + qi = ri является корнем. Значит, K = K∆

r,s. Второе
утверждение теоремы доказывается аналогично.

Условия регулярности. Как правило, при исследовании конечной
p -группы G на регулярность используется следующий критерий [5, тео-
рема 12.4.2]: G регулярна тогда и только тогда, когда для любых A,B ∈
G существует элемент C ∈ 〈A,B〉′ такой, что (AB)p = ApBpCp. Помимо
него, нам также потребуется доказанная в [2]

Теорема 6. Пусть G — регулярная p-группа, p > 2, и A,B ∈ G.
Предположим, что всякий коммутатор от A и B : 1) имеющий более
двух вхождений B, равен 1, 2) веса больше, чем p − 1, имеет порядок
не больше, чем p. Тогда существует элемент D ∈ 〈A,B〉′ такой, что

D−p[B, p−1A] [B, p−2A,B]−1

p−3
2∏

i=1

[[B, p−2−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

∈ G(p+1).

(2.4)

Очевидно, что если найдутся такие A,B ∈ G, что B−pA−p(AB)p /∈
[〈A,B〉′]p, или для любого D ∈ 〈A,B〉′ произведение (2.4) не лежит в
G(p+1), то группа G нерегулярна.

3. Доказательство теоремы 1

Всюду ниже мы используем представление систем корней F4 и E6

из [1, таблицы V, VIII]. В частности, r1, r2, r3, r4 — фундаментальные
корни F4, а r1, . . . , r6 — фундаментальные корни E6; r0 — корень мак-
симальной высоты. Также в целях экономии места будем использовать
обозначение α1α2α3α4 для корня α1r1 + α2r2 + α3r3 + α4r4 из F4 и
аналогичные обозначения для корней из E6.

При вычислении коммутаторов в группе Шевалле мы полагаем рав-
ными единице знаки всех структурных констант соответствующей ком-
плексной простой алгебры Ли, отвечающих экстраспециальным парам
корней. Значения всех констант можно найти в [8] и [10].

Случай m = 1. Группы PF4(Z2) и PE6(Z2) неабелевы, а значит, и
нерегулярны. Если p > 2, то, согласно [4], ступени нильпотентности
групп PF4(Zp), PE6(Zp) равны mh(Φ) − 1 = 1 · 12 − 1 = 11. Поэтому
они регулярны для всех простых чисел p > 13. Остается рассмотреть
случаи, когда p ∈ {3, 5, 7, 11}.

Тип E6. Пусть G = PE6(Zp) и G = G(1), G(2), . . . — члены нижне-
го центрального ряда G. Рассмотрим в G подгруппу H, порожденную
элементами A = xr2(1) . . . xr6(1) и B = xr1(1). Поскольку r1 входит
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в разложение любого положительного корня системы E6 с коэффици-
ентом 0 или 1, всякий коммутатор от A и B, имеющий более одного
вхождения B, равен единице. Значит,

(AB)p = ApBp[B,A](
p
2)[B,2A]

(p3) . . . [B, p−1A]
(pp).

Множители [B,A](
p
2), . . . , [B,p−2A]

( p
p−1), ввиду кратности p их показате-

лей степеней, по лемме 1 лежат вместе с [H ′]p в нормальной подгруппе
G(p+1), которая порождается корневыми элементами xr(t) c ht(r) > p.
Следовательно, B−pA−p(AB)p ≡ [B, p−1A] (mod G(p+1)). По теореме 2

[B, p−1A] =
∏

ht(r)=p

xr(K
∆
r,r1) (mod G(p+1)), ∆ = {r2, . . . , r6}.

Используя таблицы чисел K∆
r,s из [10], находим

[B, 2A] = x101100(K
∆
101100,r1) . . . = x101100(1) . . . 6≡ 1 (mod G(4)),

[B, 4A] = x101111(K
∆
101111,r1) . . . = x101111(1) . . . 6≡ 1 (mod G(6)),

[B, 6A] = x111211(K
∆
111211,r1) . . . = x111211(5) . . . 6≡ 1 (mod G(8)),

[B, 10A] = x122321(K
∆
122321,r1) . . . = x122321(12) . . . 6≡ 1 (mod G(12)).

Отсюда заключаем, что B−pA−p(AB)p /∈ [H ′]p для всех p ∈ {3, 5, 7, 11}.
Тип F4. Пусть G = PF4(Zp) и G(1), G(2), . . . — члены нижнего цен-

трального ряда G. Положим A = xr2(1)xr3(1)xr4(1), B = xr1(1) и пусть
H = 〈A,B〉, ∆ = {r2, r3, r4}. Для каждого p ∈ {3, 5, 7, 11} вычислим по
модулю G(p+1) элемент

Dp = [B, p−1A][B, p−2A,B]−1

(p−3)/2
∏

i=1

[[B, p−2−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

.

Имеем

D3 = [B, 2A][B,A,B]−1 ≡ x1110(K
∆
1110,r1) ≡ x1110(1) (mod G(4)).

Далее, коммутаторы, имеющие два вхождения B, содержатся в корне-
вой подгруппе xr0(Zp), совпадающей с G(11), поэтому

D5 = [B, 4A][B, 3A,B]−1[[B, 2A], [B,A]] ≡ [B, 4A] ≡

≡ x1220(K
∆
1220,r1) x1121(K

∆
1221,r1) ≡ x1220(2) x1121(3) (mod G(6)).

D7 = [B, 6A][B, 5A,B]−1
2∏

i=1

[[B, 5−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡ [B, 6A] ≡
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≡ x1222(K
∆
1222,r1) x1231(K

∆
1231,r1) ≡ x1222(16) x1231(5) (mod G(8)).

Наконец, вычислив все коммутаторы произведения, находим

D11 = [B, 10A][B, 9A,B]−1
4∏

i=1

[[B, 9−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

=

= xr0(0− 42− 42− 42− 42− 42) = xr0(−210) = x2342(10).

Поскольку для всех p ∈ {3, 5, 7, 11} имеем Dp 6≡ 1(mod G(p+1)), а по
лемме 1 [H ′]p ⊆ G(p+1), то это означает нерегулярность групп PF4(Z3),
PF4(Z5), PF4(Z7), PF4(Z11).

Случай m = 2. Если p ∈ {2, 3, 5, 7, 11}, то группы PF4(Zp2), PE6(Zp2)
не являются регулярными, поскольку их фактор-группы по конгруэнц-
подгруппам, построенным по идеалу J = 〈p〉, изоморфны нерегуляр-
ным, как показано выше, группам PF4(Zp), PE6(Zp). Далее, когда p >
11, ступени нильпотентности групп PF4(Zp2) и PE6(Zp2) равныmh(Φ)−
1 = 2·12−1 = 23, поэтому они регулярны для всех простых чисел p > 23.
Таким образом, остается рассмотреть случаи, когда p ∈ {13, 17, 19, 23}.

Рассмотрим подгруппу H в PΦ(Zp2), порожденную элементами A =
xr1(1) . . . xrn(1) и B = x−r0(p). Элемент B содержится в конгруэнц-
подгруппе CΦ(J), которая нормальна в PΦ(Zp2), является элементар-
ной абелевой p -группой и централизует B. Поэтому коммутант H имеет
период p и, следовательно, (AB)p = ApBp[B, p−1A]. По теореме 4

[B, p−1A] =
∏

ht(r)=p−h

xr(−ρ(Φ, r)p) . . . (mod CΦ(J2)).

Покажем, что для каждой из рассматриваемых систем корней Φ и каж-
дого простого числа p ∈ {13, 17, 19, 23} существует корень r ∈ Φ высоты
p−h такой, что ρ(Φ, r) 6≡ 0 (mod p) и, значит, 1 6= [B, p−1A] 6∈ [H ′]p = 〈1〉.
Отсюда, очевидно, следует нерегулярность рассматриваемых подгрупп.

Тип F4. Используя таблицу, в которой указаны найденные в [8] зна-
чения чисел Kr,s, необходимых для вычисления ρ(F4, r),

r 1000 1220 1222 2342

K−r1,−r0 42 Kr,r1 1 2 16 42

K−r2,−r0 −168 Kr,r2 0 −6 −66 −168

K−r3,−r0 75 Kr,r3 0 4 60 150

K−r4,−r0 −12 Kr,r4 0 0 −10 −24

и матрицу,

Γ(F4) =







2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −2 2 −1
0 0 −1 2






,
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в которой приведены значения произведений (hri , rj), находим, что
ρ(F4, 1000) = 252 ≡ 5(mod 13), ρ(F4, 1200) = 4992 ≡ 11(mod 17), ρ(F4,
1222) = 59670 ≡ 10(mod 19), ρ(F4, 2342) = 151164 ≡ 8(mod 23).

Тип E6. Имеем

r 100000 111110 111211 122321

K−r1,−r0 12 Kr,r1 10 −2 5 12

K−r2,−r0 −42 Kr,r2 0 3 −16 −42

K−r3,−r0 −75 Kr,r3 0 8 −30 −75

K−r4,−r0 168 Kr,r4 0 −12 66 168

K−r5,−r0 −75 Kr,r5 0 3 −30 −75

K−r6,−r0 12 Kr,r6 0 0 5 12

и

Γ(E6) =











2 0 −1 0 0 0
0 2 0 −1 0 0

−1 0 2 −1 0 0
0 −1 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2











,

откуда ρ(E6, 100000) = 99 ≡ 5(mod 13), ρ(E6, 111110) = −10920 ≡ 11
(mod 17), ρ(E6, 111211) = 59670 ≡ 10(mod 19), ρ(E6, 122321)=151164 ≡
8(mod 23).

Случай m = 3. Далее нам потребуется лемма, доказанная в [7] для
Φ типа G2, однако она имеет место и для рассматриваемых типов Φ.

Лемма 2. Пусть Φ(Zp3) — элементарная группа Шевалле типа Φ =
F4, E6 над Zp3, Π(Φ) = {r1, . . . , rn}, r0 — корень максимальной высоты.
Положим A = xr1(1) . . . xrn(1), B = x−r0(p) и пусть d ∈ 〈A,B〉′. Тогда
dp раскладывается в произведение

dp = [B,A]pα1 . . . [B,tA]
pαt , t = 3h(Φ)− 2,

для подходящих натуральных чисел α1, . . . , αt.

Тип F4. Пусть G = PF4(Zp3) и G(1), G(2), . . . — члены нижнего цен-
трального ряда группы G. Положим A = xr1(1) . . . xr4(1), B = x−r0(p)
и H = 〈A,B〉. Используя последовательно теоремы 3, 4 и 2, вычислим
коммутаторы [B, iA], i = 5, . . . , 22, по модулю подгрупп G(i+2). Имеем

[B, 5A] ≡ x−1122(2p) x−1221(3p) (mod G(7)),

[B, 6A] ≡ x−1121(5p) x−1220(6p) x−0122(−2p) (mod G(8)),

[B, 7A] ≡ x−1111(5p) x−1120(16p) x−0121(−7p) (mod G(9)),

[B, 8A] ≡ x−0111(−12p) x−0120(−30p) x−1110(21p) (mod G(10)),

[B, 9A] ≡ x−0011(12p) x−0110(−63p) x−1100(42p) (mod G(11)),
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[B, 10A] ≡ x−r1(42p) x−r2(−168p) x−r3(75p) x−r4(−12p) (mod G(12)).

[B, 11A] ≡ hr1(1+42p) hr2(1−168p) hr3(1+75p) hr4(1−12p) (mod G(13)).

[B, 12A] ≡ xr1(−252p) xr2(528p) xr3(−330p) xr4(99p) (mod G(14)),

[B, 13A] ≡ x0011(429p) x0110(−858p) x1100(780p) (mod G(15)),

[B, 14A] ≡ x0111(1287p) x0120(1716p) x1110(−1638p) (mod G(16)),

[B, 15A] ≡ x0121(−3003p) x1111(2925p) x1120(4992p) (mod G(17)),

[B, 16A] ≡ x0122(6006p) x1220(−4992p) x1121(−10920p) (mod G(18)),

[B, 17A] ≡ x1122(27846p) x1221(15912p) (mod G(19)),

[B, 18A] ≡ x1222(−59670p) x1231(−15912p) (mod G(20)),

[B, 19A] ≡ x1232(75582p) (mod G(21)),

[B, 20A] ≡ x1242(−151164p) (mod G(22)),

[B, 21A] ≡ x1342(151164p) (mod G(23)),

[B, 22A] ≡ x2342(−151164p) (mod G(24)).

Пусть p = 29. Так как [x2342(−151164p), A] = 1, то [B, iA] ∈ G(i+3) при
i > 22. Значит, коммутаторы [B, 28A], [B, 27A,B] и [[B, 27−iA], [B, iA]]
при i = 1, 2, 3, 4 лежат в G(30). Поэтому

D29 = [B, 28A][B, 27A,B]−1
13∏

i=1

[[B, 27−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

≡
13∏

i=5

[[B, 27−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

(26, 10, 0) · (26, 0, 20) · (0, 25, 5) · (0, 9, 12) · (13, 16, 11)×

(13, 19, 9) · (25, 22, 5) · (24, 4, 22) · (26, 3, 16) ≡

≡ x1220(8p
2) x1121(21p

2) x0122(13p
2) (mod G(30)).

Здесь мы использовали сокращение (α, β, γ) = x1220(αp
2) x1121(βp

2)
x0122(γp

2). Из леммы 2 и полученных соотношений следует, что если
D ∈ 〈A,B〉′ и D−pD29 ∈ G(30), то показатели α1, . . . , α15 должны быть
кратны p, а α16 удовлетворять системе сравнений: 8 ≡ 25α(mod 29),
21 ≡ 13α(mod 29), 13 ≡ 3α(mod 29), которая, как легко проверить,
несовместна. Значит, не существует D ∈ 〈A,B〉′ такого, что D−pD29 ∈
G(30) и, следовательно, группа PF4(Z293) нерегулярна.
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Пусть p = 31. Имеем

D31 = [B, 30A][B, 29A,B]−1
14∏

i=1

[[B, 29−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

≡
14∏

i=7

[[B, 29−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

≡ (27, 22) · (8, 28) · (0, 28) · (11, 14) · (26, 23) · (23, 6) · (22, 23) · (20, 29) ≡

≡ x1222(13p
2) x1231(18p

2) (mod G(32)).

Как и выше, получаем неразрешимую систему сравнений: 13 ≡ 5α
(mod 31), 18 ≡ 22α(mod 31).

Тип E6. Пусть G = PE6(Zp3) и G(1), G(2), . . . — члены нижнего цен-
трального ряда группы G. Положим A = xr1(1) . . . xr6(1), B = x−r0(p)
и H = 〈A,B〉. Используя последовательно теоремы 3, 4 и 2, вычислим
коммутаторы [B, iA], i = 5, . . . , 22, по модулю подгрупп G(i+2). Имеем

[B, 5A] ≡ x−111210(−3p) x−111111(2p) x−011211(3p) (mod G(7)),

[B, 6A] ≡ x−111110(−5p) x−011210(−6p) x−101111(2p)×

x−011111(5p) (mod G(8)),

[B, 7A] ≡ x−111100(−5p) x−101110(−7p) x−011110(−16p)×

x−001111(7p) x−010111(5p) (mod G(9)),

[B, 8A] ≡ x−101100(12p) x−011100(−21p) x−001110(−30p)×

x−010110(−21p) x−000111(12p) (mod G(10)),

[B, 9A] ≡ x−101000(−12p) x−001100(63p) x−010100(−42p)×

x−000110(−63p) x−000011(12p) (mod G(11)),

[B, 10A] ≡ x−r1(12p) x−r2(−42p) x−r3(−75p)×

x−r4(168p) x−r5(−75p) x−r6(12p) (mod G(12)),

[B, 11A] ≡ hr1(1 + 12p) hr2(1− 42p) hr3(1− 75p)×

hr4(1 + 168p) hr5(1− 75p) hr6(1 + 12p) (mod G(13)),

[B, 12A] ≡ xr1(−99p) xr2(252p) xr3(330p)×

xr4(−528p) xr5(330p) xr6(−99p) (mod G(14)),

[B, 13A] ≡ x101000(−429p) x001100(858p) x010100(−780p)×

x000110(−858p) x000011(429p) (mod G(15)),
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[B, 14A] ≡ x101100(−1287p) x011100(1638p) x001110(1716p)×

x010110(1638p) x000111(−1287p) (mod G(16)),

[B, 15A] ≡ x111100(−2925p) x101110(−3003p) x011110(−4992p)×

x001111(3003p) x010111(2925p) (mod G(17)),

[B, 16A] ≡ x111110(10920p) x011210(4992p)×

x101111(−6006p) x011111(−10920p) (mod G(18)),

[B, 17A] ≡ x111210(−15912p) x111111(27846p)×

x011211(15912p) (mod G(19)),

[B, 18A] ≡ x112210(15912p) x111211(−59670p)×

x011221(−15912p) (mod G(20)),

[B, 19A] ≡ x112211(75582p) x111221(75582p) (mod G(21)),

[B, 20A] ≡ x112221(−151164p) (mod G(22)),

[B, 21A] ≡ x112321(151164p) (mod G(23)),

[B, 22A] ≡ x122321(−151164p) (mod G(24)),

Пусть p = 29. Имеем

D29 = [B, 28A][B, 27A,B]−1
13∏

i=1

[[B, 27−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

≡
13∏

i=5

[[B, 27−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

(10, 26, ∗, ∗) · (0, 26, ∗, ∗) · (25, 0, ∗, ∗) · (9, 0, ∗, ∗) · (16, 13, ∗, ∗)×

(19, 13, ∗, ∗) · (22, 25, ∗, ∗) · (4, 5, ∗, ∗) · (3, 26, ∗, ∗) ≡

≡ x111110(21p
2) x011210(18p

2)x101111(∗) x011111(∗) (mod G(30)).

Получаем неразрешимую систему сравнений: 21 ≡ 16α (mod 29), 18 ≡
4α (mod 29).

Пусть p = 31. Имеем

D31 = [B, 30A][B, 29A,B]−1
14∏

i=1

[[B, 29−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡

≡
14∏

i=7

[[B, 29−iA], [B, iA]]
(−1)i+1

≡
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≡ (22, 4, ∗) · (28, 23, ∗) · (28, 0, ∗) · (14, 20, ∗) · (23, 2, ∗) · (6, 8, ∗)×

(23, 9, ∗) · (29, 11, ∗) ≡ x112210(18p
2) x111211(15p

2) x011221(∗) (mod G(32)).

Получаем неразрешимую систему сравнений: 18 ≡ 9α (mod 31), 15 ≡
5α (mod 31).

4. Заключение

Для групп Шевалле исключительных лиевых типов исследовался
аналог вопроса Б. А. Ф Верфрица 8.3 из Коуровской тетради. Перечис-
лены все пары (p,m), где p — простое число, отличное от 37, 41, 43, 47,
а m — натуральное число, для которых силовская p -подгруппа элемен-
тарной группы Шевалле типа F4 или E6 над кольцом вычетов целых
чисел по модулю pm является регулярной.
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