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Аннотация. Исследуется нелинейное интегральное уравнение на полуоси со спе-
циальным субстохастическим ядром. Такие уравнения встречаются в кинетической
теории газов при изучении нелинейного интегро-дифференциального уравнения
Больцмана в рамках нелинейной модифицированной модели Бхатнагара – Гросса
– Крука (БГК). При определенных ограничениях на нелинейность удается постро-
ить положительное непрерывное и ограниченное решение данного уравнения. Более
того, доказывается единственность решения в классе ограниченных сверху на полу-
оси функций, имеющих положительный инфимум. Доказывается также, что соот-
ветствующие последовательные приближения равномерно со скоростью некоторой
убывающей геометрической прогрессии сходятся к решению указанного уравнения.
При одном дополнительном условии исследуется асимптотическое поведение реше-
ния на бесконечности. Приводятся конкретные примеры указанных уравнений, для
которых автоматически выполняются все условия доказанных фактов.
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Abstract. A nonlinear integral equation on the semi-axis with a special substochastic
kernel is studied. Such equations are encountered in the kinetic theory of gases when
studying the nonlinear integro-differential Boltzmann equation within the framework of
the nonlinear modified Bhatnagar-Gross-Crook model(BGC). Under certain restrictions
on nonlinearity, it is possible to construct a positive continuous and bounded solution to
this equation. Moreover, the uniqueness of the solution in the class of upper bounded on
half-line functions having a positive infimum. It is also proved that the corresponding
successive approximations converge uniformly at a rate of some geometric progression to
the solution of the indicated equation. Under one additional condition, the asymptotic
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met.
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1. Введение

Работа посвящена исследованию следующего класса нелинейных ин-
тегральных уравнений на положительной полупрямой:

f(x) =

∞∫

0

K(x, t)G(f(t))dt, x ∈ R
+ := [0,+∞) (1.1)

относительно искомой неотрицательной непрерывной и ограниченной
на множестве R+ функции f(x). В уравнении (1.1) ядро K(x, t) допус-
кает следующее представление:

K(x, t) =

b∫

a

α(x, s)e−α(x,s)|x−t|dB(s), (x, t) ∈ R
+ × R

+, (1.2)

где α(x, s) удовлетворяет следующим условиям:
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1) α ∈ C(R+ × [a, b)), 0 < a < b ≤ +∞,

2) существуют положительные и измеримые функции βj(s), j = 1, 2
на интервале [a, b), такие, что

β1(s) ≤ α(x, s) ≤ β2(s), (x, s) ∈ R
+ × [a, b), (1.3)

а B(s) — определенная на [a, b) монотонно возрастающая функция,
причем

b∫

a

β2(s)

β1(s)
dB(s) < +∞,

b∫

a

dB(s) =
1

2
. (1.4)

Нелинейность G удовлетворяет следующим ограничениям:

a) G ∈ C(R+) и G(u) монотонно возрастает на множестве R+;

b) G(0) = 0 и существуют числа ξ > 0, η > 0 такие, что G(ξ) = 2ξ,
G(η) = η;

c) функция G(u) вогнута вверх на R+;

d) при всяком фиксированном σ ∈ [0, 1] функция
G(σu)

G(u)
является

монотонно неубывающей на интервале (0, η].

Уравнение (1.1) встречается в кинетической теории газов (см. [3; 9; 10;
12]). Изучение вопросов существования единственности и асимптотиче-
ского поведения построенного решения на бесконечности важно с точки
зрения исследования нелинейного интегро-дифференциального уравне-
ния Больцмана в рамках модифицированной модели БГК (см. [3;10;12]).
В случае когда функция α(x, s) не зависит от переменной x, уравнение
(1.1) возникает также в теории переноса излучения в спектральных
линиях (см. [2]). Уравнение (1.1) исследовалось в работах [8;11] в линей-
ном и нелинейном случаях при достаточно сильных ограничениях на
функцию α(x, s). Например, вопрос существования однопараметриче-
ского семейства нетривиальных линейно растущих или ограниченных
решений для соответствующих квазилинейных интегральных уравне-
ний типа (1.1) обсуждался в работах [8], [11]. Небезынтересно отметить,
что в случае когда G(u), помимо условий a) − c), удовлетворяет так-
же условию нечетности на множестве R, соответствующее нелинейное
интегральное уравнение на всей прямой изучалось в работе [7], где
относительно функции α(x, s) предполагалось выполнение следующих
условий: ∃ ε > 0 s.t. α(x, s) ≥ ε > 0, (x, s) ∈ R× [a, b), α(−x, s) = α(x, s),

x ∈ R+, s ∈ [a, b), δ := sup
(x,s)∈R×[a,b)

(
1− ε

α(x,s)

)
< 1. В указанной ра-

боте при выполнении этих условий доказана теорема существования
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знакопеременного нетривиального ограниченного и непрерывного на R

решения.
Следует отметить также, что нелинейные интегральные уравнения

с нагрузками и бифуркационными параметрами достаточно подробно
исследованы в работах [5; 6].

В настоящей работе при условиях 1), 2) и a)− d) доказываются кон-
структивные теоремы существования и единственности положительно-
го непрерывного и ограниченного решения. Более того, для специально
выбранных последовательных приближений получается оценка разно-
сти между предыдущими и последующими итерациями, из которой сле-
дует равномерная сходимость этих приближений к решению уравнения
(1.1) со скоростью некоторой убывающей геометрической прогрессии.
При дополнительном ограничении на нелинейность G(u) исследуется
также асимптотическое поведение решения на бесконечности. В кон-
це работы приводятся наглядные примеры функций α(x, s) и G(u),
удовлетворяющих всем ограничениям доказанных теорем.

2. Разрешимость уравнения (1.1)

Рассмотрим следующие итерации для уравнения (1.1):

fn+1(x) =

∞∫

0

K(x, t)G(fn(t))dt,

f0(x) ≡ η, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

(2.1)

Индукцией несложно проверить выполнение следующих простых и од-
новременно важных фактов:

fn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

fn(x) ↓ по n, x ∈ R
+. (2.3)

Заметим теперь, что имеет место следующее неравенство снизу:

fn(x) ≥ ξ, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+. (2.4)

Действительно, выполнение неравенства (2.4) для n = 0 сразу следует
из определения нулевого приближения в итерациях (2.1) и из того фак-

та, что функция G(u)
u монотонно убывает на (0,+∞) (последнее сразу

получается ввиду условий a)−c)). Предположим, что (2.4) выполняется
при некотором n ∈ N. Тогда из (2.1) в силу 2), a), b) и теоремы Фубини
(см. [4]):

fn+1(x) ≥ G(ξ)

∞∫

0

K(x, t)dt = 2ξ

∞∫

0

b∫

a

α(x, s)e−α(x,s)|x−t|dB(s)dt =
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=2ξ

b∫

a

α(x, s)

∞∫

0

e−α(x,s)|x−t|dtdB(s)=2ξ

b∫

a

α(x, s)

x∫

−∞

e−α(x,s)|y|dydB(s) ≥

≥ 2ξ

b∫

a

α(x, s)

0∫

−∞

eα(x,s)ydydB(s) = 2ξ

b∫

a

dB(s) = ξ.

Обозначим теперь через σ0 :=
ξ

η
∈ (0, 1). В силу (2.3) и (2.4) имеем

σ0f0(x) ≤ f1(x) ≤ f0(x), x ∈ R
+. (2.5)

Тогда, принимая во внимание условия a), b), c) и d), получим

G(σ0f0(x)) ≥
G(σ0ξ)

G(ξ)
G(f0(x)), x ∈ R

+. (2.6)

Рассмотрим функцию ϕ(σ) :=
G(σξ)

G(ξ)
, σ ∈ [0, 1]. Очевидно, что ϕ(0) = 0,

ϕ(1) = 1, ϕ монотонно возрастает и вогнута на отрезке [0, 1]. Из (2.5) и
(2.6) приходим к неравенству

ϕ(σ0)G(f0(x)) ≤ G(f1(x)) ≤ G(f0(x)), x ∈ R
+, (2.7)

ибо G(u) монотонно возрастает на R+.
Используя условие 2) и неравенство (2.7), из (2.1) получим

ϕ(σ0)f1(x) ≤ f2(x) ≤ f1(x), x ∈ R
+. (2.8)

Снова учитывая условия a)− d) и неравенство (2.4), будем иметь

G(ϕ(σ0)f1(x)) ≥
G(ϕ(σ0)ξ)

G(ξ)
G(f1(x)), x ∈ R

+. (2.9)

Из (2.8), (2.9) и определения функции ϕ приходим к оценкам

ϕ(ϕ(σ0))G(f1(x)) ≤ G(ϕ(σ0)f1(x)) ≤ G(f2(x)) ≤ G(f1(x)), x ∈ R
+,
(2.10)

откуда в силу 2) и (2.1) получаем ϕ(ϕ(σ0))f2(x) ≤ f3(x) ≤ f2(x), x ∈
R+. Продолжая этот процесс, на n-м шаге приходим к следующему
двустороннему неравенству:

ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))︸ ︷︷ ︸
n

fn(x) ≤ fn+1(x) ≤ fn(x), x ∈ R
+. (2.11)

Используя перечисленные выше свойства функции ϕ, нетрудно убе-
диться в достоверности следующего утверждения: для всякого ε ∈ (0, 1)
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имеет место неравенство снизу:

ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))︸ ︷︷ ︸
n

≥ knσ0 + 1− kn, k :=
1− ϕ(εσ0)

1− εσ0
∈ (0, 1). (2.12)

Таким образом, принимая во внимание (2.3) и (2.12), из (2.11) приходим
к неравенству

0 ≤ fn(x)−fn+1(x) ≤ fn(x)(1−σ0)kn ≤ η(1−σ0)kn, x ∈ R
+, n = 1, 2, . . . .

(2.13)
Следовательно, учитывая (2.2), (2.3), (2.4) и (2.13), заключаем, что
последовательность непрерывных функций {fn(x)}∞n=0 равномерно схо-
дится к непрерывной на R+ функции f(x) при n → ∞. Учитывая
положительность ядра K, монотонность функции G и утверждение
(2.3), согласно теореме Б. Леви (см. [4]), заключаем, что предельная
функция f(x) удовлетворяет уравнению (1.1). Из (2.3), (2.4) следует
также, что

ξ ≤ f(x) ≤ η, x ∈ R
+. (2.14)

Из оценки (2.13) легко получается следующее неравенство:

0 ≤ fn(x)− fn+m(x) ≤ η(1− σ0)k
n

1− k
, x ∈ R

+, n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . .

(2.15)
В последнем неравенстве, устремляя m→ ∞, получаем

0 ≤ fn(x)− f(x) ≤ η(1 − σ0)k
n

1− k
, x ∈ R

+, n = 1, 2, . . . . (2.16)

Таким образом, на основе вышеизложенного приходим к следующему
результату.

Теорема 1. При условиях 1), 2) и a) − d) уравнение (1.1) обладает
положительным непрерывным и ограниченным на R+ решением f(x).
Более того, имеют место (2.14) и (2.16).

3. Единственность решения уравнения (1.1)

Справедлива

Теорема 2. При условиях теоремы 1 уравнение (1.1) в следующем
классе функций:

M := {f ∈ L∞(R+) : f(x) ≥ 0, x ∈ R
+,∃r > 0 s.t. inf

x≥r
f(x) > 0} (3.1)

не может иметь более одного решения.
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Доказательство. Предположим, что уравнение (1.1), кроме решения
f, построенного при помощи последовательных приближений (2.1), об-
ладает также другим решением f∗ ∈ M. Так как α ∈ C(R+ × [a, b)),
G ∈ C(R+) и G(u) монотонно возрастает на R+, то из (1.1) сразу следует,
что

f∗ ∈ C(R+). (3.2)

Докажем теперь справедливость следующего неравенства:

f∗(x) ≤ f(x), x ∈ R
+. (3.3)

С этой целью сначала индукцией по n докажем, что

f∗(x) ≤ fn(x), x ∈ R
+, n = 0, 1, 2, . . . . (3.4)

Сначала проверим выполнение неравенства (3.4) для n = 0. Обозначим
через c∗ := sup

x∈R+

f∗(x). Поскольку f∗ ∈ M, то c∗ > 0. Из (1.1) в силу

условий 2) и a) имеем

f∗(x) ≤ G(c∗)

∞∫

0

K(x, t)dt = G(c∗)

b∫

a

α(x, s)

x∫

−∞

e−α(x,s)|y|dydB(s) ≤

≤ 2G(c∗)

b∫

a

dB(s) = G(c∗), x ∈ R
+,

откуда следует, что
c∗ ≤ G(c∗). (3.5)

Так как
G(u)

u
убывает на множестве (0,+∞), то из (3.5) соотношения

G(η) = η сразу получаем, что c∗ ≤ η. Следовательно, (3.4) доказано
для n = 0. Предположим, что неравенство (3.4) выполняется при неко-
тором натуральном n. Тогда из (2.1) в силу условий 2) и a) получаем
неравенство (3.4) для номера n + 1. Переходя к пределу в (3.4) при
n → ∞, получаем неравенство (3.3). Докажем теперь, что на самом
деле f∗(x) = f(x), x ∈ R+. Предположим обратное: существует x0 ∈ R+

такое, что f∗(x0) < f(x0). Исходя из непрерывности функций f∗(x) и
f(x) на R+ (см. (3.2) и теорему 1), можно утверждать, что существуют
числа x∗ > 0 и δ ∈ (0, x∗) такие, что

f∗(x) < f(x), x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ). (3.6)

Учитывая (3.3), (3.6) и условия 2), a), b), из (1.1) будем иметь

f(x) >

x∗+δ∫

x∗−δ

K(x, t)G(f∗(t))dt+
∫

R+\(x∗−δ,x∗+δ)

K(x, t)G(f(t))dt ≥

Известия Иркутского государственного университета.
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≥
x∗+δ∫

x∗−δ

K(x, t)G(f∗(t))dt+
∫

R+\(x∗−δ,x∗+δ)

K(x, t)G(f∗(t))dt =

=

∞∫

0

K(x, t)G(f∗(t))dt = f∗(x), x ∈ R
+.

Итак, мы получим строгое неравенство

f∗(x) < f(x), x ∈ R
+. (3.7)

Убедимся теперь, что
inf

x∈R+
f∗(x) > 0. (3.8)

Действительно, принимая во внимание тот факт, что f∗ ∈ M и исполь-
зуя условия 2), a), b), из (1.1) получим

f∗(x) ≥
∞∫

r

K(x, t)G(f∗(t))dt ≥ G(inf
t≥r

f∗(t))

∞∫

r

K(x, t)dt =

= G(inf
t≥r

f∗(t))

b∫

a

α(x, s)

∞∫

r

e−α(x,s)|x−t|dtdB(s) =

= G(inf
t≥r

f∗(t))

b∫

a

α(x, s)

x−r∫

−∞

e−α(x,s)|y|dydB(s) ≥

≥ G(inf
t≥r

f∗(t))

b∫

a

α(x, s)

−r∫

−∞

eα(x,s)ydydB(s) =

= G(inf
t≥r

f∗(t))

b∫

a

e−α(x,s)rdB(s) ≥ G(inf
t≥r

f∗(t))

b∫

a

e−β2(s)rdB(s) := γ > 0,

откуда следует, что
d := inf

x∈R+
f∗(x) ≥ γ > 0. (3.9)

Докажем теперь, что
d ≥ ξ. (3.10)

В силу условия 2), a) и b) из (1.1) имеем f∗(x) ≥ 1
2G(d), x ∈ R+,

откуда сразу следует, что 2d ≥ G(d). Так как функция
G(u)

u
убывает на

(0,+∞) иG(ξ) = 2ξ, то, принимая во внимание условия a)−c), получаем

неравенство (3.10). Из (3.7), (3.10) и (2.14) следует, что σ0 ≤ f∗(x)
f(x) < 1,
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x ∈ R+, откуда с учетом условий a) − d) приходим к двустороннему
неравенству:

ϕ(σ0)G(f(x)) ≤ G(f∗(x)) < G(f(x)), x ∈ R
+. (3.11)

Далее, проведя аналогичные рассуждения, как при доказательстве тео-
ремы 1, из (3.11) приходим к неравенству

0 < f(x)− f∗(x) ≤ η(1 − σ0)k
n

1− k
, x ∈ R

+, n = 1, 2, . . . . (3.12)

В (3.12) устремляя n → ∞ и учитывая тот факт, что k ∈ (0, 1), в (3.7)
приходим к противоречию. Теорема полностью доказана.

4. Асимптотическое поведение решения

В параграфе мы сначала докажем, что существует lim
x→+∞

f(x) = η.

После чего при дополнительных ограничениях на K и G, убедимся, что
η − f ∈ L1(R

+).
Имеет место

Теорема 3. При условиях теоремы 1 существует lim
x→+∞

f(x) = η, где

f(x) — ограниченное непрерывное решение уравнения (1.1), построен-
ное при помощи последовательных приближений (2.1).

Доказательство. Во-первых, индукцией по n докажем, что для всех
n = 0, 1, 2, . . . имеет место предельное соотношение lim

x→+∞
fn(x) = η. В

случае n = 0 последнее соотношение сразу следует из определения нуле-
вого приближения в итерациях (2.1). Предположим, что lim

x→+∞
fn(x) = η

при некотором n ∈ N. Тогда с учетом (2.3), условий 2), a), b) и теоремы
Фубини из (2.1) имеем

0 ≤ η − fn+1(x) = 2η

b∫

a

dB(s)−
∞∫

0

K(x, t)G(fn(t))dt = η

∞∫

−∞

K(x, t)dt−

−
∞∫

0

K(x, t)G(fn(t))dt = η

0∫

−∞

K(x, t)dt+

∞∫

0

K(x, t)(η −G(fn(t)))dt ≤

≤ η

b∫

a

β2(s)

∞∫

x

e−β1(s)ydydB(s)+

b∫

a

β2(s)

∞∫

0

e−β1(s)|x−t|(η−G(fn(t)))dtdB(s) =
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= η

b∫

a

β2(s)

β1(s)
e−β1(s)xdB(s)+

+

∞∫

0

b∫

a

β2(s)e
−β1(s)|x−t|dB(s)(η −G(fn(t)))dt := I1(x) + I2(x).

Как известно (см. [1]), если F ∈L1(R), g∈C(R+)∩L∞(R+) и lim
x→+∞

g(x) =

0, то существует

lim
x→+∞

∞∫

0

F (x− t)g(t)dt = 0. (4.1)

Используя формулу (4.1), индукционное предположение и условия a),
b), получим

I2(x) :=

∞∫

0

b∫

a

β2(s)e
−β1(s)|x−t|dB(s)(η −G(fn(t)))dt → 0, при x→ +∞.

Так как I1(x) := η
b∫
a

β2(s)

β1(s)
e−β1(s)xdB(s) → 0 при x → +∞, то из по-

лученного выше неравенства приходим к предельному соотношению
lim

x→+∞
fn+1(x) = η. Убедимся теперь, что lim

x→+∞
f(x) = η.

Действительно, так как

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = f0(x) +

∞∑

n=0

(fn+1(x)− fn(x)) (4.2)

и ряд (4.2) равномерно по x ∈ R+ сходится, то

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f0(x) +
∞∑

n=0

( lim
x→+∞

fn+1(x)− lim
x→+∞

fn(x)) = η.

Теорема доказана.

Докажем теперь следующую теорему об интегральной асимптотике
решения. Имеет место

Теорема 4. При условиях теоремы 1, если

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s) < +∞ (4.3)
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и существует

G′(η) <
1

l
(4.4)

где l := 2
b∫
a

β2(s)

β1(s)
dB(s), то решение f уравнения (1.1), построенное при

помощи последовательных приближений (2.1), удовлетворяет вклю-
чению

η − f ∈ L1(R
+). (4.5)

Доказательство. Сначала рассмотрим следующую характеристичес-
кую функцию на интервале [0, 1) :

χ(ε) :=
η −G(εη)

η(1− ε)
l.

Из условий a) − c) и 2) сразу следует, что χ(0) = l > 1, χ ∈ C[0, 1) и
χ(ε) монотонно убывает на интервале [0, 1) (рис. 1).

Рис. 1.

С другой стороны, согласно теореме Лопиталя и (4.4), имеем
χ(1−) := lim

ε→1−
χ(ε) = G′(η)l < 1. Из вышеперечисленных свойств харак-

теристической функции χ немедленно следует, что существует число
ε0 ∈ (0, 1), такое, что χ(ε0) = 1 и на интервале (ε0, 1) значение функции
χ меньше единицы. Поскольку lim

x→+∞
f(x) = η, то для любого ε ∈ (ε0, 1)

существует число r = r(ε) > 0, такое, что при x ≥ r имеет место
неравенство

f(x) > εη. (4.6)

Так как f ∈ C(R+) (по теореме 1), то достаточно доказать, что η − f ∈
L1(r,+∞). Пусть R > r — произвольное число. Тогда уравнение (1.1),
записывая в виде

η − f(x) = η

0∫

−∞

K(x, t)dt+

∞∫

0

K(x, t)(η −G(f(t)))dt, x ∈ R
+
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и при этом используя условия (4.3), (4.4), 1), 2), a), b), а также теорему
Фубини, будем иметь

0 ≤
R∫

r

(η − f(x))dx ≤ η

R∫

r

0∫

−∞

b∫

a

β2(s)e
−β1(s)|x−t|dB(s)dtdx+

+η

R∫

r

r∫

0

K(x, t)dtdx+

R∫

r

R∫

r

K(x, t)(η−G(f(t)))dtdx+η
R∫

r

∞∫

R

K(x, t)dtdx ≤

≤η
b∫

a

β2(s)

R∫

r

∞∫

x

e−β1(s)ydydxdB(s)+η

b∫

a

β2(s)

R∫

r

r∫

0

e−β1(s)|x−t|dtdxdB(s)+

+η

b∫

a

β2(s)

R∫

r

∞∫

R

e−β1(s)|x−t|dtdxdB(s) +

R∫

r

R∫

r

K(x, t)(η −G(f(t)))dtdx ≤

≤ η

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s) + η

b∫

a

β2(s)

R∫

r

x∫

x−r

e−β1(s)ydydxdB(s)+

+η

b∫

a

β2(s)

R∫

r

∞∫

R−x

e−β1(s)ydydxB(s) +

R∫

r

(η −G(f(t)))

R∫

r

K(x, t)dxdt ≤

≤ 3η

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s) + l

R∫

r

(η −G(f(t)))dt.

Итак, мы получим следующую оценку:

0 ≤
R∫

r

(η − f(x))dx ≤ 3η

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s) + l

R∫

r

(η −G(f(t)))dt. (4.7)

Используя условия a)−c), неравенство (4.6) для x ≥ r и оценку χ(ε) < 1,
при ε ∈ (ε0, 1), можно утверждать, что (рис. 2)

η −G(f(t)) ≤ χ(ε)

l
(η − f(t)), t ≥ r. (4.8)

Из (4.7) и (4.8) приходим к неравенству

0 ≤
R∫

r

(η − f(x))dx ≤ 3η

1− χ(ε)

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s). (4.9)
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В (4.9) устремляя число R→ ∞, заключаем, что η − f ∈ L1(r,+∞) и

∞∫

r

(η − f(x))dx ≤ 3η

1− χ(ε)

b∫

a

β2(s)

β21(s)
dB(s) < +∞.

Таким образом, теорема доказана.

Рис. 2.

5. Примеры

В конце работы для полноты изложения приведем примеры функций
α, β и G. Рассмотрим следующие примеры для функции α(x, s) :

α1) α(x, s) = β1(s) + (β2(s)− β1(s))
x

x+ 1
, x ∈ R+, s ∈ [a, b),

α2) α(x, s) = β1(s) + (β2(s)− β1(s)) sin
2 x, x ∈ R+, s ∈ [a, b).

Приведем также примеры функций {βj(s)}j=1,2, s ∈ [a, b) :

γ1) β1(s) = s, β2(s) = s2, a = 1, b = +∞,

γ2) β1(s) = e−s, β2(s) ≡ 1, a > 0, b = +∞.

Для примера γ1) в качестве B(s) можно выбрать функцию B(s) =

− 1

2s3
, s ∈ [1,+∞), а в случае примера γ2) в качестве функции B(s)

можно выбрать B(s) = 1√
π

s∫
a
e−(t−a)2dt, s ∈ [a,+∞), a > 0, b = +∞.

Перейдем теперь к примерам для функции G :

g1) G(u) = uα0η1−α0 , α0 ∈ (0, 1), u ∈ R+,

g2) G(u) =
η

1−e−η (1− e−u), 0 < η ≤ 1, u ∈ R+.
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Подробно остановимся на примере g2) и проверим выполнение условий
a)−d) и (4.4). Во-первых, очевидно, что G(0) = 0, G′(u) = η

1−e−η e
−u > 0,

G′′(u) = −η
1−e−η e

−u < 0, u ∈ R+, G(η) = η. Таким образом, условия

a)−c) выполнены. Проверим условие d). Рассмотрим функцию Γσ(u) :=
G(σu)

G(u)
= 1−e−σu

1−e−u , u ∈ (0, η]. Очевидно, что

∂Γσ(u)

∂u
=
σe−σu − e−u + (1− σ)e−(1+σ)u

(1− e−u)2
.

Убедимся, что для всех σ ∈ [0, 1] и u ∈ (0, η] выполняется неравенство

σe−σu − e−u + (1− σ)e−(1+σ)u ≥ 0. (5.1)

Рассмотрим функцию Lσ(u) = σe−σu − e−u + (1− σ)e−(1+σ)u, u ∈ (0, η],
σ ∈ [0, 1]. Очевидно, что Lσ(+0) = 0, σ ∈ [0, 1] и

∂Lσ(u)

∂u
= −σ2e−σu + e−u − (1− σ2)e−(1+σ)u =

= e−(1+σ)u(−σ2eu + eσu − 1 + σ2), u ∈ (0, η], σ ∈ [0, 1].

Докажем, что −σ2eu + eσu − 1 + σ2 ≥ 0, u ∈ (0, η], σ ∈ [0, 1]. Заметим,
что для функции Qσ(u) = eσu − 1 + σ2 − σ2eu :

Qσ(0)=0,
∂Qσ(u)

∂u
=σeσu−σ2eu=σeσu(1−σe(1−σ)u) ≥ σeσu(1−σe1−σ)≥0,

ибо η ∈ (0, 1], u ∈ (0, η], а eσ−1 ≥ σ. Проверим наконец условие (4.4) для
примера g2) в случае, когда функции {βj(s)}j=1,2 задаются согласно

γ1), а B(s) = − 1

2s3
, s ∈ [1,+∞). Очевидно, что G′(η) =

η

eη − 1
и l =

3
∞∫
1

1

s3
ds =

3

2
. Так как eη − 1 > η +

η2

2
+
η3

6
, то

G′(η)l <
3η

2(η +
η2

2
+
η3

6
)

=
3

2(1 +
η

2
+
η2

6
)

=
3

2 + η +
η2

3

< 1

при η∈
(√

21 − 3

2
, 1

]
. Следовательно, условие (4.4) также выполняется.
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6. Заключение

В статье изучено нелинейное интегральное уравнение со специаль-
ным субстохастическим ядром, имеющее приложение в кинетической
теории газов в рамках модифицированной модели БГК. Доказаны кон-
структивные теоремы существования и единственности в классе нетри-
виальных неотрицательных и ограниченных функций на положитель-
ной полупрямой. При дополнительном ограничении на нелинейность
установлена также интегральная асимптотика построенного решения.
Приведены конкретные прикладные примеры функций α, β и G, удо-
влетворяющих всем условиям доказанных теорем.
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