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Аннотация. Предлагается матричная реализация метода коллокации для по-
строения решения интегральных уравнений Вольтерра второго рода с применением
систем ортогональных полиномов Чебышева первого рода и полиномов Лежандра.
Подынтегральная функция в рассматриваемых уравнениях представляется в виде
частичной суммы ряда по этим многочленам. В качестве точек коллокаций выби-
раются корни полиномов Чебышева и Лежандра. С использованием матричных и
интегральных преобразований, свойств конечных сумм произведений этих полино-
мов и весовых функций в нулях соответствующих многочленов со степенью, равной
числу узлов, интегральные уравнения приводятся к системам линейных алгебра-
ических уравнений относительно неизвестных значений искомых функций в этих
точках. В результате решения интегральных уравнений Вольтерра второго рода
находятся путем полиномиальных интерполяций полученных значений функций в
точках коллокаций с использованием обратных матриц, элементы которых запи-
сываются на основе ортогональных соотношений для этих полиномов. Элементы
интегральных матриц также приводятся в явном виде. Получены оценки погреш-
ностей построенных решений по бесконечной норме. Представлены результаты про-
веденных вычислительных экспериментов, которые демонстрируют эффективность
использованного метода коллокации.
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Abstract. The paper proposes a matrix implementation of the collocation method for
constructing a solution to Volterra integral equations of the second kind using systems
of orthogonal Chebyshev polynomials of the first kind and Legendre polynomials. The
integrand in the equations considered in this work is represented as a partial sum of a
series for these polynomials. The roots of the Chebyshev and Legendre polynomials are
chosen as collocation points. Using matrix and integral transformations, properties of
finite sums of products of these polynomials and weight functions at the zeros of the
corresponding polynomials with degree equal to the number of nodes, integral equations
are reduced to systems of linear algebraic equations for unknown values of the sought
functions at these points. As a result, solutions to Volterra integral equations of the
second kind are found by polynomial interpolations of the obtained function values at
collocation points using inverse matrices, the elements of which are written on the basis
of orthogonal relations for these polynomials. In the presented work, the elements of
integral matrices are also given in explicit form. Error estimates for the constructed
solutions with respect to the infinite norm are obtained. The results of computational
experiments are presented, which demonstrate the effectiveness of the collocation method
used.
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1. Введение

Существенную роль в задачах математического моделирования ди-
намических систем в различных областях науки играют интегральные
уравнения типа Вольтерра [5;19;22]. Разработке методов решения этих
уравнений посвящено много исследований [10;18]. В [7–9] для построе-
ния решения использованы многочлены Чебышева, в [15; 20] — много-
члены Лежандра. В [3] описан алгоритм, основанный на методе квадра-
турных сумм, для получения решения интегрального уравнения Воль-
терра первого рода типа свертки. В [21] предложен проекционный метод
полиномиальной сплайн-коллокации для решения интегральных урав-
нений Вольтерра первого рода с кусочно-непрерывными ядрами. Для
аппроксимации интегралов использована квадратурная формула Гаус-
са. Для решения интегрального уравнения Вольтерра со слабосингу-
лярными ядрами в [12] использован метод Галеркина. В [11] метод
коллокации Тейлора применен для решения двумерных интегральных
уравнений Вольтерра. С помощью полиномов Эйлера и Дженокки си-
стема линейных интегральных уравнений Вольтерра преобразуется в
матричное уравнение для получения численного решения в [17] и [14]
соответственно.

Представленная работа посвящена построению решения на основе
полиномиальной аппроксимации интегрального уравнения Вольтерра
второго рода

u(x) +

x∫

−1

K(x, y)u(y)dy = f(x), (1.1)

где u(x) — неизвестная функция (−1 ≤ x ≤ 1); K(x, y) — ядро ин-
тегрального уравнения (1.1); f(x) — свободный член этого уравнения.
Функции K(x, y) и f(x) непрерывны в своей области определения. При
этом условии рассматриваемое уравнение (1.1) имеет единственное ре-
шение в классе функций, непрерывных на отрезке [−1, 1] [1], и подынте-
гральная функция в (1.1) представляется в виде частичной суммы ряда
по полиномам Чебышева и Лежандра, которая записывается в виде про-
изведения матриц, элементами которых являются многочлены и коэф-
фициенты в этой сумме. Путем выбора нулей этих полиномов в качестве
точек коллокации интегральное уравнение (1.1) приводится к систе-
мам линейных уравнений относительно неизвестных значений искомых
функций в этих точках. При этом применяются соотношения ортого-
нальности для рассматриваемых многочленов и интегральные формулы
[16;18]. В отличие от [7] вычисление интегралов от матриц, элементами
которых являются соответствующие полиномы, осуществляется путем
произведения этих матриц на квадратные матрицы достаточно просто-
го вида, определение элементов которых приводится в представленной



22 О.В. ГЕРМИДЕР, В.Н.ПОПОВ

работе. Последнее в значительной степени может способствовать оп-
тимизации при вычислении значений кратных интегралов. Решения
интегральных уравнений в представленной работе находятся путем по-
линомиальной интерполяции полученных значений функций в точках
коллокаций. Обратная матрица при этом записывается в явном виде в
отличие от [7]. Получены оценки погрешностей построенных решений
по бесконечной норме. При этом дополнительно, следуя [7], предполага-
лось, что ядро K(x, y) и функция f(x) достаточно дифференцируемы
для существования и непрерывности производных функции u(x) [21].
В этом случае полученная оценка для многочленов Чебышева соот-
ветствует результатам, приведенным в [7]. Представлены результаты,
показывающие эффективность использованного метода коллокации.

2. Построение решения уравнения Вольтерра с
использованием полиномов Чебышева

Полиномы Чебышева образуют ортогональную систему и определя-
ются на отрезке [−1, 1], согласно [16], как

Tj(y) = cos(j arccos y), j ≥ 0. (2.1)

Рекуррентная формула для них имеет вид [16]

T0(y) = 1, T1(y) = y, Tj+1(y) = 2yTj(y)− Tj−1(y), j ≥ 1. (2.2)

Представляем функцию K(x, y)u(y) в виде частичной суммы ряда
по полиномам Чебышева:

Kn(x, y)un(y) =

n∑

j=0

aj(x)Tj(y) = T(y)A(x), y ∈ [−1, 1], (2.3)

где T(y) — матрица-строка размером 1× n′ (n′ = n+ 1):

T(y) = (T0(y)T1(y) . . . Tn−1(y)Tn(y)) ,

неизвестная матрица-столбец A имеет размер n′ × 1, элементами кото-
рой являются коэффициенты в разложении (2.3): A = (a0 . . . an−1 an)

T .
В качестве узлов в (1.1) и (2.3) выберем нули многочлена Tn+1:

xk = yk = cos

(
π(2n − 2k + 1)

2(n + 1)

)
, k = 0, n. (2.4)

Используя представление (2.3), для интеграла в (1.1) имеем

xk∫

−1

Kn(xk, y)un(y)dy =




xk∫

−1

T(y)dy


A(xk). (2.5)
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Найдем интегралы от полиномов Чебышева. Из (2.2) получаем

xk∫

−1

T0(y)dy = T1(x) + T0(x),

x∫

−1

T1(y)dy =
T2(x)

4
− T0(x)

4
. (2.6)

Для полиномов Чебышева степени j ≥ 2, используя равенство [16]

2

∫
Tj(y)dy =

Tj+1(y)

j + 1
− Tj−1(y)

j − 1
,

подставляя в него пределы интегрирования и учитывая, что Tj(−1) =
(−1)j , находим

2

x∫

−1

Tj(y)dy =
Tj+1(x)

j + 1
− Tj−1(x)

j − 1
+

2 · (−1)j+1

j2 − 1
. (2.7)

Применяя (2.6) и (2.7) и учитывая, что Tn+1(xk) = 0, запишем

xk∫

−1

T(y)dy = T(xk)G, (2.8)

где G — квадратная матрица размером n′ × n′, в которой элементы
первой строки, отличные от нуля:

G0 0 = 1, G0 1 = −1

4
, G0 j =

(−1)j+1

j2 − 1
, j = 2, n,

а ненулевые элементы второй строки: G1 0 = 1, G1 2 = −1/2, парные
ненулевые элементы остальных строк, за исключением последней:

Gj j+(−1)i =
(−1)i+1

2j
, i = 1, 2, j = 2, n − 1,

в последней строке отличен от нуля только элемент Gn n−1 = 1/(2n).
Здесь и ниже нумерацию строк и столбцов в матрицах начинаем с нуля.

Подставляя точки yk (k = 0, n) в (2.3), приходим к уравнению отно-
сительно A:

JA(xk) = K(xk) ◦U, (2.9)

где J — квадратная матрица размером n′ × n′, в которой k-я строка
T(yk) (k = 0, n), матрицы K(xk) и U имеют размер n′ × 1: K(xk) =
(K(xk, y0) K(xk, y1) . . . K(xk, yn))

T и U = (u(x0)u(x1) . . . u(xn))
T , зна-

ком ◦ обозначено поэлементное произведение Адамара матриц K и
U [13]. Из (2.9) находим A:

A = J−1 (K ◦U) . (2.10)
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Обратную матрицу J−1 к J получаем, транспонируя J, умножая за-
тем JT на 2/(n + 1) и поделив элементы первой строки этой матрицы
на 2. Описанный процесс получения J−1 вытекает из равенства [16;18]:

n∑

k=0

Tj1(yk)Tj2(yk)wT (yk) = γT,j1δj1,j2 , wT (yk) =
π

n+ 1
,

где δj1,j2 — символ Кронекера, γT,0 = π, γT,j = π/2 (j > 0).
Подставляя (2.4) в (1.1) и используя (2.5), (2.8) и (2.10), получаем

u(xk) +T(xk)GJ−1 (K(xk) ◦U) = f(xk), k = 0, n. (2.11)

В матричном виде система уравнений (2.11) относительно неизвест-
ной матрицы U имеет вид

(
E+ JGJ−1 ◦W

)
U = F, (2.12)

где E — единичная матрица размером n′ × n′, W — квадратная мат-
рица размером n′ × n′, в которой k-я строка — KT (xk) (k = 0, n);
F = (f(x0) f(x1) . . . f(xn))

T . Решение уравнения (2.12) находим LU -
методом. Функцию u(x) получаем, используя ее представление в виде
частичной суммы ряда по полиномам Чебышева

un(x) = T(x)B, x ∈ [−1, 1], (2.13)

где элементы матрицы-столбца B = (b0 b1 . . . bn−1 bn)
T , которые явля-

ются коэффициентами в этом разложении, восстанавливаем на основе
U с помощью обратной матрицы J−1 к J:

B = J−1U. (2.14)

3. Построение решения уравнения Вольтерра с
использованием полиномов Лежандра

Полиномы Лежандра образуют ортогональную систему и определя-
ются на отрезке t ∈ [−1, 1] формулой Родрига [4]:

P0(y) = 1, Pj(y) =
1

2jj!

dj

dyj
(
y2 − 1

)j
, j ≥ 1. (3.1)

Рекуррентная формула для них имеет вид [4]

P1(y) = y, (j + 1)Pj+1(y) = (2j + 1)yPj(y)− jPj−1(y), j ≥ 1. (3.2)

Представляем функцию K(x, y)u(y) в виде частичной суммы ряда
по полиномам Лежандра:

Kn(x, y)un(y) =

n∑

j=0

aj(x)Pj(y) = P(y)A(x), y ∈ [−1, 1], (3.3)
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где P(y) = (P0(y)P1(y) . . . Pn−1(y)Pn(y)), элементами искомой матрицы
A являются коэффициенты в разложении (3.1).

В качестве узлов в (1.1) и (3.1) выберем нули многочлена Pn+1.
Находим их согласно [18] как собственные значения симметричной мат-
рицы L размерами n′ × n′ с ненулевыми элементами Lk+1 k = Lk k+1 =
(k + 1)/

√
4(k + 1)2 − 1 (k = 0, n− 1) [18]. Заметим, что нули много-

члена Pn+1 симметричны относительно нуля, как и нули многочлена
Чебышева Tn+1. Укажем при n = 9 собственные значения матрицы L,
вычисленные с точностью 10−4: y9 = −y0 = 0, 9739, y8 = −y1 = 0, 8651,
y7 = −y2 = 0, 6794, y6 = −y3 = 0, 4334 и y5 = −y1,4 = 0, 1489. Для
многочлена Чебышева T10 его нули, найденные по формуле (2.4) с точ-
ностью 10−4, имеют значения: y9 = −y0 = 0, 9877, y8 = −y1 = 0, 8910,
y7 = −y2 = 0, 7070, y6 = −y3 = 0, 4540 и y5 = −y4 = 0, 1564.

Используя представление (3.3), для интеграла в (1.1) имеем

xk∫

−1

Kn(xk, y)un(y)dy =




xk∫

−1

P(y)dy


A(xk). (3.4)

Найдем интегралы от полиномов Лежандра. Из (3.2) получаем

x∫

−1

P0(y)dy = P1(x) + P0(x),

x∫

−1

P1(y)dy =
P2(x)

3
− P0(x)

3
. (3.5)

Для полиномов Лежандра степени j ≥ 2, интегрируя в пределах от
0 до x левую и правую части равенства [18]

(2j + 1)Pj(y) =
dPj+1(y)

dy
− dPj−1(y)

dy

и учитывая, что Pj(−1) = (−1)j , имеем

(2j + 1)

x∫

−1

Pj(y)dy = Pj+1(y)− Pj−1(y). (3.6)

Применяя (3.5) и (3.6) и учитывая, что Pn+1(xk) = 0, запишем

xk∫

−1

P(y)dy = P(xk)G, (3.7)

где G — квадратная матрица размером n′×n′, в которой ненулевые эле-
менты первого столбца: G0, 0 = 1, G1, 1 = 1, ненулевые парные элементы
остальных столбцов, за исключением последнего:

Gj+(−1)i, j =
(−1)i+1

2j + 1
, i = 1, 2, j = 1, n − 1,
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в последнем столбце отличен от нуля элемент Gn−1n = 1/(2n + 1).
Подставляя точки yk (k = 0, n) в (3.3), приходим к уравнению (2.9)

относительно A, в котором матрица J определяется через P: k-й стро-
кой матрицы J в этом случае является P(yk). Обратную матрицу J−1

к J в (2.10) получаем, используя равенство [6; 18]:

n1∑

k=0

Pj1(xk)Pj2(xk)wP (xk) = γP,j1δj1,j2 , γP,j =
2

2j + 1
, (3.8)

wP (xk) =
2

(1− x2k)
(
P ′
n+1(xk)

)2 =
2(1 − x2k)

(n+ 2)2P 2
n+2(xk)

.

В этом случае элементы J−1 определяем через элементы J: (J−1)j,k =
Jk,jwP (xk)/γP,j (j, k = 0, n).

Подставляя (3.3) в (1.1) и используя (2.10) и (3.7), приходим к урав-
нению (2.12) относительно неизвестной матрицы U. Решение уравне-
ния (2.12) находим LU -методом. Функцию u(x) получаем, используя ее
представление в виде частичной суммы ряда по полиномам Лежандра:

un(x) = P(x)B, x ∈ [−1, 1], (3.9)

где элементы матрицы-столбца B = (b0 b1 . . . bn−1 bn)
T , которые явля-

ются коэффициентами в этом разложении, восстанавливаем на основе
U с помощью обратной матрицы J−1 к J по формуле (2.14).

4. Погрешность вычислений с использованием полиномов
Чебышева

Предполагаем, что функция u(x) непрерывно дифференцируема n+1
раз на отрезке [−1, 1]. Обозначая Mn+1 максимум величины |u(n+1)(x)|
на отрезке [−1, 1], запишем неравенство [4]

|u(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max

−1≤x≤1
|ωn+1(x)|, x ∈ [−1, 1], (4.1)

где ωn+1(x) = (x−x0)(x−x1) . . . (x−xn), Ln(x) — многочлен Лагранжа

Ln(x) =

n∑

k=0

u(xk)
ωn+1(x)

(x− xk)ω
′
n+1(xk)

, k = 0, n. (4.2)

Поскольку в качестве узлов в (1.1) выбраны нули многочлена
Tn+1(x), то ωn+1(x) = κTn+1(x). Найдем κ, используя [16]:

Tj(x) =

[j/2]∑

k=0

ςkx
j−2k, ςk =

(−1)k2j−2k−1j(j − k − 1)!

(j − 2k)!k!
,
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где [j/2] — целая часть числа j/2. Откуда ς0 = 2n для многочлена
Tn+1(x), а следовательно, κ = 1/ς0 = 2−n и

ωn+1(x) = 2−nTn+1(x). (4.3)

Подставляя (4.3) в (4.1) и учитывая |Tn+1(x)| ≤ 1 для любого значе-
ния x из [−1, 1], приходим к неравенству вида

|u(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

2n(n+ 1)!
, x ∈ [−1, 1]. (4.4)

Оценим

‖u(x) − un(x)‖∞ ≤ ‖u(x)− Ln(x)‖∞ + ‖Ln(x)− un(x)‖∞, (4.5)

где норма равномерной сходимости в пространстве непрерывных на
отрезке [−1, 1] функций

‖u(x)‖∞ = max
−1≤x≤1

|u(x)|. (4.6)

Из (4.4) и (4.6) следует

‖u(x) − Ln(x)‖∞ ≤ Mn+1

2n(n+ 1)!
. (4.7)

Для оценки второго слагаемого в (4.5) запишем

Ln(x) =

n∑

j=0

be,jTj(x) = T(x)Be, x ∈ [−1, 1], (4.8)

где элементы матрицы Be = (be,0 be,1 . . . be,n−1 be,n)
T восстанавливаем на

основе значений функции u(x) в узлах (2.4):

Be = J−1Ue, Ue = (u(x0)u(x1) . . . u(xn))
T . (4.9)

Используя (2.13) и (4.8), имеем

‖Ln(x)− un(x)‖∞ ≤
n∑

j=0

|bj − be,j|‖Tj(x)‖∞ = ‖B −Be‖1, (4.10)

где ‖B−Be‖1 =
n∑

j=0
|bj − be,j| — абсолютная норма вектора B−Be [2].

Из (2.14) и (4.9), построения матрицы J−1, аксиом векторных норм
и неравенства Коши – Буняковского следует

‖B−Be‖1 ≤
2

n+ 1

n∑

i=0

‖ (Ti(x0)Ti(x1) . . . Ti(xn)) ‖E‖U−Ue‖E ,
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где ‖ · ‖E — евклидовая норма вектора [2].
Поскольку ‖ (T0(x0) T0(x1) . . . T0(xn)) ‖E =

√
n+ 1,

‖ (Ti(x0) Ti(x1) . . . Ti(xn)) ‖E =

√
n+ 1

2
, i = 1, n, (4.11)

то
‖Ln(x)− un(x)‖∞ ≤ ‖U −Ue‖E

√
2(n + 1). (4.12)

Для оценки ‖U−Ue‖E уравнение (1.1) в узлах (2.4) запишем в виде

u(xk) +

xk∫

−1

Qk,n(y)dy +

xk∫

−1

(K(xk, y)u(y) −Qk,n(y))dy = f(xk), (4.13)

где Qk,n(y) — интерполяционный многочлен Лагранжа, соответствую-
щий системе узлов (2.4) и функции K(xk, y)u(y) (k = 0, n). Тогда

(
E+ JGJ−1 ◦W

)
Ue +R = F, (4.14)

где R = (R0R1 . . . Rn)
T : Rk =

xk∫
−1

(K(xk, y)u(y)−Qk,n(y))dy (k = 0, n).

Из (2.12) и (4.14) получаем

‖U−Ue‖E = ‖HR‖E ≤
∥∥∥
(
E+ JGJ−1 ◦W

)−1
∥∥∥
E
‖R‖E , (4.15)

где H =
(
E+ JGJ−1 ◦W

)−1
. Учитывая соотношение эквивалентности

для евкидовой и спектральной норм матрицы H, имеем

‖H‖E ≤
√
n+ 1 ‖H‖2 =

√
(n+ 1)λ,

где λ — максимальное по модулю собственное значение матрицы HHT .
Предполагая, что функция K(xk, y)u(y) непрерывно дифференциру-

ема n + 1 раз на отрезке [−1, 1], обозначая Nn+1 максимум величины
|(K(xk, y)u(y))

(n+1)| в области [−1, 1]× [−1, 1], находим

‖R‖E ≤ Nn+1

2n(n+ 1)!




n∑

k=0




1∫

−1

1 · dy




2



1/2

=
Nn+1

√
n+ 1

2n−1(n + 1)!
.

В результате

‖u(x)− un(x)‖∞ ≤ Mn+1

2n(n+ 1)!
+
Nn+1

√
2

2n−1n!
‖H‖E ,

и ‖u(x)− un(x)‖∞ → 0 при n→ ∞.
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5. Погрешность вычислений с использованием полиномов
Лежандра

В качестве узлов в (1.1) в этом случае выбраны нули многочлена
Pn+1(x), следовательно, ωn+1(x) = κPn+1(x). Найдем κ, используя [18]:

Pj(x) =

[j/2]∑

k=0

ςkx
j−2k, ςk =

(−1)k22j−2k

2jk!(j − k)!(j − 2k)!
.

Откуда ς0 = (2n+ 2)!/(2n+1(n+ 1)!2) для многочлена Pn+1(x), а κ =
1/ς0. Тогда

ωn+1(x) =
2n+1(n+ 1)!2

(2n + 2)!
Pn+1(x). (5.1)

Подставляя (5.1) в (4.1) и учитывая |Pn+1(x)| ≤ 1 для любого значе-
ния x из [−1, 1], приходим к неравенству вида

|u(x)− Ln(x)| ≤
2n+1Mn+1(n+ 1)!

(2n + 2)!
, x ∈ [−1, 1]. (5.2)

Оценим (4.5). Из (4.4) и (5.2) следует

‖u(x) − Ln(x)‖∞ ≤ 2n+1Mn+1(n + 1)!

(2n+ 2)!
. (5.3)

Для оценки второго слагаемого в (4.5) запишем

Ln(x) =

n∑

j=0

be,jPj(x) = P(x)Be, x ∈ [−1, 1]. (5.4)

Используя (3.8), (3.9) и (5.4) и неравенство Коши, имеем

‖Ln(x)− un(x)‖∞ ≤
n∑

j=0

|bj − be,j|‖Pj(x)‖∞ = ‖B−Be‖1 ≤

≤ 2√
n+ 2

n∑

i=0

γ−1
P,i




n∑

j=0

wP (xj)Pi(x0)
2




1/2

‖U−Ue‖E ≤

≤
√

2

n+ 2

(
n∑

i=0

√
2i+ 1

)
‖U−Ue‖E ≤ 2(n + 1)‖U −Ue‖E .

Для оценки ‖U − Ue‖E уравнение (1.1) в узлах, которые являют-
ся нулями многочлена Pn+1(x), запишем в виде (4.13). В этом случае
интерполяционный многочлен Лагранжа Qk,n(y) соотвествует корням
Pn+1(x) и функции K(xk, y)u(y).
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Используя (2.12) и (4.14), приходим к (4.15). Обозначая Nn+1 макси-
мум величины |(K(xk, y)u(y))

(n+1)| в области [−1, 1]× [−1, 1], находим

‖R‖E ≤ 2n+2
√
n+ 1Nn+1(n+ 1)!

(2n+ 2)!
.

В результате получаем

‖u(x)− un(x)‖∞≤ 2n+1Mn+1(n+ 1)!

(2n + 2)!
+

2n+3(n + 1)3/2Nn+1(n + 1)!

(2n + 2)!
‖H‖E

и ‖u(x)− un(x)‖∞ → 0 при n→ ∞.

6. Результаты вычислений и их анализ

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра второго рода [7; 20]

u(x) +

x∫

−1

u(y) exp(xy)dy = f(x), −1 ≤ x ≤ 1, (6.1)

где f(x) = exp(4x)+(exp(x2+4x)−exp(−x−4))/(x+4). Аналитическое
решение уравнения (6.1) имеет вид ue(x) = exp(4x). Во втором и пятом
столбцах табл. 1 приведены значения отклонений построенных решений
(2.13) и (3.9) от точного ue по бесконечной норме векторов значений
этих функций, вычисленных в равномерно распределенных точках на
отрезке [−1, 1]:

e∞ = ‖U−Ue‖∞ = max
0≤i≤200

|un(xi)− ue(xi)|.

В табл. 1 в случае использования полиномов Чебышева соответству-
ющее отклонение имеет обозначение eT,∞, для полиномов Лежандра —
eP,∞. В скобках у числовых значений полученных отклонений указана
степень у 10. В шестом столбце приведены соответствующие результа-
ты из [20] для полиномов Лежандра. В третьем и седьмом столбцах
этой таблицы представлены значения отклонений полученных решений
(2.13) и (3.9) между последовательными итерациями n− 1 и n:

en = max
0≤i≤200

|un(xi)− un−1(xi)|, ẽ∞ = max
0≤i≤200

|Ln(xi)− ue(xi)|.

В четвертом и восьмом столбцах табл. 1 указаны значения отклоне-
ний ẽ∞ итерполяционного полинома Ln(x), построенного по формулам
(2.13), (2.14) и (3.9) на основе значений функции ue(x) = exp(4x) в
корнях полиномов Чебышева и Лежандра степени n + 1, от значений
ue(x).
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Таблица 1

Значения отклонений e∞, en и ẽ∞ в зависимости от n для уравнения (6.1)

n eT,∞ eT,n ẽT,∞ eP,∞ eP,∞ [20] eP,n ẽP,∞

8 9, 7(−3) 3, 8(−2) 6, 1(−3) 2, 3(−2) 1, 9(−2) 8, 2(−2) 1, 6(−2)

10 3, 2(−4) 1, 6(−3) 2, 0(−4) 8, 9(−4) 6, 6(−4) 3.9(−3) 5, 8(−4)

12 8, 1(−6) 4, 7(−5) 4, 6(−6) 2, 5(−5) 1, 7(−5) 1, 3(−4) 1, 5(−5)

16 2, 5(−9) 1, 9(−8) 1, 1(−9) 8, 8(−9) 4, 6(−9) 6, 1(−8) 4, 2(−9)

20 3, 6(−13) 3, 4(−12) 1, 2(−13) 1, 4(−12) 5, 2(−13) 1, 2(−11) 4, 8(−13)

Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра второго рода [7]

u(x)−
x∫

−1

u(y)dy = cos(2πx)− 1

2π
sin(2πx)+exp(−1), −1 ≤ x ≤ 1. (6.2)

Аналитическое решение уравнения (6.2) имеет вид ue(x) = exp(x) +
cos(2πx). В табл. 2 приведены соответствующие значения полученных
отклонений e∞, en и ẽ∞ в зависимости от n для рассматриваемого
уравнения (6.2).

Таблица 2

Значения отклонений e∞, en и ẽ∞ в зависимости от n для уравнения (6.2)

n eT,∞ eT,n ẽT,∞ eP,∞ eP,n ẽP,∞

8 3, 9(−2) 2, 0(−1) 3, 7(−2) 1, 1(−1) 4, 6(−1) 1, 0(−1)

10 3, 5(−3) 2, 5(−2) 3, 3(−3) 1, 1(−2) 6, 7(−2) 1, 0(−2)

12 2, 1(−4) 2, 0(−3) 2, 0(−4) 7, 0(−4) 6, 2(−3) 6, 8(−4)

16 3, 3(−7) 5, 2(−6) 3, 2(−7) 1, 2(−6) 1, 9(−5) 1, 1(−6)

20 2.0(−10) 4, 8(−9) 2, 0(−10) 8, 3(−10) 1, 9(−8) 8, 1(−10)

Из табл. 1 и 2 видно, что решения уравнений Вольтерра второго
рода, полученные представленным методом c использованием нулей
многочленов Лежандра и Чебышева первого рода, с высокой точностью
совпадают с аналитическими решениями при сравнительно небольших
значениях n. Полученные значения отклонений между последователь-
ными итерациями en не превышают по бесконечной норме соответ-
ствующих значений отклонений e∞. Логарифмические значения e∞ по
основанию 10 не превосходят соответствующих результатов вычислений
из [7] для полиномов Чебышева. Отметим, что в отличии от [7] при
вычислении e∞ в равномерно распределенные точки [−1, 1] включены
концы этого отрезка. Построенные решения приближаются к соответ-
ствующим полиномиальным интерполяциям функций аналитических
решений по этой норме, что свидетельствует о хороших аппрокcима-
ционных свойствах метода.
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7. Заключение

В работе предложена реализация метода коллокаций для построения
решения интегральных уравнений Вольтерра второго рода с использо-
ванием нулей полиномов Чебышева и Лежандра на основе соотношений
ортогональности и интегральных формул для этих полиномов и мат-
ричных преобразований. Получены оценки погрешности предлагаемого
метода по бесконечной норме. Представленные результаты вычисли-
тельных экспериментов показывают эффективность использованного
метода коллокации, который может быть применен для построения
решений интегральных уравнений Фредгольма второго рода.
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