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абстрактного дифференциального уравнения второго порядка. Неоднородное слага-
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т. е. порядок производной в финальном условии совпадает с порядком уравнения.
Для поставленной задачи получен критерий единственности решения, выраженный
в спектральных терминах. Указано достаточное условие единственности решения.
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Введение

Теорию обратных задач будем понимать в духе известных моно-
графий [6; 23]. На этой основе дадим развернутое изложение нашей
предыдущей заметки [3]. Продолжим исследование одной новой обрат-
ной задачи для абстрактного дифференциального уравнения второго
порядка в банаховом пространстве. Требуется найти неизвестное неод-
нородное слагаемое в уравнении при помощи дополнительного условия,
заданного в финальный момент времени t = T > 0.

Изначально похожие обратные задачи рассматривались при тех или
иных специальных ограничениях на тип дифференциального уравнения
(см., например, [4; 7; 8; 11; 19; 23]). Затем было обнаружено, что вопрос
единственности решения часто допускает полное исследование при мак-
симально общих предположениях (см. [1;16;17;22]). В указанных рабо-
тах в качестве дополнительного условия для уравнения второго порядка
выбиралось одно из следующих соотношений:
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i) u(T ) = vT (финальное переопределение первого рода);

ii) u′(T ) = vT (финальное переопределение второго рода);

iii) αu(T )+βu′(T ) = vT (финальное переопределение третьего рода).

Здесь vT — заданный элемент основного банахова пространства, где
рассматривается уравнение, а α, β ∈ C\{0} — числовые коэффициенты.

Сейчас также без всяких ограничений на тип дифференциально-
го уравнения будем изучать задачу для того же уравнения второго
порядка с новым финальным условием

iv) u′′(T ) = vT .

Такое соотношение естественно называть переопределением повышен-
ного типа.

Порядок производной во взятом переопределении совпадает с поряд-
ком дифференциального уравнения. Ситуация напоминает известную
задачу Вентцеля (см. [5; 10]), где краевое условие содержит дифферен-
циальный оператор того же порядка, что и само дифференциальное
уравнение.

1. Постановка задачи

Пусть E — комплексное банахово пространство и A — линейный
замкнутый оператор в E с областью определения D(A) ⊂ E (не обя-
зательно плотной в E). Зафиксируем вещественное число T > 0. На
отрезке [ 0, T ] рассмотрим абстрактное дифференциальное уравнение
второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g, 0 6 t 6 T, (1.1)

с неизвестным элементом g из пространства E. Для одновременного
нахождения функции u : [ 0, T ] → E и элемента g добавим условия

u(0) = u0, u′(0) = u1, u′′(T ) = u2 (1.2)

с заданными элементами u0, u1, u2 ∈ E. Задача (1.1), (1.2) относится
к классу обратных задач (см. [6; 23]).

Пару (u(t), g) назовем решением обратной задачи (1.1), (1.2), если

u ∈ C2( [ 0, T ], E ), u(t) ∈ D(A) при 0 6 t 6 T, g ∈ E, (1.3)

и выполнены все соотношения (1.1), (1.2). Для согласования требований
в условиях (1.2) и (1.3) будем полагать, что u0 ∈ D(A). Из определения
следует, что Au ∈ C( [ 0, T ], E ).

Предположим что обратная задача (1.1), (1.2) с некоторыми элемен-
тами u0, u1, u2 разрешима. Поставим вопрос о единственности возмож-
ного решения (u(t), g).
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Пусть две пары (u(1)(t), g(1)) и (u(2)(t), g(2)) являются решениями
обратной задачи (1.1), (1.2). Тогда новая пара (u(t), g), где

u(t) = u(1)(t)− u(2)(t), g = g(1) − g(2),

удовлетворяет уравнению (1.1) и условиям

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′′(T ) = 0. (1.4)

Задача (1.1), (1.4) называется однородной обратной задачей. Очевидно,
что такая задача всегда имеет тривиальное решение

u(t) ≡ 0, g = 0. (1.5)

Любое другое решение однородной задачи (если оно есть) будем уже
считать нетривиальным.

Итак, вопрос единственности решения в обратной задаче (1.1), (1.2)
сводится к вопросу об отсутствии нетривиальных решений у однород-
ной обратной задачи (1.1), (1.4).

2. Элементарные решения

Для поиска возможных нетривиальных решений у однородной об-
ратной задачи (1.1), (1.4) составим ее скалярный аналог

y′′(t) = λ y(t) + 1, 0 6 t 6 T, (2.1)

y(0) = 0, y′(0) = 0, (2.2)

y′′(T ) = 0. (2.3)

Здесь λ ∈ C — спектральный параметр. Требуется найти значения λ,
при которых спектральная задача (2.1)–(2.3) является разрешимой, т. е.
имеет решение y(t) = y(t, λ) из класса C 2[ 0, T ] по переменной t.

Нетрудно понять, что каждому такому значению λ отвечает лишь
одно возможное решение y(t) = y(t, λ) (очевидно отличное от тожде-
ственного нуля).

Действительно, при фиксированном λ ∈ C рассмотрим задачу Ко-
ши (2.1), (2.2). Ее решение однозначно выражается в виде

y(t) =
ch (

√
λ t)− 1

λ
,

[
y(t) = t2/2 при λ = 0

]
. (2.4)

При этом

y′(t) =
sh (

√
λ t)√
λ

,
[
y′(t) = t при λ = 0

]
, (2.5)
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y′′(t) = ch (
√
λ t) ,

[
y′′(t) = 1 при λ = 0

]
. (2.6)

Подстановка выражения (2.6) в финальное условие (2.3) дает характе-
ристическое уравнение L(λ) = 0, где

L(λ) = L(λ, T ) ≡ ch (
√
λT ). (2.7)

Как видим, все нули λ ∈ C характеристической функции (2.7) слу-
жат спектральными значениями скалярной задачи (2.1)–(2.3), и других
спектральных значений быть не может.

Обратим внимание, что функции (2.4)–(2.6) являются целыми как
по переменной t, так и по параметру λ. Это очевидно из разложений

ch (
√
λ t)− 1

λ
=

∞∑

j=0

λj
t2j+2

(2j + 2)!
,

sh (
√
λ t)√
λ

=

∞∑

j=0

λj
t2j+1

(2j + 1)!
, ch (

√
λ t) =

∞∑

j=0

λj
t2j

(2j)!
.

Таким образом, никакой «многозначности», связанной с присутствием√
λ в формулах (2.4)–(2.7), не возникает. Отметим также связь ука-

занных разложений с теорией так называемых обобщённых экспонент,
или, как говорят еще, обобщенных λ-гиперболических функций (подроб-
нее про них см. [15]).

Нули характеристической функции (2.7) находятся элементарно и
выражаются формулой

λk = λk(T ) = − (2k − 1)2π2

4T 2
, k ∈ N. (2.8)

При подстановке значений (2.8) в выражение (2.4) получаем соответ-
ствующие функции

yk(t) = yk(t, T ) =
4T 2

(2k − 1)2π2

(
1− cos

(2k − 1)πt

2T

)
, k ∈ N. (2.9)

Непосредственно проверяется, что каждая из функций (2.9) удовлетво-
ряет всем соотношениям (2.1)–(2.3) со значением λ = λk, взятым из
формулы (2.8). Как следует из наших рассуждений, других решений
в спектральной задаче (2.1)–(2.3) нет.

Допустим, что какое-то из чисел λk вида (2.8) с некоторым k ∈ N

оказалось собственным значением оператора A из уравнения (1.1), и
существует собственный вектор fk ∈ D(A), fk 6= 0, такой, что

Afk = λk fk. (2.10)
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Тогда пара

u(t) =
4T 2

(2k − 1)2π2

(
1− cos

(2k − 1)πt

2T

)
fk, g = fk (2.11)

удовлетворяет соотношениям (1.1), (1.4), давая нетривиальное решение
этой задачи. Подобные решения (если они есть) будем называть эле-
ментарными решениями однородной обратной задачи (1.1), (1.4).

Зафиксируем установленный результат.

Лемма 1. Пусть число λk вида (2.8) с некоторым k ∈ N являет-
ся собственным значением оператора A в смысле (2.10) с собствен-
ным вектором fk ∈ D(A), fk 6= 0. Тогда однородная задача (1.1), (1.4)
имеет нетривиальное элементарное решение вида (2.11).

Доказательство. Предыдущие рассуждения данного пункта служат
обоснованием леммы 1. Проверку условий (1.1), (1.4) для пары (2.11)
можно также провести непосредственно (с учетом действующего ра-
венства (2.10)). Таким образом, указанная пара действительно дает
нетривиальное решение однородной обратной задачи (1.1), (1.4). Точ-
нее, подобных решений будет бесконечно много, поскольку собственный
вектор fk можно умножать на любую ненулевую константу.

Понятно, что в условиях леммы 1 единственность решения обрат-
ной задачи (1.1), (1.2) будет нарушаться, так как в соответствующей
однородной версии появятся нетривиальные решения вида (2.11).

Таким образом, для единственности решения в рассматриваемой об-
ратной задаче необходимо требовать, чтобы ни одно из чисел (2.8) не яв-
лялось собственным значением оператора A. Покажем, что отсутствие
таких собственных значений не только необходимо, но и достаточно
для желаемой единственности решения.

3. Критерий единственности решения

Рассматриваем однородную обратную задачу (1.1), (1.4) в исходных
предположениях из пункта 1. Установим следующий критерий, даю-
щий полный ответ на поставленный вопрос о единственности решения
обратной задачи.

Теорема 1. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Для
того чтобы однородная обратная задача (1.1), (1.4) имела на [ 0, T ]
только тривиальное решение (1.5), необходимо и достаточно, чтобы
ни одно из чисел

λk = − (2k − 1)2π2

4T 2
, k ∈ N, (3.1)

не являлось собственным значением оператора A.
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Доказательство. Необходимость. Пусть некоторое число λk вида (3.1)
является собственным значением оператора A в смысле (2.10) с соб-
ственным вектором fk ∈ D(A), fk 6= 0. Тогда (см. лемму 1) пара (2.11)
служит нетривиальным решением задачи (1.1), (1.4). Таким образом,
единственность решения обратной задачи будет нарушена.

Достаточность. Предположим, что ни одно из чисел λk вида (3.1)
не является собственным значением оператора A. Возьмем произволь-
ное решение (u(t), g) однородной задачи (1.1), (1.4). Покажем, что это
решение может быть только тривиальным, т. е. что u(t) ≡ 0 и g = 0.

Для производной u′(t) определим векторные коэффициенты Фурье:

fk =

T∫

0

u′(t) sin
(2k − 1)πt

2T
dt, k ∈ N. (3.2)

Преобразуем выражение (3.2). Интегрируя по частям, имеем

fk = u(T ) sin
(2k − 1)π

2
− (2k − 1)π

2T

T∫

0

u(t) cos
(2k − 1)πt

2T
dt, k ∈ N.

Принимая во внимание замкнутость оператора A и уравнение (1.1),
замечаем, что

Afk = Au(T ) sin
(2k − 1)π

2
− (2k − 1)π

2T

T∫

0

Au(t) cos
(2k − 1)πt

2T
dt =

= (u′′(T )− g) sin
(2k − 1)π

2
− (2k − 1)π

2T

T∫

0

u′′(t) cos
(2k − 1)πt

2T
dt +

+ g
(2k − 1)π

2T

T∫

0

cos
(2k − 1)πt

2T
dt

при всех k ∈ N. Слагаемые с элементом g взаимно уничтожаются.
Кроме того, так как u′′(T ) = 0 (см. (1.4)), то

Afk = − (2k − 1)π

2T

T∫

0

u′′(t) cos
(2k − 1)πt

2T
dt, k ∈ N.

Снова проинтегрируем по частям. Учитывая, что u′(0) = 0 (см. (1.4)),
придем к соотношениям

Afk = − (2k − 1)2π2

4T 2

T∫

0

u′(t) sin
(2k − 1)πt

2T
dt = λkfk,
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выполненным при всех k ∈ N с числами λk вида (3.1). Поскольку пред-
полагается, что ни одно из таких чисел не является собственным зна-
чением оператора A, то fk = 0 для любого векторного коэффициента
вида (3.2).

Итак, установили, что

fk ≡
T∫

0

u′(t) sin
(2k − 1)πt

2T
dt = 0

при всех значениях k ∈ N. Применяя к данным равенствам линейный
непрерывный функционал f∗ ∈ E∗, получим непрерывную скалярную
функцию ψ(t) = f∗(u′(t)), ортогональную на [ 0, T ] полной системе

{
sin

(2k − 1)πt

2T

}

k∈N

.

Отсюда следует, что ψ(t) = f∗(u′(t)) ≡ 0 всюду на [ 0, T ]. Выбор функ-
ционала f∗ ∈ E∗ был произвольным. Используя теорему Хана – Банаха
(см. [18, пункт 16.3]), заключаем, что u′(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Но тогда
и u(t) ≡ 0 (в силу условия u(0) = 0 из (1.4)). Здесь u(t) ≡ 0 — первый
компонент выбранного решения (u(t), g). Соотношение g = 0 очевидно
следует теперь из дифференциального уравнения (1.1). Решение одно-
родной обратной задачи (1.1), (1.4) может быть только тривиальным.
Теорема доказана.

Перенесем результат на неоднородную задачу (1.1), (1.2).

Теорема 2. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Для
того чтобы обратная задача (1.1), (1.2) с фиксированным T > 0 при
любом выборе элементов u0, u1, u2 ∈ E имела не более одного реше-
ния (u(t), g), необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел λk
вида (3.1) не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 2 непосредственно следует из теоремы 1.
Особо подчеркнем, что теоремы 1 и 2 дают критерий единственности

решения для любого линейного замкнутого оператора A, т. е. без всяких
ограничений на тип абстрактного дифференциального уравнения (1.1).

Выведем отсюда простое достаточное условие единственности реше-
ния обратной задачи.

Теорема 3. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E без соб-
ственных значений на луче (−∞, 0 ) ⊂ R. Тогда однородная обратная
задача (1.1), (1.4) имеет на [ 0, T ] только тривиальное решение (1.5)
и, следовательно, в задаче (1.1), (1.2) будет не более одного решения
при любом выборе значения T > 0 и элементов u0, u1, u2 ∈ E.
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Доказательство. Все числа (3.1) являются вещественными отрица-
тельными. Но, по предположению, оператор A не имеет собственных
значений на луче (−∞, 0 ). Таким образом, ни одно из чисел (3.1) не
может быть собственным значением оператора A. Применяя преды-
дущие теоремы 1 и 2, получаем нужные результаты о единственности
решения в однородной и неоднородной версиях обратной задачи.

Дадим иллюстрацию к нашей общей теории.

4. Модельный пример

В цилиндре Qh ≡ Ω× [ 0, h ] трехмерного пространства R3
(x,y,z) рас-

смотрим уравнение Пуассона

uxx + uyy + uzz = −g(x, y), (x, y) ∈ Ω, 0 6 z 6 h, (4.1)

с неизвестными функциями u = u(x, y, z) и g = g(x, y). Здесь Ω —
ограниченная выпуклая область в R2

(x,y) с гладкой (или кусочно глад-

кой) границей ∂Ω. Число h > 0 считаем фиксированным.
Для одновременного нахождения пары

{
u(x, y, z), g(x, y)

}
возьмем

следующий набор краевых условий:

u(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y) ∈ ∂Ω, 0 6 z 6 h, (4.2)

u(x, y, 0) = u0(x, y), uz(x, y, 0) = u1(x, y), (4.3)

uzz(x, y, h) = u2(x, y). (4.4)

Функция µ(x, y, z) задана при (x, y, z) ∈ ∂Ω × [ 0, h ], т. е. на боковой
поверхности цилиндра Qh. Функции u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y) заданы
в замыкании области Ω. Все эти функции предполагаем достаточно
гладкими. Для согласования условий будем считать, что

µ(x, y, 0) = u0(x, y), µz(x, y, 0) = u1(x, y), µzz(x, y, h) = u2(x, y)

для точек (x, y) ∈ ∂Ω.
Если трактовать уравнение (4.1) как уравнение стационарной теп-

лопроводности, то u = u(x, y, z) — неизвестная температура внутри ци-
линдра Qh, а g = g(x, y) — плотность стационарных источников тепла,
не зависящих от вертикальной координаты z.

Функции µ(x, y, z) и u0(x, y) выражают граничные значения самой
температуры u. Функция u1(x, y) — это температурный градиент на
поверхности z = 0, а функция u2(x, y) — это изменчивость того же
градиента на глубине z = h. В задачах геофизики естественно счи-
тать, что u2(x, y) ≡ 0, поскольку температурный градиент на больших
глубинах чаше всего сохраняет постоянное значение (см. [14, с. 259]).
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Похожие обратные задачи для эллиптических уравнений рассматри-
вались, например, в работах [2;11–13;20;21]. Новым моментом в нашем
исследовании является использование нестандартного краевого усло-
вия (4.4). В предыдущей заметке автора [2] было взято финальное пе-
реопределение второго рода в виде uz(x, y, h) = u2(x, y). Другие рабо-
ты [11–13; 20; 21] также использовали классические варианты краевых
условий.

Для доказательства единственности решения в задаче (4.1)–(4.4)
представим дифференциальное уравнение (4.1) в виде

uzz(x, y, z) = −∆u(x, y, z)− g(x, y), (x, y) ∈ Ω, 0 6 z 6 h, (4.5)

где ∆ ≡ ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 — двумерный оператор Лапласа. Добавим
к уравнению (4.5) однородные краевые условия

u(x, y, z) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, 0 6 z 6 h, (4.6)

u(x, y, 0) = 0, uz(x, y, 0) = 0, (4.7)

uzz(x, y, h) = 0, (4.8)

взятые в соответствии с набором условий (4.2)–(4.4).
Соотношения (4.5)–(4.8) можно интерпретировать как конкретный

пример однородной обратной задачи (1.1), (1.4) с оператором

A = −∆ ≡ −( ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 ) (4.9)

на области определения D(A) = { v ∈ C2(Ω): v |∂Ω = 0 } в банаховом
пространстве E = C(Ω) с обычной супремум-нормой. Область D(A) не
является плотной в пространстве E, но это допускается нашей теорией.
Ввиду естественных соображений мы используем сейчас переменную z
вместо t, фиксированное h > 0 вместо T > 0 и функцию (−g(x, y))
вместо элемента g ∈ E (ср. (4.5)–(4.8) с соотношениями (1.1), (1.4)).
Суть дела от этого не изменяется.

Составим спектральную задачу
{

∆ v(x, y) + λ v(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω,

v(x, y) |∂Ω = 0
(4.10)

с параметром λ∈C. Как известно, спектральные значения задачи (4.10)
на классе v ∈ C2(Ω) не могут быть вещественными отрицательными
(см. [14, с. 522]).

Таким образом, уравнение Av = λv с оператором (4.9) при λ < 0
имеет на D(A) лишь тривиальное решение v(x, y) ≡ 0. Иначе говоря,
собственные значения оператора A не попадают на луч (−∞, 0) ⊂ R.
Применяя теорему 3, получаем, что в задаче (4.5)–(4.8) должно быть
только тривиальное решение u(x, y, z) ≡ 0 и g(x, y) ≡ 0.

Возвращаясь к исходной задаче (4.1)–(4.4), получаем следующий ре-
зультат.
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Теорема 4. Пусть при некотором выборе функций µ, u0, u1, u2 об-
ратная задача (4.1)–(4.4) имеет два решения

{
u(1)(x, y, z), g(1)(x, y)

}
,
{
u(2)(x, y, z), g(2)(x, y)

}
,

таких, что их разность

u(x, y, z) ≡ u(1)(x, y, z) − u(2)(x, y, z), g(x, y) ≡ g(1)(x, y)− g(2)(x, y),

удовлетворяет условиям

u ∈ C 2,2(Ω × [ 0, h ] ), g ∈ C(Ω).

Тогда u(1)(x, y, z) ≡ u(2)(x, y, z) в цилиндре Qh и g(1)(x, y) ≡ g(2)(x, y)
в области Ω.

Доказательство. Предыдущие рассуждения данного пункта (вместе со
ссылкой на теорему 3) служат обоснованием теоремы 4.

Приведенные обоснования содержат пробел, связанный с отсутстви-
ем замкнутости оператора (4.9) на области определения D(A) ⊂ C(Ω).
Поэтому для более точного применения абстрактной схемы лучше пе-
рейти к замкнутому расширению оператора (4.9) в каком-то из про-
странств типа L2(Ω) или Lp(Ω) (с сохранением однородных краевых
условий первого рода на ∂Ω ). При такой процедуре отрицательных соб-
ственных значений в спектральной задаче (4.10) все равно не появится
(см. [9, гл. 3, § 17]). Теорема 3 снова применима, а из единственности
решения обратной задачи в обобщенных соболевских классах следует
единственность классического решения, как в теореме 4. Мы не при-
водим сейчас полных формулировок ввиду их большой громоздкости.
Обратная задача (4.1)–(4.4) рассматривается в качестве иллюстрации
к предложенной общей теории.

Отметим, впрочем, что подобные обратные задачи могут представ-
лять интерес для геофизики в связи с вопросом о поиске радиоактивных
источников тепла в земной коре (см. [14, гл. 3, прилож. II]).

Автор выражает благодарность профессору И. В. Тихонову за цен-
ные советы при планировании исследования и рекомендации по оформ-
лению работы, а также профессору В. Е. Федорову за указание на
работы [5; 10], связанные с так называемой задачей Вентцеля.
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