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Аннотация. Доказывается, что для любой булевой функции от n переменных
существует бесконечно много функций, каждая из которых является её вогнутым
продолжением на n-мерный единичный куб. Для произвольной булевой функции
от n переменных построена вогнутая функция, являющаяся минимумом среди всех
её вогнутых продолжений на n-мерный единичный куб. Доказано, что эта вогнутая
функция на n-мерном единичном кубе непрерывна и единственна. Благодаря по-
лученным результатам, в частности, конструктивно доказано, что задача решения
системы булевых уравнений может быть сведена к задаче численной максимизации
целевой функции, любой локальный максимум которой в искомой области является
глобальным максимумом, тем самым проблема локальных максимумов для таких
задач полностью решена.
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Abstract. In this paper, it is proved that for any Boolean function of n variables,
there are infinitely many functions, each of which is its concave continuation to the
n-dimensional unit cube. For an arbitrary Boolean function of n variables, a concave
function is constructed, which is the minimum among all its concave continuations to the
n-dimensional unit cube. It is proven that this concave function on the n-dimensional
unit cube is continuous and unique. Thanks to the results obtained, in particular, it has
been constructively proved that the problem of solving a system of Boolean equations
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1. Введение

Система булевых уравнений была важной темой исследований на
протяжении почти двух столетий, и ее значимость трудно переоценить.
Решение булевых уравнений проникает во многие области современной
науки, такие как логическое проектирование, биология, грамматика,
химия, право, медицина, спектроскопия и теория графов [14]. Многие
важные задачи исследования операций можно свести к задаче решения
системы булевых уравнений. Ярким примером является задача коали-
ционной игры n лиц с отношением доминирования между различными
стратегиями [23]. Решения булевых уравнений также служат важным
инструментом при обработке псевдобулевых уравнений, неравенств и
связанных с ними задач целочисленного линейного программирования
[23]. В последние годы еще одной важной и перспективной областью,
в которой применяется решение системы булевых уравнений, являет-
ся алгебраический криптоанализ, особенно применяется при анализе и
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взломе блочных шифров, поскольку их можно свести к задаче реше-
ния крупномасштабной системы булевых уравнений [7–9; 15–17]. Одно
из первых успешных применений решения системы булевых уравне-
ний в криптографической задаче было продемонстрировано в [16]. В
связи с этим, с одной стороны, совершенствуются существующие мето-
ды и алгоритмы, с другой стороны, разрабатывается и адаптируется
множество новых направлений исследования и алгоритмов решения
систем булевых уравнений [6;7;9;15;17;18;25]. Одним из таких направ-
лений является преобразование системы булевых уравнений в систему
уравнений над полем действительных чисел, поскольку в этой области
известно множество методов и алгоритмов решения систем. Суть этого
направления состоит в том, что система булевых уравнений преобразу-
ется в систему уравнений над полем действительных чисел и решение
ищется на множестве действительных чисел. В свою очередь, преобра-
зованная система может быть сведена к задаче численной оптимизации,
что позволяет применять, анализировать и комбинировать такие мето-
ды, как алгоритм наискорейшего спуска, метод Ньютона и алгоритм
координатного спуска [4; 10; 12; 19–22], либо к MILP или QUBO, реша-
емой классическими алгоритмами дискретной оптимизации или кван-
товыми алгоритмами [26], либо к системе полиномиальных уравнений,
решаемой на множестве целых чисел [6], либо к эквивалентной системе
полиномиальных уравнений, решаемой и анализируемой символьными
методами [13;16–18].

Существует множество способов преобразования системы булевых
уравнений к задаче непрерывной оптимизации, поскольку принципи-
альное отличие таких методов от «переборных» алгоритмов локального
поиска состоит в том, что на каждой итерации алгоритма сдвиг по гра-
диенту (антиградиенту) производится одновременно по всем перемен-
ным [1–3;5;11]. Но одна из основных проблем, возникающих при приме-
нении этих методов, заключается в том, что оптимизируемая целевая
функция в искомой области может иметь множество локальных экс-
тремумов, что существенно усложняет их практическое использование
[2; 3; 10–12; 19]. В [3; 11] аргументировано, что полилинейное продолже-
ние булевой функции также играет важную роль в уменьшении числа
локальных минимумов целевой функции. По этой тематике недавно в [3]
были найдены явные формы полилинейных продолжений произволь-
ных функций, заданных на множестве вершин n-мерного единичного
куба, произвольного куба и параллелепипеда, и в каждом конкрет-
ном случае доказана единственность соответствующего полилинейного
продолжения.

На основании вышеизложенной мотивации в данной статье иссле-
дуются существование и единственность вогнутого продолжения про-
извольной булевой функции на множество [0, 1]n. В результате иссле-
дования получены некоторые теоретические результаты, а именно, во-
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первых, для любой булевой функции явно строится её вогнутое про-
должение на [0, 1]n. Также благодаря построенному продолжению на
[0, 1]n конструктивно доказывается, что для любой булевой функции
существует бесконечно много функций, каждая из которых является
её вогнутым продолжением на [0, 1]n. Во-вторых, для любой булевой
функции строится её специальное вогнутое продолжение, являющее-
ся минимумом среди всех её вогнутых продолжений на [0, 1]n, а так-
же доказывается единственность и непрерывность такого специального
продолжения. На основе полученных результатов также конструктив-
но аргументируется, что задача решения системы булевых уравнений
может быть сведена к задаче максимизации целевой функции, любой
локальный максимум которой в искомой области является глобальным
максимумом.

2. Используемые определения и обозначения

Пусть Bn = {(b1, b2, . . . , bn) : b1, b2, . . . , bn ∈ {0, 1}} — множество все-
возможных двоичных слов (булевых векторов) длины n,
Kn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 1]} — n-мерный куб, натяну-
тый на булевы векторы длины n.

Пусть int(Kn) = {(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ (0, 1)} — множество
внутренних точек куба Kn.

Определение 1. Функцию вида fB : Bn → B назовём булевой функ-
цией.

Пусть and(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn) = xb11 ∧xb22 ∧ ...∧xbnn – конъюнкция

литералов xb11 , x
b2
2 , ..., x

bn
n , где xbkk =

{
xk, если bk = 0

xk, если bk = 1
.

Пусть or(b1,b2,...,bn)(x1, x2, . . . , xn) = xb11 ∨ xb22 ∨ ... ∨ xbnn – дизъюнкция

литералов xb11 , x
b2
2 , ..., x

bn
n .

Пусть Λ(x1, x2, . . . , xn) =

{(
λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1)

)
∈ K2n :

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · (b1, b2, ..., bn, 1) = (x1, x2, ..., xn, 1)

}

— множество весовых коэффициентов, используемых для представле-
ния точки (x1, x2, . . . , xn) как выпуклой комбинации вершин куба Kn.

Определение 2. Функцию вида f : Kn → R назовём вогнутой функ-
цией на Kn, если для любых x, y ∈ Kn и любого α ∈ [0, 1] выполняется

f(α · x+ (1− α) · y) ≥ α · f(x) + (1− α) · f(y).
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Определение 3. Функцию вида fCC : Kn → R назовём вогнутым
продолжением на Kn булевой функции fB : Bn → B, если она на Kn

вогнутая и

fCC(b1, b2, . . . , bn) = fB(b1, b2, . . . , bn) ∀(b1, b2, . . . , bn) ∈ B
n.

Определение 4. Функцию вида fBD : Kn → R назовём минимумом
среди всех вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB : Bn → B,
если она является вогнутым продолжением на Kn булевой функции fB
и для любого fCC(x1, x2, ..., xn) – вогнутого продолжения на Kn булевой
функции fB и любой (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn выполняется

fBD(x1, x2, ..., xn) ≤ fCC(x1, x2, ..., xn).

3. Количество вогнутых продолжений булевой функции

В этом разделе конструктивно докажем, что для любой булевой фун-
кции fB : Bn → B существует бесконечно много функций, каждая из
которых является её вогнутым продолжением на Kn.

Утверждение 1. Для любой булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) со-
ответствующая вещественная функция вида fCC(x1, x2, . . . , xn) =

1 +
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

1

2
·
[
fB(b1, b2, ..., bn)− 1 +

n∑

k=1

((−2bk + 1)xk + bk)

−
∣∣∣∣1− fB(b1, b2, ..., bn) +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk)

∣∣∣∣
]

(3.1)

является её вогнутым продолжением на Kn.

Доказательство. Действительно, для этого достаточно показать спра-
ведливость следующих свойств:

i) fCC(a1, a2, ..., an) = fB(a1, a2, ..., an) ∀(a1, a2, ..., an) ∈ B
n.

ii) Функция fCC(x1, x2, ..., xn) на множестве K
n вогнутая.

i) Действительно,

fCC(a1, a2, ..., an) = 1 +
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

1

2
·
[
fB(b1, b2, ..., bn)− 1+

n∑

k=1

((−2bk + 1)ak + bk)−
∣∣∣∣1− fB(b1, b2, ..., bn)+

n∑

k=1

((2bk − 1)ak − bk)

∣∣∣∣
]
=
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1+
1

2
·
[
fB(a1, a2, ..., an)−1+

n∑

k=1

((−2ak + 1)ak + ak)−
∣∣∣∣1−fB(a1, a2, ..., an)+

n∑

k=1

((2ak − 1)ak − ak)

∣∣∣∣
]
+

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\(a1,a2,...,an)

1

2
·
[
fB(b1, b2, ..., bn)−1+

n∑

k=1

((−2bk + 1)ak + bk)−
∣∣∣∣1− fB(b1, b2, ..., bn)+

n∑

k=1

((2bk − 1)ak − bk)

∣∣∣∣
]
=

1 +
1

2
·
[
fB(a1, a2, ..., an)− 1 + 0−

∣∣∣∣1− fB(a1, a2, ..., an) + 0

∣∣∣∣
]
+

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\(a1,a2,...,an)

1

2
·
[
fB(b1, b2, ..., bn)− 1+

n∑

k=1

((−2bk + 1)ak + bk) + 1− fB(b1, b2, ..., bn) +

n∑

k=1

((2bk − 1)ak − bk)

]
=

1 + fB(a1, a2, ..., an)− 1 +
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\(a1,a2,...,an)

0 = fB(a1, a2, ..., an).

ii) Видно, что F (L(x1, x2, ..., xn)) ≡ 1
2 ·
[
fB(b1, b2, ..., bn)− 1 +

n∑
k=1

((−2bk + 1)xk + bk) −
∣∣∣∣1 − fB(b1, b2, ..., bn) +

n∑
k=1

((2bk − 1)xk − bk)

∣∣∣∣
]
,

где F (y) = 1
2 · (−1 + y − |1 − y|), L(x1, x2, ..., xn) = fB(b1, b2, ..., bn) +

n∑
k=1

((−2bk + 1)xk + bk) . Теперь легко видеть, что из вогнутости функ-

ции F (y) и линейности функции L(x1, x2, ..., xn) следует вогнутость су-
перпозиции F (L(x1, x2, ..., xn)). Следовательно, функция fCC(x1, x2, . . .
, xn), определённая формулой (3.1), на Kn вогнута.

Замечание 1. Нетрудно заметить, что построенное вогнутое продол-
жение вида (3.1) булевой функции fB(x1, x2, ..., xn), вообще говоря, не
является минимумом. В качестве иллюстрирующего примера можно
привести булеву функцию вида fB(x1, x2) = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2).

Теорема 1. Для любой булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) существует
бесконечно много функций, каждая из которых является её вогнутым
продолжением на Kn.

Доказательство. Существование. Согласно утверждению 1 для любой
булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) соответствующая вещественная фун-
кция fCC(x1, x2, . . . , xn), определённая формулой (3.1), является её во-
гнутым продолжением на Kn.
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Бесконечность. Докажем от противного: пусть имеется конечное
множество SCC ={g1(x1, x2, ..., xn), g2(x1, x2, ..., xn), ..., gN (x1, x2, ..., xn)}
вогнутых продолжений булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) на Kn. Тогда

∃N0 ∈ {1, , 2, ..., N} : gN0

(
1

2
,
1

2
, ...,

1

2

)
≥

gk

(
1

2
,
1

2
, ...,

1

2

)
∀k ∈ {1, 2, ..., N}. (3.2)

Теперь рассмотрим специальную функцию вида gnew(x1, x2, ..., xn) =

gN0(x1, x2, ..., xn) +A ·min(x1, 1− x1, x2, 1− x2, ..., xn, 1− xn), (3.3)

где A— любое положительное число. Докажем, что вещественная функ-
ция gnew(x1, x2, ..., xn) также является вогнутым продолжением буле-
вой функции fB(x1, x2, ..., xn) на Kn. Для этого достаточно показать
справедливость следующих свойств:

i) gnew(a1, a2, ..., an) = fB(a1, a2, ..., an) ∀(a1, a2, ..., an) ∈ B
n.

ii) Функция gnew(x1, x2, ..., xn) на множестве K
n вогнутая.

i) Действительно, ∀(a1, a2, ..., an) ∈ Bn выполнено gnew(a1, a2, ..., an) =

gN0(a1, a2, ..., an) +A ·min(a1, 1− a1, a2, 1− a2, ..., an, 1− an) =

gN0(a1, a2, ..., an) +A · 0 = gN0(a1, a2, ..., an) = fB(a1, a2, ..., an),

так как, во-первых, gN0(x1, x2, ..., xn) — одно из вогнутых продолжений
булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) на Kn, во-вторых, ak ∈ {0, 1} ∀k ∈
{1, 2, ..., n} и, следовательно,

min(a1, 1− a1, a2, 1− a2, ..., an, 1− an) = 0 ∀(a1, a2, ..., an) ∈ B
n.

ii) Хорошо известно, что минимум набора линейных функций является
вогнутой функцией, следовательно, min(x1, 1 − x1, x2, 1 − x2, ..., xn, 1 −
xn) является вогнутой функцией. Отсюда в силу A > 0 и вогнутости
gN0(x1, x2, ..., xn) получаем вогнутость функции gnew(x1, x2, ..., xn) на Kn

как сумму двух вогнутых функций.
Теперь покажем, что ∀(x1, x2, ..., xn) ∈ int (Kn) справедливо

gnew(x1, x2, ..., xn) > gN0(x1, x2, ..., xn). (3.4)

Действительно, если (x1, x2, ..., xn) ∈ int (Kn), то min(x1, 1 − x1, x2, 1 −
x2, ..., xn, 1−xn) > 0, так как 0 < xk < 1 ∀k ∈ {1, 2, ..., n}. Следователь-
но, в силу (3.3) выполняется неравенство (3.4). Из (3.4), в частности,
следует, что

gnew

(
1

2
,
1

2
, ...,

1

2

)
> gN0

(
1

2
,
1

2
, ...,

1

2

)
.



112 Д.Н.БАРОТОВ

Следовательно, gnew(x1, x2, ..., xn) — предъявленное вогнутое продол-
жение на Kn булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) не принадлежит множе-
ству SCC . Получили противоречие.

Замечание 2. Теорема 1 также доказывает, что для любой буле-
вой функции fB(x1, x2, ..., xn) не существует максимального вогнутого
продолжения на Kn.

4. Вогнутое продолжение произвольной булевой функции

В этом разделе конструируем fBD(x1, x2, ..., xn) — вогнутое продол-
жение на Kn произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn), которое
также является минимумом среди всех вогнутых продолжений на Kn

булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn). Также докажем его единственность
и непрерывность.

С этой целью обоснуем справедливость следующей вспомогательной
леммы.

Лемма 1. Для любого (b1, b2, ..., bn) ∈ Bn множество Λ(b1, b2, ..., bn)
состоит из одного элемента, в котором на месте λ(b1,b2,...,bn) стоит
единица, а на остальных местах стоят нули.

Доказательство. Рассмотрим три случая.
Случай 1. Пусть (b1, b2, ..., bn) = (0, 0, ..., 0). Тогда согласно приведен-

ному выше обозначению Λ(b1, b2, ..., bn) =

Λ(0, 0, ..., 0) =

{(
λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1)

)
∈ K

2n :

∑

(a1,a2,...,an)∈Bn

λ(a1,a2,...,an) · (a1, a2, ..., an) = (0, 0, ..., 0) и

∑
(a1,a2,...,an)∈Bn

λ(a1,a2,...,an) = 1

}
. Приравняв покоординатно, получим

λ(a1,a2,...,an) =

{
1, если (a1, a2, ..., an) = (0, 0, ..., 0)

0, если (a1, a2, ..., an) ∈ Bn \ {(0, 0, ..., 0)} .

Действительно, если предположить

∃(a∗1, a∗2, ..., a∗n) ∈ B
n \ {(0, 0, ..., 0)} : λ(a∗1 ,a∗2,...,a∗n) > 0,

то хотя бы одна координата вектора
∑

(a1,a2,...,an)∈Bn

λ(a1,a2,...,an) · (a1, a2, ..., an)
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будет положительна и, следовательно, он не будет равен (0, 0, ..., 0).
Случай 2. Пусть (b1, b2, ..., bn) = (1, 1, ..., 1). Тогда

Λ(1, 1, ..., 1) =

{(
λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1)

)
∈ K

2n :

∑

(a1,a2,...,an)∈Bn

λ(a1,a2,...,an) · (a1, a2, ..., an) = (1, 1, ..., 1) и

∑
(a1,a2,...,an)∈Bn

λ(a1,a2,...,an) = 1

}
. Приравняв k-е координаты обеих ча-

стей, заметим, что

λ(a1,a2,...,ak−1,0,ak+1,...,an) = 0 ∀(a1, a2, ..., ak−1, ak+1, ..., an) ∈ B
n−1

и, следовательно, в силу произвольности k ∈ {1, 2, ..., n} справедливо

λ(a1,a2,...,an) =

{
1, если (a1, a2, ..., an) = (1, 1, ..., 1)

0, если (a1, a2, ..., an) ∈ Bn \ {(1, 1, ..., 1)} .

Случай 3. Пусть (b1, b2, ..., bn) ∈ Bn \ {(0, 0, ..., 0), (1, 1, ..., 1)}. Тогда
существуют числа p, q ∈ N и множества {i1, i2, ..., ip}, {j1, j2, .., jq} такие,
что

{i1, i2, ..., ip}∪{j1, j2, .., jq}={1, 2, ..., n} и bk=

{
0, если k∈ {i1, i2, ..., ip}
1, если k∈ {j1, j2, .., jq}.

Теперь, во-первых, исходя из рассуждения, аналогичного рассуждению
в случае 1, получим, что если хотя бы одна из этих ai1 , ai2 , ..., aip коорди-
нат вектора (a1, a2, ..., an) равна единице, то λ(a1,a2,...,an) = 0, во-вторых,
исходя из рассуждения, аналогичного рассуждению в случае 2, полу-
чим, что если хотя бы одна из этих aj1 , aj2 , ..., ajq координат вектора
(a1, a2, ..., an) равна нулю, то λ(a1,a2,...,an) = 0. Отсюда

λ(a1,a2,...,an) =

{
1, если (a1, a2, ..., an) = (b1, b2, ..., bn)

0, если (a1, a2, ..., an) 6= (b1, b2, ..., bn)
.

Пусть теперь задана произвольная булева функция fB(x1, x2, . . . , xn).
Конструируем соответствующую ей вещественную функцию вида

fBD(x1, x2, . . . , xn) =

max
(λ(0,0,...,0),...,λ(1,1,...,1))∈Λ(x1,x2,...,xn)

[ ∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) ·fB(b1, b2, ..., bn)
]
.

(4.1)
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В силу компактности непустого множества Λ(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . ,
xn) ∈ Kn, непрерывности функции

s
(
λ(0,0,...,0), ..., λ(1,1,...,1)

)
=

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn)

и теоремы Вейерштрасса в любой точке (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn функция
fBD(x1, x2, . . . , xn) корректно определена и также непрерывна на Kn.

Далее сформулируем и докажем теорему, утверждающую, что для
любой булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) функция fBD(x1, x2, ..., xn) яв-
ляется единственным минимумом среди всех её вогнутых продолжений
на Kn.

Теорема 2. Для произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) фу-
нкция fBD(x1, x2, . . . , xn), определённая формулой (4.1), является един-
ственным минимумом среди всех её вогнутых продолжений на Kn.

Доказательство. Сначала покажем, что если gCC(x1, x2, . . . , xn) – про-
извольное вогнутое продолжение булевой функции fB(x1, x2, ..., xn) на
Kn, то

gCC(x1, x2, . . . , xn) ≥ fBD(x1, x2, . . . , xn) ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ K
n. (4.2)

Пусть (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) ∈ Kn. Тогда в силу выпуклости множества Kn

∃λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1) :
(
λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1)

)
∈ Λ(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n),

т. е. такие, что
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · (b1, b2, ..., bn) = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)

и
λ(b1,b2,...,bn) ≥ 0,

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) = 1.

В силу вогнутости функции gCC(x1, x2, . . . , xn) и неравенства Йенсена
[24] получим

gCC(x
∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) = gCC


 ∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · (b1, b2, ..., bn)


 ≥

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · gCC(b1, b2, ..., bn) =
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∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn)

∀
(
λ(0,0,...,0), λ(0,0,...,1), ..., λ(1,1,...,1)

)
∈ Λ(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n).

В частности,

gCC(x
∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) ≥ fBD(x

∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) =

max
(λ(0,0,...,0),...,λ(1,1,...,1))∈Λ(x∗1,x

∗

2,...,x
∗

n)


 ∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn)fB(b1, b2, ..., bn)


 .

В силу произвольности (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) из последнего неравенства полу-

чим справедливость (4.2).
Остается показать, что функция fBD(x1, x2, ..., xn) также является

вогнутым продолжением булевой функции fB(x1, x2, ..., xn). Для этого
достаточно показать справедливость следующих свойств:

i) fBD(a1, a2, ..., an) = fB(a1, a2, ..., an) ∀(a1, a2, ..., an) ∈ B
n.

ii) Функция fBD(x1, x2, ..., xn) на множестве K
n вогнутая.

iii) Для любого fCC(x1, x2, ..., xn) — вогнутого продолжения на Kn бу-
левой функции fB(x1, x2, ..., xn) — и любой (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn выпол-
няется

fBD(x1, x2, ..., xn) ≤ fCC(x1, x2, ..., xn).

i) Действительно, fBD(a1, a2, ..., an) =

max
(λ(0,0,...,0),...,λ(1,1,...,1))∈Λ(a1,a2,...,an)


 ∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn)fB(b1, b2, ..., bn)




=
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn) = 1 · fB(a1, a2, ..., an)+

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn\{(a1,a2,...,an)}

0 · fB(b1, b2, ..., bn) = fB(a1, a2, ..., an),

так как в силу леммы 1 для любого набора (a1, a2, ..., an) ∈ Bn мно-
жество Λ(a1, a2, ..., an) состоит из одного элемента, в котором на месте
λ(a1,a2,...,an) стоит единица, а на остальных местах нули.
ii) Пусть x∗, x∗∗ ∈ Kn, α ∈ [0, 1] и α · x∗ + (1− α) · x∗∗ =

(α · x∗1 + (1− α) · x∗∗1 , α · x∗2 + (1− α) · x∗∗2 , ..., α · x∗n + (1− α) · x∗∗n ).

В силу теоремы Вейерштрасса существуют

(λ∗(0,0,...,0), λ
∗
(0,0,...,1), ..., λ

∗
(1,1,...,1)) ∈ Λ(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n)
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и
(λ∗∗(0,0,...,0), λ

∗∗
(0,0,...,1), ..., λ

∗∗
(1,1,...,1)) ∈ Λ(x∗∗1 , x

∗∗
2 , ..., x

∗∗
n )

такие, что

fBD(x
∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n) =

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ∗(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn),

fBD(x
∗∗
1 , x

∗∗
2 , ..., x

∗∗
n ) =

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ∗∗(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn).

Тогда fBD(αx
∗ + (1− α)x∗∗) =

fBD(αx
∗
1 + (1− α)x∗∗1 , αx

∗
2 + (1− α)x∗∗2 , ..., αx

∗
n + (1− α)x∗∗n ) =

max
(λ(0,0,...,0),...,λ(1,1,...,1))∈Λ(αx∗+(1−α)x∗∗)


 ∑

(b1,...,bn)∈Bn

λ(b1,...,bn) · fB(b1, ..., bn)




≥
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

(α · λ∗(b1,b2,...,bn) + (1− α) · λ∗∗(b1,b2,...,bn)) · fB(b1, b2, ..., bn) =

α ·
∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ∗(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn) + (1− α)·

∑

(b1,b2,...,bn)∈Bn

λ∗∗(b1,b2,...,bn) · fB(b1, b2, ..., bn) = α · fBD(x∗1, x∗2, ..., x∗n)+

(1− α) · fBD(x∗∗1 , x∗∗2 , ..., x∗∗n ) = α · fBD(x∗) + (1− α) · fBD(x∗∗),
так как легко заметить, что
(
αλ∗(0,0,...,0) + (1− α)λ∗∗(0,0,...,0), αλ

∗
(0,0,...,1) + (1− α)λ∗∗(0,0,...,1), ..., αλ

∗
(1,1,...,1)+

(1−α)λ∗∗(1,1,...,1)
)
∈ Λ(αx∗1+(1−α)x∗∗1 , αx∗2+(1−α)x∗∗2 , ..., αx∗n+(1−α)x∗∗n ).

Из произвольности (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) и (x∗∗1 , x

∗∗
2 , ..., x

∗∗
n ) следует вогнутость

функции fBD(x1, x2, ..., xn) на Kn.
iii) В силу i) и ii) справедливость данного пункта непосредственно
следует из (4.2).

Единственность. В силу произвольности gCC(x1, x2, . . . , xn) единст-
венность следует из неравенства (4.2).
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5. Явные формы вогнутых продолжений некоторых булевых
функций

В качестве следствий теоремы 2 предъявим явные формы минималь-
ных вогнутых продолжений булевых функций не более чем от двух
переменных и базовых булевых функций and(b1,b2,...,bn)(x1, x2, ..., xn) =

xb11 ∧xb22 ∧...∧xbnn и or(b1,b2,...,bn)(x1, x2, ..., xn) = xb11 ∨xb22 ∨...∨xbnn , которые
непосредственно следуют из теоремы 2.

Следствие 1. Для любой булевой функции fB(x), зависящей от одной
переменной, функция вида

fBD(x) = (1− x) · fB(0) + x · fB(1)

является единственным минимумом среди всех её вогнутых продол-
жений на K1.

Следствие 2. Для любой булевой функции fB(x, y), зависящей от
двух переменных, функция вида

fBD(x, y) = (1− x− y) · fB(0, 0) + x · fB(1, 0) + y · fB(0, 1)+

fB(0, 0) − fB(0, 1) − fB(1, 0) + fB(1, 1)

4
· (2x+2y−1−|x−y|+ |x+y−1|)

−|fB(0, 0) − fB(0, 1) − fB(1, 0) + fB(1, 1)|
4

· (|x− y|+ |x+ y − 1| − 1)

является единственным минимумом среди всех её вогнутых продол-
жений на K2.

Следствие 3. Для булевой функции вида and(b1,b2,...,bn)(x1, x2, ..., xn) =

xb11 ∧ xb22 ∧ ... ∧ xbnn вещественная функция вида fBD(x1, x2, ..., xn) =

min ((2b1 − 1)x1 + 1− b1, (2b2 − 1)x2 + 1− b2, ..., (2bn − 1)xn + 1− bn)

является единственным минимумом среди всех её вогнутых продол-
жений на Kn.

Следствие 4. Для булевой функции вида or(b1,b2,...,bn)(x1, x2, ..., xn) =

xb11 ∨ xb22 ∨ ... ∨ xbnn вещественная функция вида fBD(x1, x2, ..., xn) =

1

2
·
(
1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk + 1− bk)−
∣∣∣∣∣1 +

n∑

k=1

((−2bk + 1)xk − 1 + bk)

∣∣∣∣∣

)

является единственным минимумом среди всех её вогнутых продол-
жений на Kn.



118 Д.Н.БАРОТОВ

6. Применение вогнутого продолжения булевой функции

Приведем одно из возможных приложений вогнутых продолжений
булевых функций.

Рассмотрим систему булевых уравнений с единственным решением
вида

pk(x1, x2, ..., xn) = 1, k = 1, 2, ...,m, (6.1)

где pk(x1, x2, ..., xn) — произвольная булева функция от n переменных
x1, x2, ..., xn, k ∈ {1, 2, ...,m}. Система (6.1) может быть трансформиро-
вана к одному эквивалентному булеву уравнению вида

f̃B(x1, x2, ..., xn) =
∧

1≤k≤m

pk(x1, x2, ..., xn) = 1. (6.2)

Для ясности дальнейшего рассуждения введем обозначения. Пусть
f̃BD(x1, x2, ..., xn) – минимальное среди всех вогнутых продолжений на
Kn булевой функции f̃B(x1, x2, ..., xn), а (s1, s2, ..., sn) ∈ Bn – решение
системы (6.1). Тогда справедливо следующее утверждение, устанавли-
вающее связь между системой (6.1) и минимальным вогнутым продол-
жением f̃BD(x1, x2, ..., xn).

Утверждение 2. Точка максимума вогнутой функции f̃BD(x1, ..., xn)
на множестве Kn единственна и равна (s1, s2, ..., sn).

Доказательство. Во-первых, из теоремы 2 следует, что

0 ≤ f̃BD(x1, x2, ..., xn) ≤ 1 ∀(x1, x2, ..., xn) ∈ K
n. (6.3)

Из (6.3) следует, что

max
(x1,x2,...,xn)∈Kn

f̃BD(x1, x2, ..., xn) ≤ 1. (6.4)

Во-вторых, согласно предположению единственности решения системы
(6.1) из следствия 3 следует, что

f̃BD(x1, x2, ..., xn) = min ((2s1 − 1)x1 + 1− s1, ..., (2sn − 1)xn + 1− sn) .
(6.5)

Заметим, что f̃BD(s1, s2, ..., sn) = 1 и, следовательно, в силу включения
(s1, s2, ..., sn) ∈ Bn ⊂ Kn и неравенства (6.4) имеем

max
(x1,x2,...,xn)∈Kn

f̃BD(x1, x2, ..., xn) = f̃BD(s1, s2, ..., sn) = 1.

Для завершения доказательства остается показать, что если (x1, x2, ...,

xn) ∈ Kn \ {(s1, s2, ..., sn)}, то f̃BD(x1, x2, ..., xn) < 1. Действительно,
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если (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn \ {(s1, s2, ..., sn)}, то ∃k ∈ {1, 2, ..., n} : xk 6= sk.
Отсюда в силу (6.5) получим

f̃BD(x1, x2, ..., xn) ≤ (2sk − 1)xk + 1− sk =

{
1− xk, если sk = 0

xk, если sk = 1
< 1.

7. Заключение

В результате исследования конструктивно доказано, что для любой
булевой функции fB : Bn → B существует бесконечно много функ-
ций, каждая из которых является её вогнутым продолжением на Kn.
Для произвольной булевой функции fB : Bn → B построена функ-
ция fBD : Kn → R, являющаяся минимумом среди всех её вогнутых
продолжений на Kn. Обосновано, что функция fBD : Kn → R на Kn

непрерывна и единственна. Также конструктивно аргументировано, что
задача решения системы булевых уравнений может быть сведена к за-
даче непрерывной максимизации целевой функции, любой локальный
максимум которой на Kn является глобальным максимумом. Получен-
ные результаты позволяют в некоторых случаях заменять решение тру-
доемких, вообще говоря NP-трудных, задач с булевыми переменными
на решение задач непрерывной вогнутой максимизации, для которых
известны эффективные численные алгоритмы.

Автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за полезные
замечания и обнаружение ряда недостатков, использование и исправ-
ление которых помогло улучшить содержание статьи.
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