
Серия «Математика»
2024. Т. 49. С. 90—104

Онлайн-доступ к журналу:
http://mathizv.isu.ru

И З В Е С Т И Я

Иркутского
государственного

университета

Научная статья

УДК 517.55

MSC 39B72, 32A05, 32A15, 32A27

DOI https://doi.org/10.26516/1997-7670.2024.49.90

О вещественных корнях систем трансцендентных

уравнений с вещественными коэффициентами

А. М.Кытманов1B, О.В.Ходос1

1 Сибирский федеральный университет, Красноярск, Российская Федерация
B akytmanov@sfu-kras.ru

Аннотация. Исследуется число вещественных корней систем трансцендентных
уравнений в C

n с вещественными коэффициентами, состоящих из целых функций, в
некоторой ограниченной многомерной области D ⊂ R

n. Предполагается, что число
корней системы дискретно (тогда оно не более чем счетно). Для некоторой целой
функции ϕ(z), z ∈ C

n, с вещественными коэффициентами Тейлора в точке z = 0,
и заданной системы уравнений вводится понятие результанта Rϕ(t), который явля-
ется целой функцией одного комплексного переменного t. Он строится, используя
степенные суммы корней системы в отрицательной степени, найденных с помощью
вычетных интегралов. Если результант не имеет кратных нулей, то показано, что
число вещественных корней системы в D = {x ∈ R

n : a < ϕ(x) < b} (x = Re z) равно
числу вещественных нулей этого результанта в интервале (a, b). Приведен пример
для системы уравнений.
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Abstract. The work is devoted to the study of the number of real roots of systems of
transcendental equations in C

n with real coefficients, consisting of entire functions, in
some bounded multidimensional domain D ⊂ R

n. It is assumed that the number of roots
of the system is discrete (then it is no more than countable). For some entire function
ϕ(z), z ∈ C

n, with real Taylor coefficients at z = 0, and a given system of equations, the
concept of a resultant Rϕ(t) is introduced, which is an entire function of one complex
variable t. It is constructed using power sums of the roots of the system in a negative
degree, found using residue integrals. If the resultant has no multiple zeros, then it is
shown that the number of real roots of the system in D = {x ∈ R

n : a < ϕ(x) < b}
(x = Re z) is equal to the number of real zeros of this resultant in the interval (a, b). An
example is given for a system of equations.

Keywords: systems of transcendental equations, resultant, simple roots.

Acknowledgements: The research was financially supported by the Russian Scientific
Found, (Project No. 24-21-00023 ).

For citation: Kytmanov A.M., Khodos O.V. On Real Roots of Systems of Trancen-
dental Equations with Real Coefficients. The Bulletin of Irkutsk State University. Series
Mathematics, 2024, vol. 49, pp. 90–104. (in Russian)
https://doi.org/10.26516/1997-7670.2024.49.90

1. Введение

Нахождение числа вещественных корней многочленов с веществен-
ными коэффициентами является классической задачей алгебры. Ей по-
священы метод Эрмита квадратичных форм [3, гл. 16, §9], [4, дополне-
ние I], теорема Штурма, правило знаков Декарта, теорема Бюдана – Фу-
рье (см., например, учебник [6, гл. 9]). Дальнейшее развитие этих мето-
дов для многочленов можно найти в обзоре Крейна и Наймарка [20] (на
самом деле этот обзор был опубликован в 1936 г. на русском языке, но
стал давно библиографической редкостью) и монографии Джури [18].
Для целых функций вопрос о локализации вещественных положитель-
ных корней рассматривался в классических работах Н. Г.Чеботарёва
[16, с. 3–18, 29–56], а также в работе [21] (мы ссылаемся на собрание
сочинений Н. Г. Чеботарёва, поскольку оригинальные его работы сейчас
малодоступны).

Для систем уравнений число вещественных корней исследовалось в
статьях [1; 7; 15; 22; 23].

В монографиях [8; 17] рассмотрены алгебраические и трансцендент-
ные системы уравнений. Системы трансцендентных уравнений возника-
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ют, например, при изучении уравнений химической кинетики [2]. Одна
из возникающих там задач — это задача о числе вещественных поло-
жительных корней системы уравнений, либо о числе корней в много-
граннике реакции.

Целью статьи является исследование числа вещественных корней
систем трансцендентных уравнений в Cn с вещественными коэффи-
циентами, состоящих из целых функций, в некоторой ограниченной
многомерной области D ⊂ Rn. Предполагается, что число корней си-
стемы дискретно (тогда оно не более чем счетно). Для некоторой целой
функции ϕ(z), z ∈ Cn с вещественными коэффициентами Тейлора в точ-
ке z = 0, и заданной системы уравнений вводится понятие результанта
Rϕ(u), который является целой функцией одного комплексного пере-
менного u. Он строится, используя степенные суммы корней системы в
отрицательной степени, найденных с помощью вычетных интегралов.
Если результант не имеет кратных нулей, то показано, что число веще-
ственных корней системы в D = {x ∈ Rn : a < ϕ(x) < b} (x = Re z)
равно числу вещественных нулей этого результанта в интервале (a, b).
Приведен пример для системы уравнений.

2. Результант системы

Рассмотрим систему трансцендентных уравнений вида



f1(z) = 0,
. . .
fn(z) = 0,

(2.1)

где f1(z), . . . , fn(z) являются целыми функциями от комплексных пе-
ременных z = (z1, . . . , zn) в Cn.

В дальнейшем будем предполагать, что множество корней систе-
мы (2.1) дискретно. Поэтому оно не более чем счетно. Обозначим че-
рез E множество корней системы с ненулевыми координатами w(ν) =(
w1(ν), . . . , wn(ν)

)
, ν = 1, 2, . . ., занумерованных в порядке возрастания

модулей:
∣∣w(1)

∣∣ 6
∣∣w(2)

∣∣ 6 . . . 6
∣∣w(ν)

∣∣ 6 . . . .
Рассмотрим степенные суммы корней Sα из E , где α = (α1, . . . , αn)

— неотрицательный мультииндекс (все компоненты неотрицательные и
целые) и ‖α‖ = α1 + . . .+ αn > 0, вида

Sα =
∞∑

ν=1

1

wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · · ·w
αn

n(ν)

.

Будем считать, что ряды Sα абсолютно сходятся для любых мульти-
индексов α, ‖α‖ > 0.
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Понятие степенных сумм для трансцендентных систем уравнений
было рассмотрено в работах [9–12]. Результаты этих статей были ос-
нованы на представлении степенных сумм через так называемые вы-
четные интегралы [26].

В статье [22] доказано утверждение.

Лемма 1. Ряды Sα абсолютно сходятся для любых мультииндексов
α, ‖α‖ > 0, тогда и только тогда, когда ряды

∞∑

ν=1

1

w1(ν)
, . . . ,

∞∑

ν=1

1

wn(ν)

абсолютно сходятся.

Эта лемма позволяет определить понятие результанта системы (2.1).
А именно, введем целую функцию нулевого рода ( [14], гл. 7)

R (z1) = zs1 ·
∞∏

η=1

(
1− z1

w1(η)

)
, (2.2)

где s — кратность нуля системы (2.1) в точке ноль, s > 0.
В формуле (2.2) бесконечное призведение абсолютно и равномерно

сходится на комплексной плоскости C в силу леммы 1.
Функцию R(z1) будем называть результантом системы (2.1) по пе-

ременной z1. Понятие результанта для систем трансцендентных урав-
нений не является общепринятым. Для случая двух уравнений похожее
определение было введено Н. Г. Чеботаревым [16, с. 24–27]. В послед-
ние годы оно рассматривалось с различных точек зрения в работах
[13;21;24;25]. Результаты данных статей были основаны на вычислении
степенных сумм через так называемые вычетные интегралы [26].

3. Вспомогательные результаты

Пусть все коэффициенты разложения Тейлора в точке 0 функций
системы (2.1) вещественные.

Лемма 2. Степенные суммы Sα из E являются вещественными чис-
лами.

Доказательство. Если z0 является корнем системы (2.1), то z̄0 также
является ее корнем. Поэтому с каждым слагаемым, содержащим хотя
бы одну комплексную координату,

1

wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · · ·w
αn

n(ν)
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в степенную сумму Sα входит и слагаемое

1

wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · · ·w
αn

n(ν)

.

Что доказывает утверждение.

Лемма 3. Результант

R(z1) = zs1 ·
∞∑

m=0

bm · zm1

имеет вещественные коэффициенты bm, m > 0.

Доказательство. Рассмотрим бесконечное произведение

∞∏

η=1

(
1− z1

w1(η)

)
= 1− z1 ·

∞∑

j=1

1

w1(j)
+ z21 ·

∑

j1<j2

1

w1(j1) · w1(j2)
−

−z31 ·
∑

j1<j2<j3

1

w1(j1) · w1(j2) · w1(j3)
+ . . . =

= 1 +

∞∑

m=1

(−1)m · zm1 ·
∑

j1<j2<...<jm

1

w1(j1) · w1(j2) · . . . · w1(jm)
.

Коэффициенты при zm1 равны:

b0 = 1,

bm = (−1)m ·
∑

j1<j2<...<jm

1

w1(j1) · w1(j2) · . . . · w1(jm)
, m = 1, 2, . . . (3.1)

Из вида (3.1) очевидно следует, что bm являются симметрическими

функциями чисел
1

w1(1)
,

1

w1(2)
,

1

w1(3)
, ..., а значит bm — вещественные.

4. Основной результат

Теорема 2 из [23] состоит в следующем.

Теорема 1. Если система (2.1) с вещественными коэффициентами
такова, что все нули R(z1) простые, кроме точки z1 = 0, то число
вещественных корней системы (2.1) в E совпадает с числом веще-
ственных корней результанта R(z1).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 49. С. 90–104



О ВЕЩЕСТВЕННЫХ КОРНЯХ. . . 95

Рассмотрим более общую ситуацию. Пусть ϕ(z) — целая функция с
вещественными коэффициентами разложения Тейлора в точке z = 0
и ϕ(0) = 0. Если z ∈ Cn и Im z = 0, то z = x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Обозначим через

Da,b = {x ∈ R
n : a < ϕ(x) < b}.

Как определить число вещественных корней системы (2.1), лежащих
в Da,b?

Введем комплексные числа

ϕ

(
1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)
,

w(ν) ∈ E , ν = 1, 2, . . .
Нам нужно найти степенные суммы вида

Sjϕ =
∞∑

ν=1

ϕj
(

1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)
, j > 1, (4.1)

и проверить эти ряды на сходимость.

Лемма 4. Ряды (4.1) абсолютно сходятся для всех j > 1.

Доказательство. Пусть

ϕj(z) =
∑

‖β‖>1

dβz
β , (4.2)

где β = (β1, . . . , βn) — неотрицательный мультииндекс с целыми коор-
динатами, а ‖β‖ = β1 + . . . + βn. Тогда

Sjϕ =

∞∑

ν=1

ϕj
(

1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)
=

∞∑

‖β‖>1

dβSβ,

но

|Sβ | =

∣∣∣∣∣∣

∞∑

ν=1

1

wβ11(ν) · w
β2
2(ν) · · ·w

βn
n(ν)

∣∣∣∣∣∣
6

6

∣∣∣(S(1,0,...,0))β1 · (S(0,1,...,0))β2 · · · (S(0,...,0,1))βn
∣∣∣ .

Поэтому |Sjϕ| 6

6
∑

‖β‖>1

|dβ | ·
∣∣(S(1,0,...,0))

∣∣β1 ·
∣∣(S(0,1,...,0))

∣∣β2 · · ·
∣∣∣(S(0,...,0,1))βn

∣∣∣ < +∞.
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Предположим, что Sjϕ найдены (вопрос о их нахождении мы обсу-
дим позже). Тогда мы можем применить к ним рекуррентные формулы
Ньютона для целых функций одного комплексного переменного (см. [17,
Ch. 1], [8, гл. 1]). Они справедливы для целых функций вида

f(t) =
∞∏

j=1

(
1− t

cj

)
=

∞∑

k=0

bkt
k, b0 = 1, (4.3)

таких что ряд
∞∑

j=1

1

|cj |

сходится (это условие, например, справедливо для целых функций пер-
вого порядка роста минимального типа [14, гл. 7]).

Таким образом, нам нужно проверить выполнение условия сходимо-
сти рядов

∞∑

ν=1

1∣∣∣∣ϕ−j

(
1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)∣∣∣∣
, j = 1, . . . ,

а это и есть сумма модулей для Sjϕ.
Коэффициенты bk целой функции f(t) можно найти по формулам

(см. [17, Ch. 1], [8, гл. 1])

bk =
(−1)kb0
k!

∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 1 0 . . . 0
σ1 σ1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
σk σk−1 σk−2 . . . σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.4)

где σj = Sjϕ, и использовать тем самым лемму 4.
Таким образом, мы найдем целую функцию Rϕ(t) = f(t) одного

комплексного переменного t, имеющую корни

ϕ

(
1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)
, ν = 1, 2, . . .

Если w(j) — корень системы (2.1) из E , не все координаты которого
вещественные, то w̄(j) также корень системы (2.1). Если

ϕ

(
1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)

— вещественное число, то то же самое можно сказать о равном ему
числе

ϕ

(
1

w̄1(ν)
, . . . ,

1

w̄n(ν)

)
.
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Поэтому число

ϕ

(
1

w1(ν)
, . . . ,

1

wn(ν)

)

является кратным нулем функции Rϕ(t).
Таким образом, справедливо утверждение

Теорема 2. Если система (2.1) имеет вещественные коэффициенты
и если функция Rϕ(t) имеет только простые нули, то число веще-
ственных корней системы (2.1) в области Da,b совпадает с числом
вещественных нулей функции Rϕ(t) на интервале (a, b).

Данная теорема является естественным обобщением теоремы 1.

5. Нахождение степенных сумм σj = Sjϕ

Рассмотрим вопрос о нахождении степенных сумм σj = Sjϕ. В ра-
ботах [9]– [12] рассмотрены различные системы вида (2.1) и вычетные
интегралы формы

Jβ =
1

(2πi)n

∫

γ

1

zβ+I
· df
f

=

∫

γ

1

zβ1+1
1 · zβ2+1

2 · · · zβn+1
n

· df1
f1

∧ df2
f2

∧ . . .∧ dfn
fn
,

где γ — некоторый n-мерный компактный цикл, зависящий от вида
системы (2.1), β — мультииндекс с неотрицательными целыми коорди-
натами, I = (1, . . . , 1).

Эти вычетные интегралы связывались затем со степенными суммами
корней системы в отрицательной степени Sβ+I .

Мы рассмотрим простейшую систему (2.1) (см. [9]), в которой

fj(z) = zβ
j

+Qj(z), j = 1, . . . , n, (5.1)

где βj = (βj1, β
j
2, . . . , β

j
n) — мультииндекс с неотрицательными целыми

координатами, zβ
j
= z

β
j
1

1 · zβ
j
2

2 · · · zβ
j
n
n , а Qj(z) — многочлены, в которых

каждый входящий в них моном имеет общую степень большую ‖βj‖ =
kj , j = 1, . . . , n.

Цикл γ имеет вид

γ = {z ∈ C
n : |zs| = rs, s = 1, . . . , n} r1 > 0, . . . , rn > 0.

В работе [9] приведены формулы, позволяющие явно вычислять вычет-
ные интегралы Jβ .

Затем в [9] показано, что вычетные интегралы Jβ равны степенным
суммам (−1)nSβ+I при некоторых дополнительных предположениях на
коэффициенты системы.
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Рассмотрим интеграл для функций ϕ(z) из разд. 4:

1

(2πi)n

∫

γ

ϕj
(

1

z1
, . . . ,

1

zn

)
1

zI
· df
f

=

=
1

(2πi)n

∫

γ

∑

‖β‖>0

dβ
1

zβ+I
· df
f

=

=
1

(2πi)n

∑

‖β‖>0

dβ

∫

γ

1

zβ+I
· df
f

= (−1)n
∑

‖β‖>0

dβSβ+I .

В частности, при j = 0 получим

1

(2πi)n

∫

γ

1

zI
· df
f

= (−1)nSI .

К сожалению, полученное выражение не является степенной суммой
Sjϕ, поэтому нам нужно более подробно рассмотреть систему (5.1).

Основное допущение, наложенное на систему (5.1) в работе [9], со-
стоит в том, что при замене zj → 1/uj , j = 1, . . . , n,, сокращении и
отбрасывании знаменателя система (5.1) принимает вид

Fj(u) = u
sj
j + Q̃j(u), j = 1, . . . , n, u = (u1, . . . , un), (5.2)

где многочлены Q̃j(u) имеют степень (по совокупности переменных)
строго меньшую, чем sj. При этом корни w(ν) из E перейдут в корни E ′

системы (5.2) с ненулевыми координатами u(ν).
В качестве функции ϕ возьмем многочлен степени N .
В этом случае степенные суммы Sjϕ примут вид

Sjϕ =
∑

ν>1

ϕj(u1(ν), . . . , un(ν)), j > 1.

Для вычисления этих выражений можно воспользоваться формулой
Айзенберга (см., например, [17, формула (8.9)]. Поэтому справедливо
утверждение

Следствие 1. Степенная сумма

Sjϕ =
∑

‖α‖6Nj

(−1)‖α‖M

[
ϕjJF

Q̃α1
1 · · · Q̃αn

n

uα1s1+s1−1
1 · · · uαnsn+sn−1

n

]
, (5.3)

где JF — якобиан системы (5.2), N · j — степень многочлена ϕj , а
M — линейный функционал, сопоставляющий ряду Лорана (стоящему
под знаком функционала M) его свободный член.
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Как нетрудно проверить, что при j = 0 выражение в формуле (5.3)
будет равно s1 · · · sn, т.е. числу корней системы (5.2).

В работе [9] рассмотрены и более сложные системы, состоящие из
целых функций. То же самое можно сказать о работах [10–12].

6. Пример

Рассмотрим систему уравнений
{
z2 + a1z1z2 + b1z

2
1 + c1z

2
1z2 = 0,

z1 + a2z
2
2 + b2z1z2 + c2z1z

2
2 = 0.

(6.1)

Данная система удовлетворяет условиям, наложенным на систему
из [9], для подсчета степенных сумм (теорема 2). Действительно, сде-
лав замену u1 = 1/z1, u2 = 1/z2 и отбрасывая знаменатель, получим
систему {

u21 + a1u1 + b1u2 + c1 = 0,
u22 + a2u1 + b2u2 + c2 = 0.

(6.2)

Найдем результант системы (6.1) по переменной z1, используя любой
метод, например результант Сильвестра (см. [6, гл. 11, §54]).

Запишем систему (6.1) по переменной z2.

{
z2
(
1 + a1z1 + c1z

2
1

)
+ b1z

2
1 = 0,

z22 (a2 + c2z1) + z2b2z1 + z1 = 0.

В качестве результанта возьмем определитель

R(z1) =

∣∣∣∣∣∣

1 + a1z1 + c1z
2
1 b1z

2
1 0

0 1 + a1z1 + c1z
2
1 b1z

2
1

a2 + c2z1 b2z1 z1

∣∣∣∣∣∣
=

= z1 ·
[
z41
(
c21 + b21c2 − b1b2c1

)
+ z31

(
2a1c1 + a2b

2
1 − a1b1b2

)
+

+z21
(
a21 + 2c1 − b1b2

)
+ z12a1 + 1

]
.

Таким образом, система имеет 5 корней. Из них один — это нача-
ло координат (0, 0), остальные 4 имеют ненулевые координаты, т. е.
принадлежат E .

Нетрудно понять, что R(z1) не имеет кратных корней при почти всех
значениях коэффициентов (если рассматривать его дискриминант). По-
этому по теореме 1 число вещественных корней системы (6.1) совпадает
с числом вещественных корней R(z1). Это число можно найти, не вы-
числяя корней, с помощью метода Эрмита квадратичных форм (см.,
например, [3, гл. 16, §9]).
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Рассмотрим применение теоремы 2. В качестве функции ϕ(z) возь-
мем функцию ϕ(z) = z21+z

2
2 . Таким образом будем искать число корней

системы в круге или в кольце.
Запишем систему (6.2) в виде

F1 = u21 + Q̃1 = 0, , F2 = u22 + Q̃2 = 0,

где Q̃1 = a1u1 + b1u2 + c1, Q̃2 = a2u1 + b2u2 + c2.
Якобиан JF этой системы равен

JF = 4u1u2 + 2a1u2 + 2b2u1 + a1b2 − a2b1.

Согласно следствию 1 нам нужно вычислить выражения

Sjϕ =
∑

‖α‖62j

(−1)‖α‖M

[
(u21 + u22)

jJF
Q̃α1

1 · Q̃α2
2

u2α1+1
1 · u2α2+1

2

]
.

При j = 0 получим, что данное выражение равно 4, т. е. числу корней
системы (6.2).

Вычисляя этот функционал, получим

S1
ϕ = 2a21 + 2a1a2 + 2b21 + 2b1b2 − 4(c1 + c2),

S2
ϕ = (a1 + a2)

2(−2b1b2 + 2a21 − 4c1) + (b1 + b2)
2(2a1a2 + 2b22 − 4c2)+

+4(c1 + c2)
2 + 2(a1b2 + 3a2b1)(a1 + a2)(b1 + b2)−

−4a1((a1 + a2)(c1 + c2)− 4b2(b1 + b2)(c1 + c2).

Затем вычислим S3
ϕ, S

4
ϕ. Понятно, что данные формулы становятся

все более громоздкими и для их нахождения лучше привлекать системы
компьютерной алгебры (например, Maple), тем не менее мы получим
конечный ответ.

После этого, применяя классические формулы Ньютона (см., напри-
мер, [6, §53]) либо формулы (4.4), получаем многочлен P (t) = t4+b1t

3+
b2t

2 + b3t+ b4 четвертой степени с нужными корнями. Его и исследуем
на наличие вещественных корней на заданном промежутке и кратность.

В качестве более общего примера мы можем рассмотреть целые фун-
кцииQ1, Q2, содержащие произвольные мономы степеней больше чем 2.

7. Заключение

Рассмотрена система уравнений вида (2.1), где функции fj(z) явля-
ются целыми функциями от n комплексных переменных с вещественны-
ми коэффициентами разложения в ряд Тейлора в точке 0. Для заданной
целой функции ϕ(z) с вещественными коэффициентами разложения в
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точке 0 исследуется вопрос о числе вещественных корней системы (2.1)
в области Da,b = {x ∈ Rn : a < ϕ(x) < b}, где x = Re z.

Для этого вводится понятие результанта Rϕ(t) системы и функции
ϕ, используя понятие вычетных интегралов и степенных сумм кор-
ней системы в отрицательной степени. Показано, что если результант
Rϕ(t) не имеет кратных корней, то число вещественных корней системы
(2.1) в области Da,b равно числу нулей результанта Rϕ(t) на интерва-
ле (a, b). Приведен пример, показывающий, что данное утверждение
вполне алгоритмизуемо.
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