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Аннотация. Исследуется система линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений, содержащая точечные и интегральные нагружения, с нелокальными кра-
евыми условиями. Краевые условия включают интегральные и точечные значения
неизвестной функции. Существенным условием в задаче является то, что ядра ин-
тегральных слагаемых в дифференциальных уравнениях зависят лишь от перемен-
ной интегрирования. Показано, что подобные задачи возникают при управлении с
обратной связью как объектами с сосредоточенными, так и распределенными пара-
метрами при точечных и интегральных замерах текущего состояния управляемого
объекта. Рассматриваемая в статье постановка задачи обобщает многие исследован-
ные раннее задач относительно нагруженных дифференциальных уравнений с нело-
кальными краевыми условиями. Введением вспомогательных параметров получены
необходимые условия существования и единственности решения рассматриваемой
задачи. Для численного решения задачи предложено использовать представление
решения исходной задачи, включающее четыре матричные функции, являющие-
ся решениями четырех вспомогательных задач Коши. Используя решения вспо-
могательных задач в краевых условиях, получены значения неизвестной функции
в точках нагружения. Это достаточно, чтоб получить искомое решение. В статье
приводится изложение применения метода на примере решения модельной задачи.



46 В. М.АБДУЛЛАЕВ

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, нагруженное уравнение,
многоточечные условия, интегральные условия, нелокальные условия, фундамен-
тальная матрица решений, условия существования и единственности

Благодарности: Автор выражает искреннюю благодарность чл.-кор. НАН Азер-
байджана, профессору К. Р. Айда-заде за ценные советы и внимание к работе.

Ссылка для цитирования: АбдуллаевВ. М. К решению нагруженных дифферен-
циальных уравнений с нелокальными условиями // Известия Иркутского государс-
твенного университета. Серия Математика. 2024. Т. 49. C. 45–62.
https://doi.org/10.26516/1997-7670.2024.49.45

Research article

To the Solution of Loaded Differential Equations

with Nonlocal Conditions

Vagif M.Abdullayev1,2,3B

1 Azerbaijan State Oil and Industry University, Baku, Azerbaijan
2 Institute of Control Systems of Ministry of Science and Education of Republic of

Azerbaijan, Baku, Azerbaijan
3 Western Caspian University, Baku, Azerbaijan

B vaqif ab@rambler.ru

Abstract. We investigate a system of linear ordinary differential equations containing
point and integral loadings with nonlocal boundary conditions. Boundary conditions
include integral and point values of the unknown function. An essential feature of the
problem is that the kernels of the integral terms in the differential equations depend
only on the integration variable. It is shown that similar problems arise during feedback
control of objects with both lumped and distributed parameters during point and integral
measurements of the current state of the controllable object. The problem statement
considered in the paper generalizes a lot of previously studied problems regarding loaded
differential equations with nonlocal boundary conditions. By introducing auxiliary pa-
rameters, we obtain necessary conditions for the existence and uniqueness of a solution
to the problem under consideration. To solve the problem numerically, we propose to
use a representation of the solution to the original problem, which includes four matrix
functions that are solutions to four auxiliary Cauchy problems. Using solutions to the
auxiliary problems in boundary conditions, we obtain the values of the unknown function
at the loading points. This is enough to get the desired solution. The paper describes
the application of the method using the example of solving a test model problem.
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1. Введение

В работе изучаются вопросы существования, единственности реше-
ния нелокальных задач относительно систем линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, специфика которых заключается в сле-
дующем. Дифференциальные уравнения являются точечно и интег-
рально нагруженными и ядра интегральных слагаемых зависят лишь
от одной переменной интегрирования. Нелокальные условия линейны
и содержат точечные и интегральные значения неизвестной функции.
Подобные задачи называют также точечно и интегрально нагруженны-
ми, и они возникают во многих практических приложениях [8; 9; 12; 14;
20;23]. Специфическая особенность интегральных слагаемых в уравне-
ниях важна для предлагаемого в статье подхода к получению условий
существования, единственности решения задачи и для ее решения как
аналитически, так и численно.

Многие задачи оптимального управления с обратной связью про-
цессами нагрева приводят к рассматриваемому в статье классу нело-
кальных задач. Обратная связь осуществляется за счет точечных и
интегральных во времени или в пространстве замеров температуры, ре-
зультаты которых используются для формирования текущих значений
управляющего воздействия [3; 6; 15].

В работе показано, что рассматриваемый класс нелокальных задач
введением новых переменных можно привести к хорошо исследованным
точечно нагруженным задачам с разделенными краевыми условиями
[1; 21]. Но учитывая существенное при этом возрастание размерности
задачи, такой подход к исследованию исходной задачи не целесообразен.

Подход к получению условий существования и единственности ре-
шения задачи в определенной степени использован для предлагаемого
метода решения задачи как в аналитическом виде в случае постоян-
ства матрицы динамической системы, так и для численного решения
с переменной матрицей системы. Приводится исследование и аналити-
ческий метод решения одной иллюстративной задачи с применением
предложенного подхода.

2. Постановка задачи и ее анализ

Рассматривается следующая система точечно и интегрально нагру-
женных дифференциальных уравнений:

du(x)

dx
= A(x)u(x) +

l1∑

i=1

B1
i (x)u(xi)+
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+

l2∑

j=1

B2
j (x)

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(ξ)u(ξ)dξ +D(x), x ∈ [x0, xf ] (2.1)

с нелокальными условиями

l3∑

i=1

αiu(xL2+i
) +

l4∑

j=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(ξ)u(ξ)dξ = γ. (2.2)

Здесь u(·) ∈ Rn – неизвестная непрерывно дифференцируемая функ-
ция. Заданными являются: неотрицательные целые числа l1, l2, l3, l4;
непрерывные n-мерные квадратные матричные функции A(x), B1

i (x),
B2
j (x), i = 1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2 , при x ∈ [x0, xf ], Cj(x) – при x ∈

[xL1+2j−1, xL1+2j], j = 1, 2, ..., l2 , βj(x) – при x ∈ [xL3+2j−1, xL3+2j ];
непрерывная n-мерная вектор-функция D(x); n-мерный вектор γ; точки
xi, i = 1, 2, ..., L4, L1 = l1, L2 = L1 + 2l2, L3 = L2 + l3, L4 = L3 + 2l4
из отрезка [x0, xf ] (некоторые из указанных точек могут совпадать),
причем предполагается, что, не нарушая общности, выполнены условия:

xL1+2j ≥ xL1+2j−1, j = 1, 2, . . . , l2,

xL3+2j ≥ xL3+2j−1, j = 1, 2, . . . , l4.

В задаче требуется найти непрерывно-дифференцируемую при x ∈
[x0, xf ] вектор-функцию u(·) ∈ Rn, удовлетворяющую системе точеч-
но и интегрально нагруженных дифференциальных уравнений (2.1) и
нелокальным условиям (2.2), содержащим точечные и интегральные
значения неизвестной функции.

Отметим, что некоторые частные случаи задачи (2.1), (2.2) были
исследованы ранее. В случае B2

j (x) ≡ 0, j = 1, 2, ..., l2, имеем точечно-
нагруженную систему дифференциальных уравнений, исследованную
во многих работах, в частности, в [1; 8; 9; 14]. При B1

j (x) ≡ 0, j =
1, 2, ..., l1 , получаем интегро-дифференциальную систему уравнений с
той спецификой, что ядра Cj(x) зависят только от переменной инте-
грирования [11; 13; 17–19; 22]. Условия (2.2) также обобщают многие
другие локальные и нелокальные условия. Их частными случаями явля-
ются условия Коши, двухточечные и многоточечные условия, условия
интегрального типа [5; 14].

Задачу (2.1), (2.2) введением новых неизвестных можно привести
к двухточечной краевой задаче относительно системы точечно нагру-
женных дифференциальных уравнений. Покажем это. Введем новые
n-мерные переменные ϑj(x), j = 1, 2, ..., l2, удовлетворяющие системе
дифференциальных уравнений:

dϑj(x)

dx
=Cj(x)u(x), xL1+2j−1 < x ≤ xL1+2j, j = 1, 2, . . . , l2,

ϑj(x) = 0n, x ≤ xL1+2j−1, j = 1, 2, . . . , l2,

(2.3)

Известия Иркутского государственного университета.
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где 0n — n-мерный нулевой вектор. Тогда система (2.1) будет иметь
только точечные нагружения:

du(x)

dt
= A(x)u(x) +

l1∑

i=1

B1
i (x)u(xi)+

+

l2∑

j=1

B2
j (x)ϑ

j(xL1+2j) +D(x), x ∈ [x0, xf ]. (2.4)

Введением новых n-мерных векторов wj(x) , j = 1, 2, ..., l4 , удовлетво-
ряющих системе дифференциальных уравнений

dwj(x)

dx
=βj(x)u(x), xL3+2j−1 < x ≤ xL3+2j, j = 1, 2, . . . , l4,

wj(x) = 0n, x ≤ xL3+2j−1, j = 1, 2, . . . , l4,

(2.5)

условия (2.2) приводятся к многоточечным условиям

l3∑

i=1

αiu(xL2+i) +

l4∑

j=1

wj(xL3+2j) = γ. (2.6)

Порядок полученной линейной системы нагруженных дифференци-
альных уравнений (2.3)–(2.5) равен (l2 + l4 + 1)n. Используя подход,
предложенный в работе [21], многоточечные условия (2.6) можно приве-
сти к разделенным краевым условиям. Для этого каждый из 2(l3+l4+1)
отрезков между всеми точками x0, xL2+i

, i = 1, 2, ..., l3 , xL3+2j , j =
1, 2, ..., l4 , xf после их упорядочения разбивается на две части. Для
каждой из половин этих отрезков между точками вводятся системы
дифференциальных уравнений относительно новых переменных, соот-
ветствующих u(x), ϑi(x), wj(x), i = 1, 2, ..., l1, j = 1, 2, ..., l2, но в разных
направлениях изменения аргумента x. В результате получим систему
дифференциальных уравнений порядка 2(l3+l4+1)(l2+l4+1)n с двухто-
чечными краевыми условиями вида (после индивидуального для каж-
дого отрезка масштабирования и приведения их к отрезкам единичной
длины):

A1w(0) = A2, A3w(1) = A4,

где A1, A3 — квадратные матрицы размера 2(l3 + l4 + 1)(l2 + l4 + 1)n;
A2, A4 — векторы соответствующей размерности.

Точечно нагруженные уравнения с двухточечными и многоточеч-
ными условиями достаточно хорошо изучены, относительно них полу-
чены необходимые и достаточные условия существования, единствен-
ности решения [11; 13], предложены подходы к их численному реше-
нию [1;7;8]. Исследованы задачи оптимизации и оптимального управле-
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ния, обратные задачи в различных постановках, описываемые точечно-
нагруженными уравнениями [4; 10; 16], имеются численные методы их
решения [4; 16].

Учитывая существенное увеличение размерности исходной задачи
(2.1), (2.2) при ее приведении к задаче с точечно-нагруженными диф-
ференциальными уравнениями с разделенными краевыми условиями,
применение ранее предложенных методов как для исследования, так и
их численного решения нецелесообразно. Особенно это касается задач
оптимизации, оптимального управления, требующих многократного ре-
шения задач вида (2.1), (2.2).

Поэтому в данной статье проводятся исследования существования и
единственности решения задачи (2.1), (2.2), а также предложен подход
к ее решению, не требующий повышения размерности исходной задачи.

3. Условия существования и единственности
решения задачи (2.1), (2.2)

Рассмотрим следующую вспомогательную систему дифференциаль-
ных уравнений:

du(x)

dx
= A(x)u(x)+

l1∑

i=1

B1
i (x)

⌣

λ
i

+

l2∑

j=1

B2
j (x)

⌢

λ
j

+D(x), x ∈ [x0, xf ] (3.1)

с условиями (2.2). Здесь
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1, j = 1, 2, ..., l2 являют-
ся пока произвольными n-мерными векторами, остальные функции и
параметры те же, что в уравнении (2.1).

При принятых предположениях на функции, участвующие в задаче,
решение системы (3.1), при произвольно заданном начальном условии

u(x0) = u0, (3.2)

согласно формуле Коши, можно записать в следующем виде:

u(x) = F (x)u0 + F (x)

x∫

x0

F−1(ξ)R(ξ)dξ, x ∈ [x0, xf ], (3.3)

R(ξ) =

l1∑

i=1

B1
i (ξ)

⌣

λ
i

+

l2∑

j=1

B2
j (ξ)

⌢

λ
j

+D(ξ). (3.4)

Здесь n-мерная квадратная фундаментальная матрица F (x) являет-
ся решением задачи Коши

dF (x)

dx
= A(x)F (x), F (x0) = In, x ∈ [x0, xf ], (3.5)
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где In — n-мерная квадратная единичная матрица.
Введем обозначения:

⌣

F
i

(x) = F (x)

x∫

x0

F−1(ξ)B1
i (ξ)dξ, i = 1, 2, . . . , l1, (3.6)

⌢

F
j

(x) = F (x)

x∫

x0

F−1(ξ)B2
j (ξ)dξ, j = 1, 2, . . . , l2, (3.7)

F 1(x) = F (x)

x∫

x0

F−1(ξ)D(ξ)dξ. (3.8)

Тогда решение (3.3), (3.4) системы дифференциальных уравнений

(3.1) при произвольно заданных начальном условии u0 и векторах
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1, j = 1, 2, ..., l2 можно записать в виде

u(x) = F (x)u0 +

l1∑

i=1

⌣

F
i

(x)
⌣

λ
i

+

l2∑

j=1

⌢

F
j

(x)
⌢

λ
j

+ F 1(x). (3.9)

Учитывая произвольность n-мерных векторов

u0,
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1, j = 1, 2, ..., l2 ,

потребуем от них выполнения следующих условий:

⌣

λ
ν

= u(xν), ν = 1, 2, . . . , l1, (3.10)

⌢

λ
µ

=

xL1+2µ∫

xL1+2µ−1

Cµ(ξ)u(ξ)dξ, µ = 1, 2, . . . , l2, (3.11)

и условий (2.2). Ясно, что общее число условий в (2.2), (3.10), (3.11) рав-
но и совпадает с суммарной размерностью произвольных векторов u0,
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2 . Введем обозначения для векторов:

⌣

Λ = (
⌣

λ
1
,
⌣

λ
2
, ...,

⌣

λ
l1
)T ∈ R

l1n,
⌢

Λ = (
⌢

λ
1
,
⌢

λ
2
, ...,

⌢

λ
l2
)T ∈ R

l2n,

Λ = (
⌣

Λ,
⌢

Λ) ∈ R
(l1+l2)n.

Значок «T» означает транспонирование.
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Из (3.10), учитывая (3.9), имеем

⌣

λ
ν

= F (xν)u0 +

l1∑

i=1

⌣

F
i

(xν)
⌣

λ
i

+

l2∑

j=1

⌢

F
j

(xν)
⌢

λ
j

+ F 1(xν). ν = 1, 2, ..., l1.

(3.12)
Из (3.11), учитывая (3.9), получим

⌢

λ
µ

=

xL1+2µ∫

xL1+2µ−1

Cµ(η)

[
F (η)u0 +

l1∑

i=1

⌣

F
i

(η)
⌣

λ
i

+

+

l2∑

j=1

⌢

F
j

(η)
⌢

λ
j

+ F 1(η)


 dη. (3.13)

Из условий (2.2) с учетом (3.9) получим

l3∑

i=1

αi

[
F (x

L2+i
)u0 +

l1∑

s=1

⌣

F
s

(x
L2+i

)
⌣

λ
s

+

+

l2∑

j=1

⌢

F
j

(x
L2+i

)
⌢

λ
j

+F 1(x
L2+i

)


+

l3∑

i=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(η)

[
F (ξ)u0 +

l1∑

i=1

⌣

F
i

(η)
⌣

λ
i

+

+

l2∑

s=1

⌢

F
s

(η)
⌢

λ
s

+ F 1(η)

]
dη = γ. (3.14)

Соотношения (3.12)–(3.14) представляют собой системы линейных
алгебраических уравнений соответственно l1n, l2n и n-го порядков от-
носительно неизвестных значений n-мерных векторов

u0,
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2.

Общее число уравнений в этих системах соответствует общему числу

неизвестных: (u0,
⌣

Λ,
⌢

Λ) ∈ R(l1+l2+1)n. После несложных преобразований,
группировки полученную алгебраическую систему можно привести к
следующему виду:





Gi11u0 +Gi12
⌣

Λ+Gi13
⌢

Λ = Gi10, i = 1, 2, ..., l1 ,

Gj21u0 +Gj22
⌣

Λ+Gj23
⌢

Λ = Gj20, j = 1, 2, ..., l2 ,

G31u0 +G32

⌣

Λ+G33

⌢

Λ = G30.

(3.15)

Участвующие в (3.15) матричные коэффициенты определяются из
(3.12)–(3.14):

Gi11 = F (xi) ∈ R
n×n,

Известия Иркутского государственного университета.
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Gi12 =

(
⌣

F
1
(xi), ...,

⌣

F
i−1

(xi),
⌣

F
i

(xi)− In,
⌣

F
i+1

(xi), ...,
⌣

F
l1
(xi)

)
∈ R

n×l1n,

Gi13 =

(
⌢

F
1
(xi),

⌢

F
2
(xi)...,

⌢

F
l2
(xi)

)
∈ R

n×l2n,

Gi10 = −F 1(xi) ∈ R
l1n, i = 1, 2, . . . , l1,

Cj21 =

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)F (η)dη ∈ R
n×n,

Gj22 =




xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌣

F
1
(η)dη, ...,

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌣

F
l1
(ηi)dη


 ∈ R

n×l1n,

Gj23 =




xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌢

F
1
(η)dη, ...,

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌢

F
j−1

(η)dη,

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌢

F
j

(η)dη − In,

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌢

F
j+1

(η)dη, ...,

xL1+2j∫

xL1+2j−1

Cj(η)
⌢

F
l2
(η)dη


 ∈ R

n×l2n,

Gj20 = −
xL1+2j−1∫

xL1+2j−1

Cj(η)F
1(η)dη ∈ R

l2n, j = 1, 2, . . . , l2,

G31 =

l3∑

i=1

αiF (xL2+i) +

l4∑

j=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(η)F (η)dη ∈ R
n×n,

G32 =

l3∑

i=1

αi

l1∑

s=1

⌣

F
s

(xL2+i) +

l4∑

j=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(η)

l1∑

i=1

⌣

F
i

(η)dη ∈ R
n×l1n,

G33 =

l3∑

i=1

αi

l2∑

j=1

⌢

F
j

(xL2+i) +

l4∑

j=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(η)

l2∑

s=1

⌢

F
s

(η)dη ∈ R
n×l2n,
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G30 = γ −
l3∑

i=1

αiF
1(xL2+i)−

l4∑

j=1

xL3+2j∫

xL3+2j−1

βj(η)F
1(η)dη ∈ R

n.

Из решения алгебраической системы (3.15) определяются начальное

значение неизвестной функции u0 = u(x0), точечные значения
⌣

λ
i

=

u(xi), i = 1, 2, ..., l1, интегральные значения
⌢

λ
j

=
L1+2j∫

L1+2j−1

C(ξ)u(ξ)dξ, j =

1, 2, ..., l2 . Это позволяет решить задачу Коши относительно системы
дифференциальных уравнений (3.1) вместо нагруженной системы (2.1)
с начальными условиями (3.2) без использования нелокальных условий
(2.2).

Таким образом, существование и единственность решения задачи

(2.1), (2.2) зависит от существования и единственности векторов u0,
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2, являющихся решениями алгебраической
системы (3.15). Отсюда очевидно следует справедливость следующей
теоремы.

Теорема 1. Для существования и единственности решения задачи
(2.1), (2.2) ранг квадратной матрицы алгебраической системы (3.15)
размерности (l1 + l2 + 1)n должен удовлетворять условию:

rank




G1
11 ... Gl111 G1

21 ... Gl221 G31

G1
12 ... Gl112 G1

22 ... Gl222 G32

G1
13 ... Gl113 G1

23 ... Gl223 G33




T

= (l1 + l2 + 1)n. (3.16)

Ясно, что в случае, если ранг матрицы в (3.16) меньше n, то алгебра-
ическая система (3.15) может не иметь решений или иметь множество
решений в зависимости от ранга расширенной матрицы (3.15). Следо-
вательно, соответственно и исходная задача (2.1), (2.2) может иметь
множество решений или не иметь их вообще.

Приведенный подход к исследованию существования и единственно-
сти решения задачи (2.1), (2.2) может быть использован и для решения
задачи. Но, как видно из приведенных выше формул, для нахождения
коэффициентов системы алгебраических уравнений (3.15) необходимо
иметь фундаментальную матрицу решений F (x) и ее обратную матрицу
F−1(x), x ∈ [x0, xf ]. В случае выполнения условия A(x) 6= const, x ∈
[x0, xf ], построение этих матриц в аналитическом виде на практике
не представляется возможным, а с использованием численных методов
требует большого объема вычислений и памяти.

В следующем разделе приводится подход к численному решению
задачи (2.1), (2.2), не требующий знания матрицы F−1(x), x ∈ [x0, xf ].

Известия Иркутского государственного университета.
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4. Подход к решению задачи

Ниже предлагается подход к решению задачи (2.1), (2.2), исполь-
зующий вспомогательные задачи Коши относительно линейных систем
дифференциальных уравнений. Для численного решения вспомогатель-
ных задач Коши могут быть использованы известные методы и пакеты
программ.

Предлагаемый подход основан на представлении решения (3.9) вспо-
могательной задачи (3.1), (3.2) и задачах Коши, приведенных в следу-
ющей теореме.

Теорема 2. Решение системы дифференциальных уравнений (3.1) при
произвольно заданных независимых начальном условии (3.2) и n-мер-

ных векторах
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1, j = 1, 2, ..., l2, представимо в
виде (3.9), причем единственным образом, если n-мерные квадратные

матричные функции F (x),
⌣

F
i

(x),
⌢

F
j

(x) и векторная функция F 1(x)
являются решениями соответствующих задач Коши (3.5) и

d
⌣

F
i

(x)

dx
= A(x)

⌣

F
i

(x) +B1
i (x),

⌣

F
i

(x0) = 0n×n, i = 1, 2, ..., l1 , (4.1)

d
⌢

F
j

(x)

dx
= A(x)

⌢

F
j

(x) +B2
j (x),

⌢

F
j

(x0) = 0n×n, j = 1, 2, ..., l2, (4.2)

dF 1(x)

dx
= A(x)F 1(x) +D(x), F 1(x0) = 0n. (4.3)

Доказательство. Согласно формуле Коши, решениями задач (4.1)–

(4.3), причем единственными, являются соответственно функции
⌣

F
i

(x),
⌢

F
j

(x), F 1(x), определенные формулами (3.6)–(3.8). В этих формулах
участвует матричная функция F (x), являющаяся фундаментальным
решением однородных систем относительно (4.1)–(4.3) и единственным

решением задачи Коши (3.5). Ясно, что функции F (x),
⌣

F
i

(x),
⌢

F
j

(x),

F 1(x) не зависят от начального условия u0 и параметров
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

. Но и
представление решения системы дифференциальных уравнений (3.1) в
виде (3.9), в силу формулы Коши (3.4), единственно при произвольно

и независимо заданных векторах u0,
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i = 1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2 .

Из вышесказанного можно сформулировать следующий подход к
решению исходной задачи (2.1), (2.2).
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Сначала решаются вспомогательные задачи Коши (3.5), (4.1)–(4.3).

После нахождения функций F (x),
⌣

F
i

(x),
⌢

F
j

(x), F 1(x), i = 1, 2, ..., l1 ,

j = 1, 2, ..., l2, далее, учитывая произвольность параметров
⌣

λ
i

,
⌢

λ
j

, i =
1, 2, ..., l1 , j = 1, 2, ..., l2, u0 ∈ Rn в задаче (3.1), (2.2), потребуем от них
выполнения условий (3.10), (3.11) и (2.2).

Из (3.12)–(3.14) получим систему (l1 + l2 + 1)n линейных уравнений

относительно неизвестных n-мерных векторов u0,
⌣

λ
ν

,
⌢

λ
µ

, ν = 1, 2, ..., l1 ,
µ = 1, 2, ..., l2 . Определив эти векторы, из представления (3.9) находим
искомое решение задачи (2.1), (2.2).

В случае, если среди функций B1
i (x), i = 1, 2, ..., l1, или B2

j (x), j =
1, 2, ..., l2 , имеются совпадающие или отличающиеся постоянными ко-
эффициентами, то количество вспомогательных задач (4.1)–(4.3) можно
уменьшить на число совпадающих функций. Например, если k1B1

i1
(x) =

k2B
1
i2
(x) = ... = ksB

1
is
(x), тогда вместо векторов

⌣

λ
i1
, ...,

⌣

λ
is

достаточно

ввести в (3.10) один вектор
⌢

λ
i∗
=

s∑
q=1

kqu(xiq ).

Аналогично, если k1B
1
j1
(x) = k2B

2
j2
(x) = ... = ksB

2
js
(x), то вместо

векторов
⌢

λ
j1
,
⌢

λ
j2
, ...,

⌢

λ
js

в (3.11) вводим один вектор:

⌢

λ
j∗

=
s∑

q=1

kq

xL1+2jq∫

xL1+2jq−1

Cjq(ξ)u(ξ)dξ.

Один из таких случаев будет продемонстрирован на примере иллюстра-
тивной задачи, приводимой в следующем разделе.

5. Иллюстративный пример

Рассмотрим решение задачи (2.1)–(2.2) при следующих данных:
n = 2, l1 = 2, l2 = 1, l3 = 3, l4 = 2, x ∈ [0, 4], x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 ,
x3 = 2, x4 = 3, x5 = 0 , x6 = 3, x7 = 4, x8 = 1, x9 = 2, x10 = 1, x11 = 2,
L1 = 2, L2 = 4, L3 = 7.

A(x)=

(
2 1
3 4

)
, B1

1(x)=

(
1 2
2 0

)
, B1

2(x) =

(
2 −3
0 1

)
, B2

1(x) =

(
2 0
0 3

)
,

C1(x) =

(
2 1
1 0

)
, D(x) =

(
2x− 26

5x2 − 4x− 20

)
, α1 =

(
2 1
1 −1

)
,

α2 =

(
2 1
3 1

)
, α3 =

(
1 0
0 1

)
, β1 =

(
6 3
−2 −1

)
, γ =

(
20
33

)
.
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Несложно убедиться, что решением задачи является функция
u(x) = (x2 − 1,−2x2 + 3)T .

Введем обозначения

⌣

λ
1
= u(1),

⌣

λ
2
= u(2),

⌢

λ
1
=

3∫

2

C1(τ)u(τ) dτ. (5.1)

Построим вспомогательные задачи (3.5), (4.1)–(4.3):

dF (x)

dx
=

(
2 1

3 4

)
F (x), F (0) = I2×2 , (5.2)

d
⌣

F
1
(x)

dx
=

(
2 1

3 4

)
⌣

F
1
(x) +

(
1 2

2 0

)
,

⌣

F
1
(0) = 02×2 , (5.3)

d
⌣

F
2
(x)

dx
=

(
2 1

3 4

)
⌣

F
2
(x) +

(
2 −3

0 1

)
,

⌣

F
2
(0) = 02×2 , (5.4)

d
⌢

F
1
(x)

dx
=

(
2 1

3 4

)
⌢

F
1
(x) +

(
2 0

0 3

)
,

⌢

F
1
(0) = 02×2 , (5.5)

dF 1(x)

dx
=

(
2 1

3 4

)
F 1(x) +

(
2t− 26

5t2 − 4t− 20

)
, F 1(0) = 02 . (5.6)

Несложно определить решения задач Коши (5.2)–(5.6):

F (x) =




3

4
ex +

1

4
e5x −1

4
ex +

1

4
e5x

−3

4
ex +

3

4
e5x

3

4
ex +

3

4
e5x


 ,

⌣

F
1
(x) =




1

4
ex +

3

20
e5x − 2

5

3

2
ex +

1

10
e5x − 8

5

−1

4
ex +

9

20
e5x − 1

5
−3

2
ex +

3

10
e5x +

6

5


 ,

⌣

F
2
(x) =




3

2
ex +

1

10
e5x − 8

5
−5

2
ex − 1

10
e5x +

13

5

−3

2
ex +

3

10
e5x +

6

5

5

2
ex − 3

10
e5x − 11

5


 ,

⌢

F
1
(x) =




3

2
ex +

1

10
e5x − 8

5
−3

4
ex +

3

20
e5x +

3

5

−3

2
ex +

3

10
e5x +

6

5

3

4
ex +

9

20
e5x − 6

5


 ,
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F 1(x) =




−29

2
ex − 23

10
e5x + x2 +

84

5
29

2
ex − 69

10
e5x − 2x2 − 38

5


 .

Пользуясь представлением (3.9) и обозначениями (5.1), получим:

⌣

λ
1
= F (1)u0 +

⌣

F
1
(1)

⌣

λ
1
+

⌣

F
2
(1)

⌣

λ
2
+

⌢

F
1
(1)

⌢

λ
1
+ F 1(1) ,

⌣

λ
2
= F (2)u0 +

⌣

F
1
(2)

⌣

λ
1
+

⌣

F
2
(2)

⌣

λ
2
+

⌢

F
1
(2)

⌢

λ
1
+ F 1(2) ,

⌢

λ
1
=

3∫

2

C1(τ)

[
F (τ)u0 +

⌣

F
1
(τ)

⌣

λ
1
+

⌣

F
2
(τ)

⌣

λ
2
+

⌢

F
1
(τ)

⌢

λ
1
+ F 1(τ)

]
dτ.

Непосредственным вычислением можно убедиться, что ранг матри-
цы полученной системы равен 8, а ее единственным решением является
следующее:

u0 =

(
−1
3

)
,

⌣

λ
1
=

(
0
1

)
,

⌣

λ
2
=

(
3
−5

)
,
⌢

λ
1
=

(
1
16

3

)
.

Тогда из представления (3.9) получим искомое решение:

u(x) = F (x)u0 +
⌣

F
1
(x)

⌣

λ
1
+

⌣

F
2
(x)

⌣

λ
2
+

⌢

F
1
(x)

⌢

λ
1
+ F 1(x) =

=
(
x2 − 1,−2x2 + 3

)T
, x ∈ [0, 4].

6. Заключение

Предложен подход к исследованию и решению класса нелокальных
задач относительно линейных обыкновенных точечно и интегрально
нагруженных дифференциальных уравнений. Основная специфика ин-
тегральных нагружений заключается в том, что ядра интегральных
слагаемых зависят только от одной переменной интегрирования. Это
позволило свести решение исходной задачи к решению вспомогатель-
ных задач Коши относительно обыкновенных дифференциальных урав-
нений.

Рассмотренная задача имеет самостоятельный интерес. К ней приво-
дятся задачи оптимального управления объектами с обратной связью,
в которых замеры текущего состояния объекта могут иметь точечный
и интегральный характер.
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Получены условия существования и единственности решения рас-
смотренного класса задач, приводится исследование и решение одной
иллюстративной задачи.
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