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Аннотация. Рассматривается вопрос о приближении решения уравнения переноса-
диффузии в полупространстве с однородным условием Неймана. Используя ядро
теплопроводности и перемещение, соответствующее переносу на каждом шаге дис-
кретизированного времени, строится семейство приближенных решений. Используя
четные продолжения, преобразуются заданные функции и приближенные решения
в функции, определенные на всем пространстве, что позволяет установить оценки
приближенных решений и их производных и доказать их сходимость. Показывается,
что предельная функция удовлетворяет уравнению и граничному условию.
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Abstract. In this paper, we examine the question about the approximation of the
solution to a transport-diffusion equation in a half-space with the homogenous Neumann
condition. Using heat kernel and translation corresponding to the transport in each step
of time discretization, we construct a family of approximate solutions. By even extension
the given functions and the approximate solutions are transformed into functions defined
on the whole space, what makes it possible to establish estimates of approximate solutions
and their derivatives and to prove their convergence. We show that the limit function
satisfies the equation and the boundary condition.
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1. Введение

Хорошо известно несколько методов изучения уравнений параболи-
ческого типа, в том числе уравнения переноса-диффузии

𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑣(𝑡, 𝑥) · ∇𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜅Δ𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥))

(здесь и далее 𝑣 · ∇ =
∑︀𝑑

𝑗=1 𝑣𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗
, Δ =

∑︀𝑑
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑗
). Как в пространстве

Гёльдера, так и в пространстве Соболева, благодаря наличию оператора
Лапласа, можно получить оценки большей гладкости и построить ре-
шение, как показано в классической книге [3] и многих других работах.
Но такие оценки гладкости не сохраняются тогда, когда коэффици-
ент диффузии 𝜅 стремится к нулю. С другой стороны, как показано
в [7], используя стохастическое представление решения, можно охарак-
теризовать поведение решения при 𝜅 → 0, но результаты используют
понятия теории вероятностей и их не всегда легко интерпретировать в
терминах теории уравнений в частных производных.

Пользуясь свойствами стохастического представления, но используя
фундаментальное решение уравнения теплопроводности вместо броу-
новского движения, можно построить приближенные решения уравне-
ния переноса-диффузии без использования понятий теории вероятно-
стей. Действительно, в работах [10] и [9] построены такие приближен-
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ные решения и доказана их сходимость к решению уравнения переноса-
диффузии в R𝑑, а в работах [5] и [4] с помощью этих приближенных
решений доказана сходимость решения уравнения переноса-диффузии
к решению уравнения переноса в случае, когда коэффициент диффузии
стремится к нулю.

С другой стороны, результаты [10] и [9] были обобщены на случай, ко-
гда уравнение рассматривается с однородным граничным условием Ди-
рихле, сначала в полуплоскости R2

+ с переносом, параллельным оси 𝑥1
[1], а затем в полупространстве R𝑑

+ с переносом, который необязательно
параллелен гиперплоскости {𝑥𝑑 = 0} [8].

В настоящей работе строятся приближенные решения для уравнения
переноса-диффузии с помощью ядра теплопроводности и соответству-
ющего переносу линейного перемещения на каждом шаге временной
дискретизации, а также доказывается при определенных условиях их
сходимость к решению уравнения переноса-диффузии в полупростран-
стве R𝑑

+ с однородным граничным условием Неймана. Напомним, что
в [8] с помощью нечетного продолжения задача с однородным усло-
вием Дирихле была преобразована в задачу во всем R𝑑, а в настоящей
работе рассматриваем однородное условие Неймана и предполагаем вы-
полнение соответствующих условий для заданных функций. С учетом
этих условий мы используем метод четного продолжения (см., напри-
мер, [2], гл. III, § 3, 2), который позволяет преобразовать задачу в
полупространстве в задачу во всем R𝑑, поэтому можно воспользоваться
методиками, разработанными в [10] и [9]. Но в преобразованном урав-
нении нужно учесть влияние граничного условия. Потерю гладкости
из-за граничного условия Неймана мы контролируем с помощью новых
оценок.

Предложенное нами приближение имеет несколько схожих аспектов
с численным методом Эйлера – Маруяма, который использует дискре-
тизацию по времени для стохастических уравнений. Даже если известна
сходимость приближения метода Эйлера – Маруяма к решению стоха-
стического уравнения (см., например, [6]), для выяснения связи между
методом Эйлера – Маруяма и нашим приближением предстоит еще
много работы.

Целью нашей следующей работы является изучение поведения ре-
шения в случае, когда коэффициент диффузии стремится к нулю. Так-
же требуется проведение анализа асимптотического поведения решения
для 𝑡→∞, а также для 𝑥𝑑 → +0.
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2. Определение приближенных решений и основный
результат

Прежде всего, построим семейство приближенных решений 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥)
для уравнения переноса-диффузии с однородным граничным условием
Неймана. Как и в [10], [9], [1] и [8], используем специальную дискрети-
зацию по времени. Положим

𝛿𝑛 =
1

2𝑛
, 𝑛 = 1, 2, · · · , (2.1)

0 = 𝑡
[𝑛]
0 < 𝑡

[𝑛]
1 < · · · < 𝑡

[𝑛]
𝑘−1 < 𝑡

[𝑛]
𝑘 < · · · , 𝑡

[𝑛]
𝑘 = 𝑘𝛿𝑛. (2.2)

Рассмотрим положительную постоянную 𝜅 и определим

Θ𝑛(𝑥) =
1

(4𝜋𝛿𝑛𝜅)𝑑/2
exp(− |𝑥|

2

4𝛿𝑛𝜅
), 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑛 = 1, 2, · · · . (2.3)

Далее введем оператор четного продолжения Λ0 и оператор нечет-
ного продолжения Λ1. Для функции 𝑤 : R+ → R мы определим

Λ0(𝑤)(𝑟) =

{︂
𝑤(𝑟), если 𝑟 ≥ 0
𝑤(−𝑟), если 𝑟 < 0

, (2.4)

Λ1(𝑤)(𝑟) =

⎧⎨⎩ 𝑤(𝑟), если 𝑟 > 0
0, если 𝑟 = 0
−𝑤(−𝑟), если 𝑟 < 0

. (2.5)

Положим также Ω = {𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 |𝑥𝑑 > 0 }, так что Ω = R𝑑
+ =

{𝑥 ∈ R𝑑 |𝑥𝑑 ≥ 0 }. Будем использовать записи

𝑥′ = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑑−1), 𝑣′(𝑡, 𝑥) = (𝑣1(𝑡, 𝑥), · · · , 𝑣𝑑−1(𝑡, 𝑥)),

так что
𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑑), 𝑣(𝑡, 𝑥) = (𝑣′(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑑(𝑡, 𝑥)).

Определим приближенные решения 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥) соотношениями

𝑢[𝑛](𝑡
[𝑛]
0 , 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (2.6)

𝑢[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥) =

=

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)Λ0(𝑢
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥

′−𝛿𝑛𝑣′(𝑡[𝑛]𝑘 , 𝑥)−𝑦′, ·))(𝑥𝑑−𝛿𝑛𝑣𝑑(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)−𝑦𝑑)𝑑𝑦+

+ 𝛿𝑛𝑓(𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥, 𝑢

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)), 𝑥 ∈ Ω, 𝑘 = 1, 2, · · · ,

𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥) =
𝑡
[𝑛]
𝑘 − 𝑡
𝛿𝑛

𝑢[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥) +

𝑡− 𝑡[𝑛]𝑘−1

𝛿𝑛
𝑢[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥),

при 𝑡
[𝑛]
𝑘−1 < 𝑡 < 𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥 ∈ Ω. (2.7)
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Здесь 𝑢0(𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) — заданные функции.
В дальнейшем докажем, что при определенных условиях, которые

мы укажем позже, функции 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥), 𝑛 = 1, 2, · · · , определенные соот-
ношениями (2.6)–(2.7), сходятся к функции 𝑢(𝑡, 𝑥), которая удовлетво-
ряет уравнению переноса-диффузии, однородному граничному условию
Неймана 𝜕𝑥𝑑

𝑢(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑑)
⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 и начальному условию 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥).
Чтобы точно сформулировать предположения, используем следую-

щие обозначения:

𝐷𝛼
𝑥 =

𝜕|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥

𝛼𝑑
𝑑

, 𝐷𝛼
𝑥,𝑢 =

𝜕|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥

𝛼𝑑
𝑑 𝜕𝑢𝛼𝑑+1

,

где 𝛼𝑗 ∈ Z, 𝛼𝑗 ≥ 0, |𝛼| =
∑︀𝑑

𝑗=1 𝛼𝑗 или |𝛼| =
∑︀𝑑+1

𝑗=1 𝛼𝑗 .
Обозначим через 𝐶𝑏(R𝑑

+) (соотв. 𝐶𝑏(R𝑑
+ × R)) класс ограниченных

непрерывных функций в R𝑑
+ (соотв. R𝑑

+ × R) и через 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R𝑑
+))

(соотв. 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R𝑑
+ × R))) класс непрерывных функций в R+ × R𝑑

+

(соотв. R+ × R𝑑
+ × R), которые ограничены в [0, 𝜏 ] × R𝑑

+ (соотв. [0, 𝜏 ] ×
R𝑑
+ × R) для любого 𝜏 > 0.
Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 1. Предположим, что

𝐷𝛼
𝑥𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R

𝑑
+)) при |𝛼| ≤ 3, (2.8)

𝜕𝑡𝐷
𝛼
𝑥𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R

𝑑
+)) при |𝛼| ≤ 2, (2.9)

𝑣𝑑(𝑡, 𝑥
′, 0) = 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1, (2.10)

𝜕𝑥𝑑
𝑣𝑗(𝑡, 𝑥

′, 𝑥𝑑)
⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1, 𝑗 = 1, · · · , 𝑑− 1, (2.11)

𝐷𝛼
𝑥,𝑢𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)

1 + |𝑢|
∈ 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R

𝑑
+ × R)) при |𝛼| ≤ 3, (2.12)

𝜕𝑡𝐷
𝛼
𝑥,𝑢𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)

1 + |𝑢|
∈ 𝐶𝑏,𝑙𝑜𝑐(R+;𝐶𝑏(R

𝑑
+ × R)) при |𝛼| ≤ 2, (2.13)

𝜕𝑥𝑑
𝑓(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑑, 𝑢)

⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1, (2.14)

𝐷𝛼
𝑥𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶𝑏(R

𝑑
+) при |𝛼| ≤ 3, (2.15)

𝜕𝑥𝑑
𝑢0(𝑥

′, 𝑥𝑑)
⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1. (2.16)

Тогда функции 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥), определенные соотношениями (2.6)–(2.7), и их
производные первого и второго порядка по 𝑥 ∈ R𝑑 сходятся равномер-
но к предельной функции 𝑢(𝑡, 𝑥) и ее производным первого и второго
порядка в [0, 𝜏 ] × Ω для любого фиксированного 𝜏 > 0. Кроме того,
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предельная функция 𝑢(𝑡, 𝑥) обладает обобщенной производной по 𝑡 > 0
и удовлетворяет уравнению

𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥)+𝑣(𝑡, 𝑥)·∇𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜅Δ𝑢(𝑡, 𝑥)+𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥)) в ]0,∞[×Ω, (2.17)

начальному условию
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) в Ω (2.18)

и граничному условию Неймана

𝜕𝑥𝑑
𝑢(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑑)

⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 в R𝑑−1. (2.19)

3. Преобразование задачи и предварительные замечания

Как и в [8], для доказательства теоремы 1 вместо того, чтобы рас-
смотреть непосредственно приближенные решения 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥), определен-
ные соотношениями (2.6)–(2.7), рассмотрим функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), которые
являются продолжением 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥) в R𝑑.

Положим

𝑈0(𝑥) = Λ0(𝑢0(𝑥
′, ·))(𝑥𝑑), 𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑑) ∈ R𝑑, (3.1)

𝑉𝑗(𝑡, 𝑥) = Λ0(𝑣𝑗(𝑡, 𝑥
′, ·))(𝑥𝑑), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑗 = 1, · · · , 𝑑− 1, (3.2)

𝑉𝑑(𝑡, 𝑥) = Λ1(𝑣𝑑(𝑡, 𝑥
′, ·))(𝑥𝑑), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑, (3.3)

𝑉 (𝑡, 𝑥) = (𝑉 ′(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑑(𝑡, 𝑥)), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑, (3.4)

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑈) = Λ0(𝑓(𝑡, 𝑥
′, ·, 𝑈))(𝑥𝑑), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑈 ∈ R. (3.5)

Определим теперь функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), 𝑛 = 1, 2, · · · . Положим

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
0 , 𝑥) = 𝑈0(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑑, (3.6)

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥) =

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑈
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑦)𝑑𝑦+

+𝛿𝑛𝐹 (𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)), 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑘 = 1, 2, · · · , (3.7)

𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) =
𝑡
[𝑛]
𝑘 − 𝑡
𝛿𝑛

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥) +

𝑡− 𝑡[𝑛]𝑘−1

𝛿𝑛
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

при 𝑡
[𝑛]
𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥 ∈ R𝑑. (3.8)

Справедлива теорема.
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Теорема 2. Предположим, что предположения теоремы 1 выпол-
нены. Тогда функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), определенные соотношениями (3.6)–
(3.8), и их производные первого и второго порядка по 𝑥 ∈ R𝑑 сходятся
равномерно к предельной функции 𝑈(𝑡, 𝑥) и ее производным первого и
второго порядка в [0, 𝜏 ] × Ω для любого фиксированного 𝜏 > 0. Кроме
того, предельная функция 𝑈(𝑡, 𝑥) обладает обобщенной производной по
𝑡 > 0 и удовлетворяет уравнению

𝜕𝑡𝑈(𝑡, 𝑥) + 𝑉 (𝑡, 𝑥) · ∇𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝜅Δ𝑈(𝑡, 𝑥) + 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑈(𝑡, 𝑥)) в ]0,∞[×R𝑑,
(3.9)

начальному условию
𝑈(0, 𝑥) = 𝑈0(𝑥) в R𝑑 (3.10)

и граничному условию Неймана

𝜕𝑥𝑑
𝑈(𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑑)

⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 в R𝑑−1. (3.11)

Нетрудно заметить, что сужение на Ω функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), определен-
ной соотношениями (3.6)–(3.8), совпадает с 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥), определенной соот-
ношениями (2.6)–(2.7). Действительно, справедлива следующая лемма.

Лемма 1.Функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥),определенные соотношениями(3.6)–(3.8),
обладают непрерывной производной 𝜕𝑥𝑑

𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) и удовлетворяют со-
отношениям

𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥)
⃒⃒
Ω
= 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑛 = 1, 2, · · · , (3.12)

𝜕𝑥𝑑
𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥′, 𝑥𝑑)

⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0, 𝑡 ≥ 0, 𝑥′ ∈ R𝑑−1, 𝑛 = 1, 2, · · · , (3.13)

где 𝑢[𝑛](𝑡, 𝑥) — функция, определенная соотношениями (2.6)–(2.7).

Доказательство. Зафиксируем 𝑛 ∈ N. Напомним сначала, что согласно
предположению (см. (2.15), (2.16)) имеем 𝑢0 ∈ 𝐶1(R𝑑) и 𝜕𝑥𝑑

𝑢0(𝑥)
⃒⃒
𝑥𝑑=0

=

0. Таким образом, из определения (3.6) (см. также (3.1)) следует, что
при 𝑡 = 𝑡

[𝑛]
0 = 0 соотношения (3.12)–(3.13) справедливы. Поэтому до-

статочно показать формулировку леммы, предполагая, что она верна
для 𝑡 = 𝑡

[𝑛]
𝑘−1. Действительно, если 𝜕𝑥𝑑

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥) непрерывна в R𝑑 и

соотношения (3.12)–(3.13) при 𝑡 = 𝑡
[𝑛]
𝑘−1 справедливы, то из определений

(3.7) и (3.5) следует, что 𝜕𝑥𝑑
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥) непрерывна в R𝑑 и соотношения

(3.12)–(3.13) при 𝑡 = 𝑡
[𝑛]
𝑘 справедливы. Лемма доказана.

Определение (3.6)–(3.8) приближенных решений 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) формаль-
но идентично определению приближенных решений, введенных в [10],
что позволяет использовать методики, разработанные в [10]. Но отно-
сительно гладкости приближенных решений нужно учитывать наличие
граничного условия.

Известия Иркутского государственного университета.
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4. Оценки приближенных решений и их производных
первого, второго и третьего порядка

В этом разделе, следуя схеме [10] и [9], установим оценки функций
𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), определенных соотношениями (3.6)–(3.8), и их производных
первого, второго и третьего порядка по 𝑥 ∈ R𝑑. Для упрощения записи
здесь и далее для 𝜏 > 0 воспользуемся обозначением

𝜏+ = 𝜏 + 𝛿1. (4.1)

Лемма 2. Предположим, что предположения теоремы 2 (т.е. пред-
положения теоремы 1) выполнены. Пусть 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) — функции, опре-
деленные соотношениями (3.6)–(3.8). Тогда существуют функции
Φ0(𝑡), Φ1(𝑡), Φ2(𝑡) и Φ3(𝑡), которые являются непрерывными в R+,
возрастающими, независимыми от 𝑛 и такими, что

sup
𝑥∈R𝑑

|𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥)| ≤ Φ0(𝑡) ∀𝑡 ∈ R+, (4.2)

∑︁
|𝛼|=1

sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒
𝐷𝛼

𝑥𝑈
[𝑛](𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒
≤ Φ1(𝑡) ∀𝑡 ∈ R+, (4.3)

∑︁
|𝛼|=2

sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒⃒
𝐷𝛼

𝑥𝑈
[𝑛](𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒
≤ Φ2(𝑡) ∀𝑡 ∈ R+, (4.4)

∑︁
|𝛼|=3

sup
𝑥∈R𝑑∖{𝑥𝑑=0}

⃒⃒⃒
𝐷𝛼

𝑥𝑈
[𝑛](𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒
≤ Φ3(𝑡) ∀𝑡 ∈ R+. (4.5)

Доказательство. Введем обозначения

𝑤
[1,𝑛]
𝑖,𝑘 (𝑥) =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥), 𝑤

[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,𝑘

(𝑥) =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖2𝜕𝑥𝑖1
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥),

𝑤
[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑖3,𝑘

(𝑥) =
𝜕3

𝜕𝑥𝑖3𝜕𝑥𝑖2𝜕𝑥𝑖1
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

для 𝑛 = 1, 2, · · · , 𝑘 = 0, 1, 2, · · · . Далее положим

𝐴
[0,𝑛]
𝑘 = sup

𝑥∈R𝑑

|𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)|, 𝐴

[1,𝑛]
𝑘 =

𝑑∑︁
𝑖=1

sup
𝑥∈R𝑑

|𝑤[1,𝑛]
𝑖,𝑘 (𝑥)|,

𝐴
[2,𝑛]
𝑘 =

𝑑∑︁
𝑖1,𝑖2=1

sup
𝑥∈R𝑑

|𝑤[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,𝑘

(𝑥)|, 𝐴
[3,𝑛]
𝑘 =

𝑑∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=1

sup
𝑥∈R𝑑∖{𝑥𝑑=0}

|𝑤[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑖3,𝑘

(𝑥)|.

Зафиксируем 𝜏 > 0. Чтобы доказать существование функции Φ0(𝑡),
положим

𝐶0 = 𝐶0(𝜏) = sup
(𝑡,𝑥,𝑈)∈[0,𝜏+]×R𝑑×R

|𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑈)|
1 + |𝑈 |

.
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Так как⃒⃒ ∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑈
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒
≤ sup

𝜉∈R𝑑

|𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝜉)|,

|𝐹 (𝑡[𝑛]𝑘−1, 𝑥, 𝑈
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))| ≤ 𝐶0(1 + sup

𝜉∈R𝑑

|𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝜉)|),

из определений (3.6)–(3.7) следует, что

𝐴
[0,𝑛]
𝑘 ≤ (1+𝛿𝑛𝐶0)𝐴

[0,𝑛]
𝑘−1 +𝛿𝑛𝐶0 ≤ (1+𝛿𝑛𝐶0)

𝑘𝐴
[0,𝑛]
0 +𝛿𝑛𝐶0

𝑘∑︁
𝑗=1

(1+𝛿𝑛𝐶0)
𝑘−𝑗

для 0 ≤ 𝑡
[𝑛]
𝑘 ≤ 𝜏+. Из этого соотношения и определения (3.8) вытекает,

что существует функция Φ0(𝜏), удовлетворяющая неравенству (4.2).
Отметим, что в силу (4.2) |𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥)| ограничено для 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏+

при фиксированном 𝜏 > 0, так что в силу (2.12)–(2.13) можно считать,
что 𝐷𝛼

𝑥,𝑢𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 1 ≤ |𝛼| ≤ 3, и 𝜕𝑡𝐷𝛼
𝑥,𝑢𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), |𝛼| ≤ 2, ограничены в

[0, 𝜏+]× R𝑑.
Чтобы доказать существование функции Φ1(𝑡), мы дифференцируем

по 𝑥𝑖 обе части (3.7), так что имеем

𝑤
[1,𝑛]
𝑖,𝑘 (𝑥)=

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)
[︀
𝑤

[1,𝑛]
𝑖,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))−

− 𝛿𝑛
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜕𝑉𝑗(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑤

[1,𝑛]
𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))

]︀
𝑑𝑦 + 𝛿𝑛

[︀
𝐹 ′
𝑖,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))+

+ 𝐹 ′
𝑈,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))𝑤

[1,𝑛]
𝑖,𝑘−1(𝑥)

]︀
, (4.6)

где
𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝑥− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑦, (4.7)

𝐹 ′
𝑖,𝑘(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)) =

𝜕𝐹 (𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥, 𝑈)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
𝑈=𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 ,𝑥)

, (4.8)

𝐹 ′
𝑈,𝑘(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)) =

𝜕𝐹 (𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥, 𝑈)

𝜕𝑈

⃒⃒⃒
𝑈=𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 ,𝑥)

. (4.9)

С учетом предположений (2.8), (2.12) (и определений (3.2)–(3.5))
из (4.6)–(4.9) вытекает, что существует независимая от 𝑛 постоянная
𝐶1 = 𝐶1(𝜏), такая что

𝐴
[1,𝑛]
𝑘 ≤ (1 + 𝛿𝑛𝐶1)𝐴

[1,𝑛]
𝑘−1 + 𝛿𝑛𝐶1 для 𝑘 ≤ 𝜏+

𝛿𝑛
. (4.10)

Известия Иркутского государственного университета.
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Отсюда

𝐴
[1,𝑛]
𝑘 ≤ (1 + 𝛿𝑛𝐶1)

𝑘𝐴
[1,𝑛]
0 + 𝛿𝑛𝐶1

𝑘∑︁
𝑗=1

(1 + 𝛿𝑛𝐶1)
𝑘−𝑗 , (4.11)

при условии, что 𝑘 ≤ 𝜏+
𝛿𝑛
.

Учитывая соотношение 𝐴[1,𝑛]
0 =

∑︀𝑑
𝑖=1 sup𝑥∈R𝑑 |𝜕𝑥𝑖𝑈0(𝑥)| < ∞ и опре-

деление (3.8), из (4.11) получим существование функции Φ1(𝑡), удовле-
творяющей неравенству (4.3).

Чтобы доказать существование функции Φ2(𝑡), дифференцируем по
𝑥𝑖1 и 𝑥𝑖2 обе части (3.7), так что имеем

𝑤
[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,𝑘

(𝑥) =

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)
[︀
𝑤

[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))−

− 𝛿𝑛
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜕𝑉𝑗
𝜕𝑥𝑖2

𝑤
[2,𝑛]
𝑖1𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))

]︀
𝑑𝑦 + 𝛿𝑛(𝐵1 +𝐵2), (4.12)

𝐵1 =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖2𝜕𝑥𝑖1
𝐹 (𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)), (4.13)

𝐵2 = −
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖2

(︁𝜕𝑉𝑗(𝑡[𝑛]𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖1

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑤
[1,𝑛]
𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))𝑑𝑦

)︁
, (4.14)

где 𝜉(𝑥, 𝑦) — обозначение, введенное в (4.7).
Легко видеть, что первое слагаемое правой части (4.12) ограничено

величиной
sup
𝑥∈R𝑑

|𝑤[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,0

(𝑥)|+ 𝛿𝑛𝐶𝐴
[2,𝑛]
𝑘−1 ,

где 𝐶 — независимая от 𝑛 постоянная. С другой стороны, 𝐵1 и 𝐵2 можно
оценить неравенством (4.20) леммы 3, которую докажем в дальнейшем.
Таким образом, видим, что существует независимая от 𝑛 постоянная
𝐶2 = 𝐶2(𝜏), такая что

𝐴
[2,𝑛]
𝑘 ≤ (1 + 𝛿𝑛𝐶2)𝐴

[2,𝑛]
𝑘−1 + 𝛿𝑛𝐶2 для 𝑘 ≤ 𝜏+

𝛿𝑛
. (4.15)

Напомним, что в силу условий (2.14) и (2.16) и определений (3.1) и
(3.5) (см. также (2.4)) 𝜕2𝑥𝑑

𝑈0(𝑥) и 𝜕2𝑥𝑑
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑈) непрерывны. Итак, для

𝑘 = 0 согласно (3.6) имеем

𝐴
[2,𝑛]
0 =

𝑑∑︁
𝑖1,𝑖2=1

sup
𝑥∈R𝑑

|𝑤[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,0

(𝑥)| ≡ 𝐴[2]
0 <∞, (4.16)
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причем 𝐴[2]
0 не зависит от 𝑛. Поэтому аналогично выводу (4.3) из (4.10),

из (4.15) и (3.8) получим существование функции Φ2(𝑡), удовлетворяю-
щей неравенству (4.4).

Что каскаеся доказательства существования функции Φ3(𝑡), диффе-
ренцируя по 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , 𝑥𝑖3 обе части (4.12), имеем

𝑤
[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑖3,𝑘

(𝑥) =

=

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)
(︁
𝑤

[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑖3,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))− 𝛿𝑛

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜕𝑉𝑗
𝜕𝑥𝑖3

𝑤
[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))

)︁
𝑑𝑦+

+𝛿𝑛𝜕𝑥𝑖3
(𝐵1 +𝐵2 +𝐵3), (4.17)

где 𝐵1 и 𝐵2 определяются соотношениями (4.13)–(4.14), а

𝐵3 = −
𝑑∑︁

𝑗=1

(︁𝜕𝑉𝑗(𝑡[𝑛]𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖2

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑤
[2,𝑛]
𝑖1𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))𝑑𝑦

)︁
. (4.18)

Оценив первое слагаемое правой части (4.17) обычным образом и
второе слагаемое 𝛿𝑛𝜕𝑥𝑖3

(𝐵1 + 𝐵2 + 𝐵3) неравенством (4.21), которое
докажем в дальнейшем, получим

𝐴
[3,𝑛]
𝑘 ≤ (1 + 𝛿𝑛𝐶3)𝐴

[3,𝑛]
𝑘−1 + 𝛿𝑛𝐶3 для 𝑘 ≤ 𝜏+

𝛿𝑛
, (4.19)

где 𝐶3 = 𝐶3(𝜏) — независимая от 𝑛 постоянная.
Так как

𝐴
[3,𝑛]
0 =

𝑑∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=1

sup
𝑥∈R𝑑∖{𝑥𝑑=0}

|𝑤[3,𝑛]
𝑖1𝑖2𝑖3,0

(𝑥)| ≡ 𝐴[3]
0 <∞,

а 𝐴[3]
0 не зависит от 𝑛, аналогично выводу (4.4) из (4.10), из (4.19) и (3.8)

выводим существование функции Φ3(𝑡), удовлетворяющей (4.5).

Лемма 3. Предположим, что предположения теоремы 2 выполнены.
Пусть 𝜏 > 0, а 𝐵1, 𝐵2 и 𝐵3 — слагаемые, определенные соотношениями
(4.13), (4.14) и (4.18) соответственно. Тогда 𝐵1, 𝐵2 и 𝐵3 непрерывны
и ограничены в R𝑑 и существует независимая от 𝑛 постоянная 𝐶4 =
𝐶4(𝜏), такая что при 𝑘 ≤ 𝜏+

𝛿𝑛
имеем для ℎ = 1, 2, 3

sup
𝑥∈R𝑑

|𝐵ℎ| ≤ 𝐶4(1 + Φ1(𝑡
[𝑛]
𝑘−1) +𝐴

[2,𝑛]
𝑘 ), (4.20)

sup
𝑥∈R𝑑∖{𝑥𝑑=0}

|𝜕𝑥𝑗𝐵ℎ| ≤ 𝐶4(1 + Φ1(𝑡
[𝑛]
𝑘−1) + Φ2(𝑡

[𝑛]
𝑘−1) +𝐴

[3,𝑛]
𝑘−1 ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑.

(4.21)
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Доказательство. Сначала напомним, что если функция 𝜙(𝑥), опреде-
ленная в R𝑑, является непрерывной в R𝑑 и четной по 𝑥𝑑, обладает непре-
рывными и ограниченными в R𝑑∖{𝑥𝑑 = 0} производными первого и
второго порядка, каждая часть которых на {𝑥𝑑 > 0} или {𝑥𝑑 < 0}
непрерывна до границы {𝑥𝑑 = 0}, и удовлетворяет соотношению

𝜕𝑥𝑑
𝜙(𝑥′, 𝑥𝑑)

⃒⃒
𝑥𝑑=0

= 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1,

то она обладает непрерывной и ограниченной в R𝑑 производной вто-
рого порядка 𝜕2𝑥𝑑

𝜙(𝑥). Таким образом, в этом случае все производные
первого и второго порядка функции 𝜙(𝑥) непрерывны и ограничены в
R𝑑.

С другой стороны, если функция 𝜙(𝑥), определенная в R𝑑, является
непрерывной в R𝑑 и нечетной по 𝑥𝑑, обладает непрерывными и ограни-
ченными в R𝑑∖{𝑥𝑑 = 0} производными первого порядка, каждая часть
которых на {𝑥𝑑 > 0} или {𝑥𝑑 < 0} непрерывна до границы {𝑥𝑑 = 0}, и
удовлетворяет соотношению

𝜙(𝑥′, 0) = 0 ∀𝑥′ ∈ R𝑑−1,

то она обладает непрерывной и ограниченной в R𝑑 производной пер-
вого порядка 𝜕𝑥𝑑

𝜙(𝑥) и производные 𝜕𝑥𝑗𝜙(𝑥), 𝑗 = 1, · · · , 𝑑 − 1, также
непрерывны и ограничены в R𝑑.

Рассмотрим теперь 𝐵1, 𝐵2 и 𝐵3.

𝐵1 = 𝐹 ′′
𝑖1𝑖2,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)) + 𝐹 ′′

𝑖1𝑈,𝑘−1(𝑥, 𝑈
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))𝑤

[1,𝑛]
𝑖2,𝑘−1(𝑥)+

+𝐹 ′′
𝑈𝑖2,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))𝑤

[1,𝑛]
𝑖1,𝑘−1(𝑥)+𝐹

′
𝑈,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))𝑤

[2,𝑛]
𝑖1𝑖2,𝑘−1(𝑥)+

+ 𝐹 ′′
𝑈𝑈,𝑘−1(𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥))𝑤

[1,𝑛]
𝑖1,𝑘−1(𝑥)𝑤

[1,𝑛]
𝑖2,𝑘−1(𝑥),

где 𝐹 ′′
𝑖1𝑖2,𝑘−1(𝑥, 𝑈) = 𝜕2

𝜕𝑥𝑖2
𝜕𝑥𝑖1

𝐹 (𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥, 𝑈)и т. д. (аналогично (4.8)–(4.9)).

Поэтому в силу условий (2.12) и (2.14) функция 𝐵1 непрерывна и огра-
ничена в R𝑑 и удовлетворяет неравенствам (4.20)–(4.21) для ℎ = 1.

Напомним, что

𝐵2 = −
𝑑∑︁

𝑗=1

(︁𝜕2𝑉𝑗(𝑡[𝑛]𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖2𝜕𝑥𝑖1

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑤
[1,𝑛]
𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))𝑑𝑦+

+
𝜕𝑉𝑗(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖1

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑤
[2,𝑛]
𝑖2𝑗,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))𝑑𝑦

)︁
+

+ 𝛿𝑛

𝑑∑︁
𝑗,𝑗′=1

𝜕𝑉𝑗(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖1

𝜕𝑉𝑗′(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

𝜕𝑥𝑖2

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑤
[2,𝑛]
𝑗𝑗′,𝑘−1(𝜉(𝑥, 𝑦))𝑑𝑦.
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Следовательно, из условий (2.8), (2.10) и (2.11) следует, что 𝐵2 также
непрерывна и ограничена в R𝑑 и удовлетворяет неравенствам (4.20)–
(4.21) для ℎ = 2.

Поскольку 𝐵3(𝑥) фактически идентична одному из слагаемых 𝐵2,
как показано выше, она также непрерывна и ограничена в R𝑑 и удовле-
творяет неравенствам (4.20)–(4.21) для ℎ = 3. Лемма доказана.

5. Сходимость приближенных решений и переход к пределу

На основании соотношения 𝑡
[𝑛+1]
2𝑘 = 𝑡

[𝑛]
𝑘 (см. (2.1)–(2.2)) и оценок

(4.2), (4.3), (4.4) и (4.5), аналогично предложениям 5.1, 6.1 и 7.1 из [10],
справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Предположим, что предположения теоремы 2 выполнены.
Пусть 𝜏 > 0. Тогда функции 𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥), 𝑛 = 1, 2, · · · , определенные со-
отношениями (3.6)–(3.8), и их производные 𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) (𝑖 = 1, · · · , 𝑑),

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑈 [𝑛](𝑡, 𝑥) (𝑖, 𝑗 = 1, · · · , 𝑑) сходятся равномерно в [0, 𝜏 ]× R𝑑 к пре-

дельной функции 𝑈(𝑡, 𝑥) и ее производным 𝜕
𝜕𝑥𝑖
𝑈(𝑡, 𝑥), 𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑈(𝑡, 𝑥) со-

ответственно при 𝑛→∞.

Чтобы показать, что предельная функция удовлетворяет уравнению
(3.9), установим справедливость следующей леммы и перейдем к пре-
делу в (5.1).

Лемма 5. Предположим, что предположения теоремы 2 выполнены.
Пусть 𝜀 и 𝜏 — вещественные числа, такие что 0 < 𝜀 < 𝜏 . Пусть
𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥) — функция, определенная соотношениями (3.6)–(3.7). Тогда

существует такое число 𝑛 ∈ N, что, если 𝜀 ≤ 𝑡
[𝑛]
𝑘−1 ≤ 𝑡

[𝑛]
𝑘 ≤ 𝜏 и 𝑛 ≥ 𝑛,

справедливо соотношение

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)

𝛿𝑛
= −𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥) · ∇𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)+

+𝜅Δ𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥) + 𝐹 (𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥, 𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−2, 𝑥)) +𝑅, (5.1)

где
|𝑅| ≤

√︀
𝛿𝑛𝐶, (5.2)

а 𝐶 — независимая от 𝑛 постоянная.

Доказательство. Согласно формуле Тейлора имеем

𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑦) =
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= 𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥) · ∇𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)− 𝑦 · ∇𝑈

[𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)+

+
1

2

𝑑∑︁
𝑖,𝑗=1

[𝛿2𝑛𝑉𝑖(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)𝑉𝑗(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 2𝛿𝑛𝑉𝑖(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)𝑦𝑗 + 𝑦𝑖𝑦𝑗 ]

𝜕2𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

+
1

6

𝑑∑︁
𝑖,𝑗,ℎ=1

𝜇𝑖𝜇𝑗𝜇ℎ
𝜕3𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, ̃︀𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥ℎ
, (5.3)

где 𝜇𝑖 = −𝛿𝑛𝑉𝑖 − 𝑦𝑖 (и аналогично для 𝜇𝑗 и 𝜇ℎ), а ̃︀𝑥 является точкой
между 𝑥 и 𝑥− 𝛿𝑛𝑉 (𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 𝑦.

Используя соотношения∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑦𝑗𝑑𝑦 = 0,

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑦𝑖𝑦𝑗𝑑𝑦 = 2𝛿𝑖𝑗𝛿𝑛𝜅,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, получим∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)𝑦 · ∇𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)𝑑𝑦 = 0,

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)
[︁1
2

𝑑∑︁
𝑖,𝑗=1

(︀
𝛿2𝑛𝑉𝑖(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)𝑉𝑗(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)− 2𝛿𝑛𝑉𝑖(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)𝑦𝑗 + 𝑦𝑖𝑦𝑗

)︀
×

×
𝜕2𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︁
𝑑𝑦 =

= 𝛿𝑛𝜅Δ𝑈
[𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, 𝑥) + 𝛿2𝑛

1

2

𝑑∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑉𝑖(𝑡
[𝑛]
𝑘 , 𝑥)𝑉𝑗(𝑡

[𝑛]
𝑘 , 𝑥)

𝜕2𝑈 [𝑛](𝑡
[𝑛]
𝑘−1, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
.

С другой стороны, в силу леммы 2 имеем

⃒⃒⃒ ∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑧)

∫︁
R𝑑

Θ𝑛(𝑦)
1

6

𝑑∑︁
𝑖,𝑗,ℎ=1

𝜇𝑖𝜇𝑗𝜇ℎ
𝜕3𝑈 [𝑛](𝑡

[𝑛]
𝑘−1, ̃︀𝑥+ 𝑧)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥ℎ
𝑑𝑦𝑑𝑧

⃒⃒⃒
≤ 𝐶 ′𝛿3/2𝑛

с независимой от 𝑛 постоянной 𝐶 ′. Отсюда следует неравенство (5.1) с
(5.2).

Доказательство. (теоремы 2). Так как лемма 5 доказана, доказатель-
ство теоремы 2 проводится аналогично доказательству, изложенному
в [1; 9; 10] и [8].

Теорема 1 следует из теоремы 2 и леммы 1.
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6. Заключение

Для задачи уравнения переноса-диффузии в полупространстве с од-
нородным условием Неймана доказана сходимость приближенных ре-
шений ядром теплопроводности. Полученный результат будет использо-
ван при исследовании поведения решения уравнения переноса-диффу-
зии, когда коэффициент диффузии стремится к нулю.
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