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Аннотация. Отмечено, что при изучении бесконечных групп, как правило, на-
кладывают некоторые условия конечности (например, требуют, чтобы группа была
периодической, группой Шункова, группой Фробениуса, локально конечной груп-
пой). Подчеркнуто, что понятие насыщенности позволяет эффективно устанавли-
вать внутреннее строение различных классов бесконечных групп. К настоящему
времени получен большой массив результатов о группах, насыщенных различны-
ми классами конечных групп. Указано, что еще одним важным направлением в
исследованиях групп с условиями насыщенности является изучение групп, насыщен-
ных прямыми произведениями различных групп. Получено значимое продвижение
в решении вопроса Б. Амберга и Л. С. Казарина о периодических группах, на-
сыщенных группами диэдра, в классе локально конечных групп. Доказано, что
локально конечная группа, насыщенная прямым произведением конечного числа
конечных групп диэдра, изоморфна прямому произведению локально циклических
групп, умноженных на инволюцию. Также доказано, что локально конечная груп-
па, насыщенная прямым произведением конечного числа конечных групп диэдра,
является разрешимой.
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Abstract. When studying infinite groups, as a rule, some finiteness conditions are
imposed. For example, they require that the group be periodic, a Shunkov group,
a Frobenius group, or a locally finite group. The concept of saturation allows us to
effectively establish the internal structure of various classes of infinite groups. To date,
a large array of results on groups saturated with various classes of finite groups has been
obtained. Another important direction in the study of groups with saturation conditions
is the study of groups saturated by direct products of various groups. Significant progress
has been made in solving the problem of B. Amberg and L. S. Kazarin on periodic groups
saturated with dihedral groups in the class of locally finite groups. It is proved that a
locally finite group saturated by the direct product of a finite number of finite groups of
a dihedron is isomorphic to the direct product of locally cyclic groups multiplied by an
involution. It is also proved that a locally finite group saturated by the direct product
of a finite number of finite dihedral groups is solvable.
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1. Введение

Пусть ℜ — множество групп. Будем говорить, что группа 𝐺 насыще-
на группами из ℜ, если любая конечная подгруппа из 𝐺 содержится в
подгруппе группы 𝐺, изоморфной некоторой группе из ℜ [6]. Понятие
насыщенности позволяет эффективно исследовать группы с условиями
конечности, масштабируя известные свойства конечных групп (в том
числе конечных простых неабелевых групп) на бесконечные группы
[4;5]. В [1] поставлен вопрос 1 (Л. С. Казарин, Б. Амберг):

Будет ли разрешимой периодическая группа, у которой любая ко-
нечная подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому про-
изведению 𝑑 конечных групп диэдра? В случае 𝑑 = 1 это так.

Сформулируем данный вопрос в терминах насыщенности.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 47. С. 137–146
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Будет ли разрешимой периодическая группа, насыщенная прямыми
произведениями 𝑑 конечных групп диэдра. В случае 𝑑 = 1 это так.

Для случая 𝑑 = 1 ответ на этот вопрос положительный. Отметим,
что ограничение на фиксированность 𝑑 существенно, так как из [3;
10] вытекает существование неразрешимых периодических групп, насы-
щенных прямыми произведениями 𝑑 конечных групп диэдра при усло-
вии, что 𝑑 не фиксируется.

Теорема. Пусть 𝐺 — локально конечная группа, насыщенная груп-
пами из множества

M = {𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅

(𝑛)
𝑖 × · · · ×𝑅

(𝑛)
𝑑 | 𝑛 ∈ N},

𝑑 — фиксированное натуральное число, 𝑅(𝑛)
𝑖 — конечные группы диэдра

вида
𝑅

(𝑛)
𝑖 = 𝐶

(𝑛)
𝑖 h ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩,

𝐶
(𝑛)
𝑖 — группы без инволюций, 𝑟(𝑛)𝑖 — инволюции, для любого 𝑐 ∈ 𝐶

(𝑛)
𝑖 ,

𝑐𝑟
(𝑛)
𝑖 = 𝑐−1. Тогда

𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 — локально циклические группы без инволюций,
𝑣𝑖 — инволюции, для любого 𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏

𝑣𝑖 = 𝑏−1. В частности, 𝐺 —
разрешимая группа.

Частный случай теоремы, когда 𝑑 = 2, доказан [2].

2. Определения, известные факты

Определение 1. Пусть 𝐺 − группа, 𝐾 − подгруппа 𝐺, X − множе-
ство групп. Через X𝐺(𝐾) будем обозначать множество всех подгрупп
группы 𝐺, содержащих 𝐾 и изоморфных группам из X. Если 1 − еди-
ничная подгруппа группы 𝐺, то X𝐺(1) будет обозначать множество
всех подгрупп группы 𝐺, изоморфных группам из X. Если из контекста
ясно, о какой группе идет речь, то вместо X𝐺(𝐾) будем писать X(𝐾),
и соответственно вместо X𝐺(1) будем писать X(1).

Предложение 1. [9, теорема 3]. Если в периодической группе 𝐺 не-
которая силовская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы
группы 𝐺 конечны и сопряжены.

Предложение 2. [8, теорема 2]. В бесконечной 2-группе 𝐺 любая ко-
нечная подгруппа отлична от своего нормализатора. В частности, 𝐺
содержит бесконечную локально конечную подгруппу.
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Предложение 3. [7]. Локально конечная группа с условием мини-
мальности черниковская.

3. Доказательство теоремы

Доказательство. Предположим, что теорема неверна. Пусть 𝐺— кон-
трпример к утверждению теоремы. Тогда M(1) ̸= ∅.

Лемма 1. 𝐺 — бесконечная локально конечная группа.

Доказательство. Действительно, в противном случае по условию тео-
ремы для некоторого 𝑛 ∈ N

𝐺 ≃ (𝑅
(𝑛)
1 × · · · ×𝑅

(𝑛)
𝑖 × · · · ×𝑅

(𝑛)
𝑑 ) ∈ M.

Противоречие с тем, что 𝐺 — контрпример.

Лемма 2. Все элементы нечетного порядка группы 𝐺 порождают
абелеву подгруппу 𝐶.

Доказательство. Возьмем два различных элемента нечетного порядка
𝑎, 𝑏 из 𝐺. Так как 𝐺 — локально конечная группа, то ⟨𝑎, 𝑏⟩ — конечная
группа. По условию теоремы ⟨𝑎, 𝑏⟩ 6 𝐺𝑎,𝑏 < 𝐺, где

𝐺𝑎,𝑏 ≃ (𝑅𝑛1 × · · · ×𝑅𝑛𝑖 × · · · ×𝑅𝑛𝑑 ) ∈ M

для некоторого 𝑛 ∈ N, где

𝑅𝑛𝑖 = 𝐶𝑛𝑖 h ⟨𝑡𝑛𝑖 ⟩,

𝐶𝑛𝑖 — группы без инволюций, 𝑡𝑛𝑖 — инволюции, для любого 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑖 , 𝑐
𝑡𝑛𝑖 =

𝑐−1. Тогда
𝐺𝑎,𝑏 =𝑀1 × · · · ×𝑀𝑖 × · · · ×𝑀𝑑,

где 𝑀𝑖 = 𝑁𝑖 h ⟨𝑤𝑖⟩, 𝑁𝑖 — циклические группы без инволюций, 𝑤𝑖 —
инволюции, для любого 𝑏 ∈ 𝑁𝑖, 𝑏

𝑤𝑖 = 𝑏−1. Следовательно,

𝐺𝑎,𝑏 = (𝑁1 h ⟨𝑤1⟩)× · · · × (𝑁𝑖 h ⟨𝑤𝑖⟩)× · · · × (𝑁𝑑 h ⟨𝑤𝑑⟩) =

= (𝑁1 × · · · ×𝑁𝑖 × · · · ×𝑁𝑑)h (⟨𝑤1⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑑⟩).
Очевидно, элементы 𝑎, 𝑏 лежат в подгруппе (𝑁1 × · · · ×𝑁𝑖 × · · · ×𝑁𝑑),
следовательно, перестановочны, так как последняя абелева. В силу про-
извольности выбора элементов 𝑎, 𝑏 как элементов нечетного порядка
группы 𝐺 получаем, что все элементы нечетного порядка группы 𝐺
образуют абелеву подгруппу. Обозначим ее через 𝐶.

Зафиксируем группу 𝐶 из утверждения леммы 2.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 47. С. 137–146
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Лемма 3. Для любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐶) 𝑝-ранг группы 𝐶 не более 𝑑.

Доказательство. Предположим, что 𝑝−ранг 𝐶 больше 𝑑. Тогда в 𝐶
найдется конечная подгруппа 𝑝−ранга 𝑑+ 1 — ⟨𝑐1⟩ × · · · × ⟨𝑐𝑑⟩ × ⟨𝑐𝑑+1⟩,
где 𝑐1, · · · , 𝑐𝑑, 𝑐𝑑+1 — элементы порядка 𝑝 из группы 𝐶. По условию
теоремы

⟨𝑐1⟩ × · · · × ⟨𝑐𝑑⟩ × ⟨𝑐𝑑+1⟩ 6 𝐺(𝑐1,··· ,𝑐(𝑑,𝑐𝑑+1) < 𝐺,

𝐺(𝑐1,··· ,𝑐(𝑑,𝑐𝑑+1) ≃ (𝑅𝑛1 × · · · ×𝑅𝑛𝑖 × · · · ×𝑅𝑛𝑑 ) ∈ M

для некоторого 𝑛 ∈ N, где

𝑅𝑛𝑖 = 𝐶𝑛𝑖 h ⟨𝑡𝑛𝑖 ⟩,

𝐶𝑛𝑖 — группы без инволюций, 𝑡𝑛𝑖 — инволюции, для любого 𝑐 ∈ 𝐶𝑛𝑖 , 𝑐
𝑡𝑛𝑖 =

𝑐−1. Тогда
𝐺(𝑐1,··· ,𝑐(𝑑,𝑐𝑑+1) =𝑀1 × · · · ×𝑀𝑖 × · · · ×𝑀𝑑,

где 𝑀𝑖 = 𝑁𝑖 h ⟨𝑤𝑖⟩, 𝑁𝑖 — циклические группы без инволюций, 𝑤𝑖 —
инволюции, для любого 𝑏 ∈ 𝑁𝑖, 𝑏

𝑤𝑖 = 𝑏−1. Следовательно,

𝐺(𝑐1,··· ,𝑐(𝑑,𝑐𝑑+1) = (𝑁1 h ⟨𝑤1⟩)× · · · × (𝑁𝑖 h ⟨𝑤𝑖⟩)× · · · × (𝑁𝑑 h ⟨𝑤𝑑⟩) =

= (𝑁1 × · · · ×𝑁𝑖 × · · · ×𝑁𝑑)h (⟨𝑤1⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑑⟩).
Очевидно, группа ⟨𝑐1⟩×· · ·×⟨𝑐𝑑⟩×⟨𝑐𝑑+1⟩ является подгруппой группы

(𝑁1 × · · · ×𝑁𝑖 × · · · ×𝑁𝑑),

что невозможно, поскольку 𝑝-ранг последней не более 𝑑.

Лемма 4. Пусть 𝑆 — силовская 2-подгруппа группы 𝐺. Тогда
1. 𝑆 = ⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩, где 𝑧𝑖 — инволюции.
2. Любая силовская 2-подгруппа группы 𝐺 сопряжена с 𝑆.
3. 𝑆 < 𝐹 ∈ M(1) ̸= ∅.
4. 𝐹 = 𝐹1 × · · · × 𝐹𝑖 × · · · × 𝐹𝑑, где 𝐹𝑖 = 𝑋𝑖 h ⟨𝑧𝑖⟩, 𝑋𝑖 — циклические

группы без инволюций, для любого 𝑏 ∈ 𝑋𝑖, 𝑏
𝑧𝑖 = 𝑏−1.

Доказательство. Поскольку элементами множества M являются ко-
нечные группы, то элементами множества M(1) также являются конеч-
ные группы. По условию теоремы существует подгруппа 𝐹 ∈ M(1) ̸= ∅.
Следовательно, 𝐹 − конечная группа и

𝐹 = 𝐹1 × · · · × 𝐹𝑖 × · · · × 𝐹𝑑,

где 𝐹𝑖 = 𝑋𝑖 h ⟨𝑧𝑖⟩, 𝑋𝑖 — циклические группы без инволюций, 𝑧𝑖 —
инволюции, для любого 𝑏 ∈ 𝑋𝑖, 𝑏

𝑧𝑖 = 𝑏−1. Положим

𝑆 = ⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩
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и покажем, что 𝑆 − силовская 2-подгруппа группы 𝐺.
Пусть 𝐾 — конечная 2-подгруппа группы 𝐺. По условию теоремы

𝐾 < 𝐺𝐾 ∈ M𝐺(𝐾).

Следовательно,

𝐺𝐾 = (𝑁1 h ⟨𝑤1⟩)× · · · × (𝑁𝑖 h ⟨𝑤𝑖⟩)× · · · × (𝑁𝑑 h ⟨𝑤𝑑⟩) =

= (𝑁1 × · · · ×𝑁𝑖 × · · · ×𝑁𝑑)h (⟨𝑤1⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑑⟩),
где 𝑁𝑖 — циклические группы без инволюций, 𝑤𝑖 — инволюции и для
любого 𝑑 ∈ 𝑁𝑖, 𝑑

𝑤𝑖 = 𝑑−1. Можно считать, что

𝑆𝐾 = ⟨𝑤1⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑤𝑑⟩ −

силовская 2-подгруппа 𝐺𝐾 , содержащая подгруппу 𝐾. В силу произ-
вольности выбора 𝐾 как конечной 2-подгруппы группы 𝐺 получаем,
что любая конечная 2-подгруппа группы 𝐺 имеет порядок не более 2𝑑.
По предложению 2 все силовские 2-подгруппы группы 𝐺 конечны и
сопряжены с 𝑆(предложение 1).

Утверждения 1, 2 доказаны.
Утверждения 3, 4 имеют место, если 𝐹 взять из доказательства утве-

рждений 1, 2 приведенного выше.

Зафиксируем группы 𝑆, 𝐹, 𝐹𝑖, 𝑋𝑖 и инволюции 𝑧𝑖 из условия и утвер-
ждения леммы 4.

Лемма 5. 𝐺 = 𝐶 h 𝑆 — счетная группа.

Доказательство. Из леммы 3 вытекает, что для любого натурального
𝑛 число элементов группы 𝐶, имеющих порядок не более 𝑛, конечно.
Следовательно, 𝐶 — счетная группа. По леммам 2, 4 𝐺 = 𝐶 h 𝑆. Из
сказанного выше вытекает, что 𝐺 — счетная группа.

Лемма 6. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда 𝑋𝑔
𝑖 = 𝑋𝑖 и ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝑥

𝑔 = 𝑥, либо
𝑥𝑔 = 𝑥−1.

Доказательство. Из леммы 5 вытекает, что 𝑔 = 𝑐𝑠, где 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑠 ∈ 𝑆.
По лемме 4 (п. 1)

𝑠 = 𝑧𝑚1
1 · · · · · 𝑧𝑚𝑖

𝑖 · · · · · 𝑧𝑚𝑑
𝑑 ,

где 𝑚𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑧0𝑖 = 1, 𝑧1𝑖 = 𝑧𝑖. Вычисляем с учетом того, что 𝑥 ∈ 𝐵𝑖.

𝑥𝑔 = 𝑥𝑐𝑠 = (𝑥𝑐)𝑠 = 𝑥𝑠 = 𝑥𝑧
𝑚1
1 · ··· ·𝑧𝑚𝑖

𝑖 · ··· ·𝑧𝑚𝑑
𝑑 = 𝑥𝑧

𝑚𝑖
𝑖 .

По лемме 4 (п. 3) либо 𝑥𝑧
𝑚𝑖
𝑖 = 𝑥, либо 𝑥𝑧

𝑚𝑖
𝑖 = 𝑥−1.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 47. С. 137–146



ПРЯМЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ГРУПП ДИЭДРА 143

Лемма 7. Пусть 𝑋 ∈ M𝐺(𝐹 ) и 𝐹 < 𝑋. Тогда имеют место следую-
щие три утверждения:

1. 𝑋 = (𝐻1 h ⟨𝑧1⟩)× · · · × (𝐻𝑖 h ⟨𝑧𝑖⟩)× · · · × (𝐻𝑑 h ⟨𝑧𝑑⟩) =
= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h (⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩) =

= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h 𝑆,

где 𝐻𝑖 — циклические группы без инволюций, и для любого ℎ ∈ 𝐻𝑖,
ℎ𝑧𝑖 = ℎ−1.

2. (⟨𝑣1⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑑⟩) = 𝑆 = (⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩).
3. 𝑋𝑖 ≤ 𝐻𝑖.

Доказательство. По условию теоремы и лемме 4 (п. 4)

𝑋 = (𝐻1 h ⟨𝑣1⟩)× · · · × (𝐻𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩)× · · · × (𝐻𝑑 h ⟨𝑣𝑑⟩) =
= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h (⟨𝑣1⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑑⟩) =

= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h 𝑆,

где 𝐻𝑖 — циклические группы без инволюций, для любого ℎ ∈ 𝐻𝑖, ℎ
𝑣𝑖 =

ℎ−1.
По лемме 4 (п.4) для некоторого

ℎ ∈ (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)

(⟨𝑣1⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑣𝑑⟩)ℎ =

(⟨𝑣ℎ1 ⟩ × · · · × ⟨𝑣ℎ𝑖 ⟩ × · · · × ⟨𝑣ℎ𝑑 ⟩) = 𝑆 = (⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩).
Так как для любого 𝑥 ∈ 𝐻𝑖, 𝑥

ℎ = 𝑥, то для любого 𝑥 ∈ 𝐻𝑖, 𝑥
𝑣ℎ𝑖 = 𝑥−1.

Возьмем в качестве инволюций 𝑣𝑖 инволюции 𝑣ℎ𝑖 .
Утверждение 2 доказано.
Пусть ⟨𝑏⟩ = 𝑋1. По лемме 6 для любой инволюции 𝑣𝑖 либо 𝑏𝑣𝑖 =

𝑏, либо 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. Так как 𝑍(𝑋) = 1, то для некоторой инволюции
𝑣𝑖1 , 𝑏

𝑣𝑖1 = 𝑏−1. Покажем, что в этом случае 𝑋1 ≤ 𝐻𝑣𝑖 . Действительно,
в противном случае

𝑏 = ℎ1 · · · · · ℎ𝑗 · · · · · ℎ𝑖 · · · · · ℎ𝑑
и для некоторого 𝑗 ̸= 𝑖, ℎ𝑗 ̸= 1. Но тогда

𝑏𝑣𝑖 = (ℎ1 · · · · ·ℎ𝑗 · · · · ·ℎ𝑖 · · · · ·ℎ𝑑)𝑣𝑖 = (ℎ𝑣𝑖1 · · · · ·ℎ𝑣𝑖𝑗 · · · · ·ℎ𝑣𝑖𝑖 · · · · ·ℎ𝑣𝑖𝑑 =

= ℎ1 · · · · ·ℎ𝑗 · · · · ·ℎ−1
𝑖 · · · · ·ℎ𝑑) = 𝑏−1 = ℎ−1

1 · · · · ·ℎ−1
𝑗 · · · · ·ℎ−1

𝑖 · · · · ·ℎ−1
𝑑 .

Ввиду утверждения леммы 2 это возможно только в случае, когда для
любого ℎ𝑙 ̸= ℎ𝑖, ℎ𝑙 = 1, в частности ℎ𝑗 = 1. Противоречие с тем, что
ℎ𝑗 ̸= 1. Таким образом 𝑏 = ℎ𝑖. В силу того, что 𝑏 – образующий группы
𝑋1, получаем, что 𝑋1 ≤ 𝐻𝑖1 . Далее, используя индукцию, показываем,
что утверждение 3 имеет место.
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Завершим доказательство теоремы. Ввиду леммы 5

𝐺 = {𝑔1, · · · 𝑔𝑛 · · · | 𝑛 ∈ N}.

Пусть 𝑛1 наименьшее из N с тем свойством, что 𝑔𝑛1 ̸∈ 𝐹 . По условию
теоремы

⟨𝐹, 𝑠𝑛1⟩ < 𝐹1 ∈ M(𝐹 ).

По лемме 7

𝐹1 = (𝐻
(1)
1 h ⟨𝑡(1)1 ⟩)× · · · × (𝐻

(1)
𝑖 h ⟨𝑡(1)𝑖 ⟩)× · · · × (𝐻

(1)
𝑑 h ⟨𝑡(1)𝑑 ⟩) =

= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h (⟨𝑡(1)1 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(1)𝑖 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(1)𝑑 ⟩) =
= (𝐻1 × · · · ×𝐻𝑖 × · · · ×𝐻𝑑)h 𝑆,

(⟨𝑡(1)1 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(1)𝑖 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(1)𝑑 ⟩) = 𝑆 = (⟨𝑧1⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑖⟩ × · · · × ⟨𝑧𝑑⟩),
где 𝐻𝑖 — циклические группы без инволюций, для любого ℎ ∈ 𝐻𝑖,

ℎ𝑡
(1)
𝑖 =ℎ−1 и

𝑋𝑖 ≤ 𝐻
(1)
𝑖 .

Зафиксируем группу 𝐹1. Передположим, что группа 𝐹𝑙 построена.
Пусть 𝑛𝑙+1 наименьшее из N с тем свойством, что 𝑠𝑛𝑙+1

̸∈ 𝐹𝑙. По условию
теоремы и лемме 7

⟨𝐹𝑙, 𝑠𝑛𝑙+1
⟩ < 𝐹𝑙+1 ∈ M(1),

𝐹𝑙+1 = (𝐻
(𝑙+1)
1 h ⟨𝑡𝑙+1

1 ⟩)×· · ·× (𝐻
(𝑙+1)
𝑖 h ⟨𝑡𝑙+1

𝑖 ⟩)×· · ·× (𝐻
(𝑙+1)
𝑑 h ⟨𝑡𝑙+1

𝑑 ⟩) =

= (𝐻
(𝑙+1)
1 ×· · ·×𝐻(𝑙+1)

𝑖 ×· · ·×𝐻(𝑙+1)
𝑑 )h(⟨𝑡𝑙+1

1 ⟩×· · ·×⟨𝑡𝑙+1
𝑖 ⟩×· · ·×⟨𝑡𝑙+1

𝑑 ⟩) =

= (𝐻
(𝑙+1)
1 × · · · ×𝐻

(𝑙+1)
𝑖 × · · · ×𝐻

(𝑙+1)
𝑑 )h 𝑆,

где 𝐻(𝑙+1)
𝑖 — циклические группы без инволюций, для любого ℎ∈𝐻(𝑙+1)

𝑖 ,
ℎ𝑡

(𝑙+1)
𝑖 = ℎ−1 и

𝐻
(𝑙)
𝑖 ≤ 𝐻

(𝑙+1)
𝑖 .

Действуя подобным образом, строим бесконечную последователь-
ность вложенных друг в друга подгрупп группы 𝐺:

𝐹1 < 𝐹2 < · · · < 𝐹𝑙 < 𝐹𝑙+1 < · · · .

Ввиду конечности 𝑆 можно считать, что

(⟨𝑡(𝑙)1 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(𝑙)𝑖 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(𝑙)𝑑 ⟩) = (⟨𝑡(𝑙+1)
1 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(𝑙+1)

𝑖 ⟩ × · · · × ⟨𝑡(𝑙+1)
𝑑 ⟩)

и 𝑡(𝑙)𝑖 = 𝑡
(𝑙+1)
𝑖 . Положим 𝑣𝑖 = 𝑡

(𝑙)
𝑖 По построению

𝐺=∪∞
𝑙=1𝐹𝑙=(∪∞

𝑙=1𝐻
(𝑙)
1 h⟨𝑣1⟩)×· · ·×(∪∞

𝑙=1𝐻
(𝑙)
𝑖 h⟨𝑣𝑖⟩)×· · ·×(∪∞

𝑙=1𝐻
(𝑙)
𝑑 )h⟨𝑣𝑑⟩),
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где ∪∞
𝑙=1𝐻

(𝑙)
𝑖 — локально циклические группы без инволюций, и для

любого ℎ ∈ ∪∞
𝑙=1𝐻

(𝑙)
𝑖 , ℎ𝑣𝑖 = ℎ−1. Положим 𝐵𝑖 = ∪∞

𝑙=1𝐻
(𝑙)
𝑖 , 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩.

Тогда
𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 — локально циклические группы без инволю-
ций, 𝑣𝑖 — инволюции, для любого 𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏

𝑣𝑖 = 𝑏−1. В частности, 𝐺 —
разрешимая группа.

Теорема доказана.
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