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Аннотация. Рассматриваются задачи управления макропараметрами в линейной
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нии динамики заряженных частиц в ускоряющих и фокусирующих структурах, а
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1. Введение

В первой части нашего исследования изучались проблемы управле-
ния макропараметрами в нелинейных системах [7]. В данной работе
рассматривается управляемая линейная система. Исследованию задач
управления пучками траекторий в линейных системах посвящено много
работ. Рассматриваются детерминированные и стохастические системы,
непрерывные и дискретные, исследуются задачи линейно-квадратично-
го типа и возможность их эффективного решения, отметим некоторые
из них [1–6; 8; 9; 14]. При этом качество управления пучком траекто-
рий характеризуется либо средним значением функционала качества
[5;6], либо его наибольшим значением [4;9]. Исследуются также задачи
линейной транспортировки пучков траекторий [3; 5; 6], когда ставится
задача перевода одного множества в другое. Проблемы сведения задач
управления пучками траекторий к задачам управления отдельными
траекториями в различных постановках рассматриваются в работах
[1;2;5;6;14]. В данной статье продолжается изучение задач управления
макропараметрами. Проводится учет плотности распределения траек-
торий в фазовом пространстве. Исследуются задачи управления цен-
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тром тяжести, а также матрицей вторых моментов. Вторую задачу
можно трактовать как задачу управления соответствующим эллипсои-
дом в фазовом пространстве. Данные постановки возникают в приклад-
ных задачах при рассмотрении задач управления пучками заряженных
частиц, а также, например, при построении поля скоростей при обработ-
ке изображений [5;6;10;12]. Показывается, что рассматриваемые задачи
управления пучком траекторий в данном случае могут быть сведены к
соответствующим задачам управления отдельными траекториями. Да-
ются необходимые условия оптимальности.

2. Управление центром тяжести

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений

�̇� = 𝐴(𝑡, 𝑝)𝑥+ 𝑓(𝑡, 𝑞) = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑝, 𝑞) (2.1)

с начальными условиями 𝑥(0) = 𝑥0 ∈𝑀0.
Здесь 𝑡 – время, 𝑥 – вектор фазовых координат в 𝑅𝑛,𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 – мно-

жество начальных значений системы (2.1), матрица 𝐴(𝑡, 𝑝) размерности
𝑛×𝑛 и 𝑛-мерный вектор 𝑓(𝑡, 𝑞) кусочно-непрерывны по 𝑡 и непрерывны
по 𝑝 и 𝑞 соответственно; 𝑝 = 𝑝(𝑡), 𝑞 = 𝑞(𝑡) – кусочно-непрерывные век-
торные функции со значениями в 𝑈 , 𝑈 – компакт в 𝑅𝑟. Совокупность
векторов 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡) будем также обозначать вектором управления 𝑢(𝑡)
и считать, что они принадлежат множеству 𝐷. Управления 𝑢 ∈ 𝐷 бу-
дем называть допустимыми управлениями. Предполагаем, что 𝑀0 есть
компактное множество ненулевой меры Лебега.

Обозначим через

𝑥(𝑡) = 𝑥𝑡 = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

решение системы (2.1) с начальным условием 𝑥(0) = 𝑥0, а через 𝑀𝑡,𝑢

сечение пучка траекторий в момент времени 𝑡 при фиксированном век-
торе 𝑢, т. е. множество

𝑀𝑡,𝑢 = {𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢, ), 𝑥0 ∈𝑀0}.

Далее будем для определенности считать, что вектор 𝑥 задает коор-
динаты некоторых частиц в фазовом пространстве. Введем функцию
плотности распределения частиц 𝜌(𝑡, 𝑥) в фазовом пространстве. Урав-
нение, описывающее изменение функции плотности в пространстве с
течением времени вдоль траекторий системы (2.1), имеет вид [5]

𝜕𝜌(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑝, 𝑞) + 𝜌(𝑡, 𝑥) sp𝐴(𝑡, 𝑝) = 0 (2.2)
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при начальном условии 𝜌(0, 𝑥) = 𝜌0(𝑥). В формуле (2.2) sp𝐴(𝑡, 𝑝) =∑︀𝑛
𝑠=1 𝑎𝑠𝑠(𝑡, 𝑝) – след матрицы 𝐴(𝑡, 𝑝).
Рассмотрим центр тяжести частиц, определяемый плотностью 𝜌(𝑡, 𝑥)

на сечении 𝑀𝑡,𝑢,

�̄�(𝑡, 𝑢) =
1

𝜌0

∫︁
𝑀𝑡,𝑢

𝑥𝑡𝜌(𝑡, 𝑥𝑡) d𝑥𝑡. (2.3)

Наряду с функцией 𝜌(𝑡, 𝑥) будем рассматривать также функцию 𝜌(𝑥),
характеризующую плотность распределения частиц в рассматриваемом
фазовом пространстве. Обозначим через �̂� центр тяжести, определяе-
мый плотностью 𝜌(𝑥) в 𝑅𝑛. Имеем

�̂� =
1

𝜌0

∫︁
𝑅𝑛

𝑥𝜌(𝑥) d𝑥. (2.4)

Предполагаем далее [7], что

𝜌0 =

∫︁
𝑀0

𝜌0(𝑥0) d𝑥0 = 1, 𝜌0 =

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥) d𝑥 = 1.

Введем функционал

𝐽1(𝑢) = (�̄�(𝑇, 𝑢)− �̂�)2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

(�̄�𝑖(𝑇, 𝑢)− �̂�𝑖)
2. (2.5)

Ставится задача минимизации функционала (2.5), т. е. минимизация
при 𝑡 = 𝑇 отклонения центра тяжести �̄�(𝑇, 𝑢), определяемого форму-
лой (2.3), от фиксированного центра тяжести �̂�, определяемого фор-
мулой (2.4).

Покажем, что задача минимизации функционала (2.5), которая есть
задача управления пучком траекторий, в случае когда динамика ча-
стиц описывается линейной системой, сводится к управлению отдельной
траекторией.

Нетрудно проверить, что �̄�(𝑡, 𝑢) удовлетворяет уравнению

𝑑�̄�(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝑝)�̄�(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑞) (2.6)

с начальным условием �̄�(0) = �̄�0, где �̄�0 =
∫︀
𝑀0

𝑥0𝜌0(𝑥0) d𝑥0.
Учитывая, что центр тяжести (2.3) удовлетворяет уравнению (2.6),

можно сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть �̂� определяется равенством (2.4). Тогда
задача минимизации функционала (2.5) в линейном случае, когда дина-
мика частиц описывается системой (2.1), сводится к управлению од-
ной траекторией �̄�(𝑡) (центром тяжести), описываемой уравнением
(2.6) с начальным условием �̄�(0) = �̄�0.
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Отметим, что функционал (2.5) на пучке траекторий для нелиней-
ной системы был рассмотрен в первой части этой статьи [7]. При этом
исследовался также функционал, когда вместо центра тяжести, опреде-
ляемого формулой (2.4), рассматривался центр тяжести, определяемый
плотностью 𝜌(𝑥) на множестве 𝑀𝑇,𝑢.

3. Управление матрицей вторых моментов

Введем матрицу вторых моментов, определяемую плотностью 𝜌(𝑡, 𝑥)
на сечениях 𝑀𝑡,𝑢 , а именно

𝐷(𝑡, 𝑢) =

∫︁
𝑀𝑡,𝑢

(𝑥𝑡 − �̄�(𝑡))(𝑥𝑡 − �̄�(𝑡))*𝜌(𝑡, 𝑥𝑡) d𝑥𝑡. (3.1)

Здесь и далее знак * означает транспонирование вектора или матри-
цы, изменение �̄�(𝑡) описывается уравнением (2.6). Нетрудно заметить,
что матрица 𝐷(𝑡, 𝑢) удовлетворяет матричному уравнению

�̀� = 𝐴(𝑡, 𝑝)𝐷 +𝐷𝐴*(𝑡, 𝑝) (3.2)

с начальным условием 𝐷(0) = 𝐷0, где

𝐷0 =

∫︁
𝑀0

(𝑥0 − �̄�0)(𝑥0 − �̄�0)
*𝜌0(𝑥0) d𝑥0.

Рассмотрим также матрицу вторых моментов, определяемую в 𝑅𝑛
плотностью 𝜌(𝑥) :

�̂� =

∫︁
𝑅𝑛

(𝑥− �̂�)(𝑥− �̂�)*𝜌(𝑥) d𝑥. (3.3)

Введем функционал

𝐽2(𝑢) = 𝑎 sp(𝐷(𝑇, 𝑢)− �̂�)2 + 𝑏(�̄�(𝑇, 𝑢)− �̂�)2, (3.4)

характеризующий отклонение центра тяжести �̄�(𝑇, 𝑢) и матрицы вто-
рых моментов 𝐷(𝑡, 𝑢) от заданных характеристик, определяемых плот-
ностью 𝜌(𝑥), а именно �̂� и �̂�.

Учитывая, что матрица вторых моментов 𝐷(𝑡, 𝑢) удовлетворяет ура-
внению (3.2), можно сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть центр тяжести �̂� и матрица вторых
моментов �̂� определяются равенствами (2.4) и (3.3) соответствен-
но. Минимизация функционала (3.4), определяемого характеристика-
ми (2.3) и (3.1) на пучке траекторий системы (2.1) при фиксирован-
ных �̂� и �̂�, сводится в линейном случае к управлению системой (2.6)
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и матричным уравнением (3.2) с начальными данными �̄�(0) = �̄�0

и 𝐷(0) = 𝐷0. Таким образом, задача управления пучком траекто-
рий сводится в данном случае к управлению отдельными траектори-
ями, а именно к управлению центром тяжести и матрицей вторых
моментов.

Выпишем вариацию функционала (3.4), определяемого траектори-
ями уравнений (2.6) и (3.2). Используя уравнения в вариациях для
систем (2.6) и (3.2) и вводя вспомогательные функции, вариацию функ-
ционала (3.4) можно представить в виде

𝛿𝐽2(𝑢) =

∫︁ 𝑇

0
[𝜓*(𝑡)Δ𝑝𝐴(𝑡, 𝑝)�̄�(𝑡) + 𝜓*(𝑡)Δ𝑞𝑓(𝑡, 𝑞)+

+ sp (𝐷(𝑡)𝜃(𝑡)Δ𝑝𝐴(𝑡, 𝑝) + 𝜃(𝑡)𝐷(𝑡)Δ𝑝𝐴
*(𝑡, 𝑝))] d𝑡,

(3.5)

где
Δ𝑝𝐴(𝑡, 𝑝) = 𝐴(𝑡, 𝑝+Δ𝑝)−𝐴(𝑡, 𝑝),

Δ𝑞𝑓(𝑡, 𝑞) = 𝑓(𝑡, 𝑞 +Δ𝑞)− 𝑓(𝑡, 𝑞).

Здесь 𝜓 = 𝜓(𝑡) – вспомогательная 𝑛-вектор функция, которая удовле-
творяет сопряженному уравнению

�̇� = −𝐴*𝜓 (3.6)

с конечным условием

𝜓(𝑇 ) = −2𝑏(�̄�(𝑇, 𝑢)− �̂�). (3.7)

Вспомогательная матрица 𝜃 = 𝜃(𝑡) размерности 𝑛 × 𝑛 удовлетворяет
матричному уравнению

𝜃 = −𝜃𝐴(𝑡, 𝑝)−𝐴*(𝑡, 𝑝)𝜃 (3.8)

с конечным условием

𝜃(𝑇 ) = −2𝑎(𝐷(𝑇, 𝑝)− �̂�). (3.9)

Сформулируем на основе вариации (3.5) необходимые условия опти-
мальности в задаче минимизации функционала (3.4). С этой целью
введем функцию

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝐷(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑝, 𝑞) =

= 𝜓*(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑝)�̄�(𝑡) + 𝜓*(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑞)+

+ sp(𝐷(𝑡)𝜃(𝑡)𝐴(𝑡, 𝑝) + 𝜃(𝑡)𝐷(𝑡)𝐴*(𝑡, 𝑝)).
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Теорема 1. Пусть 𝑢0 = 𝑢0(𝑡) = (𝑝0(𝑡), 𝑞0(𝑡)) — оптимальное управле-
ние в задаче минимизации функционала (3.4), а вектор-функция �̄�0(𝑡)
и матрица 𝐷0(𝑡) есть решения уравнений (2.6), (3.2) при начальных
условиях �̄�(0) = �̄�0, 𝐷(0) = 𝐷0 и оптимальном управлении. Вектор-
функция 𝜓0(𝑡) и матрица 𝜃0(𝑡) удовлетворяют на оптимальном про-
цессе уравнениям (3.6), (3.8) при конечных условиях (3.7), (3.9). Тогда
при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется следующее условие максимума

max
𝑝,𝑞∈𝑈

𝐻(𝑡, �̄�0(𝑡), 𝐷0(𝑡), 𝜓0(𝑡), 𝜃0(𝑡), 𝑝, 𝑞) =

= 𝐻(𝑡, �̄�0(𝑡), 𝐷0(𝑡), 𝜓0(𝑡), 𝜃0(𝑡), 𝑝0(𝑡), 𝑞0(𝑡)).

Доказательство теоремы 1 проводится так же, как и доказательство
теорем в первой части статьи с использованием игольчатой вариации
[7]. Здесь, как и ранее, учитывается, что управления есть кусочно-
непрерывные функции и в точках разрыва принимают конечные пре-
делы слева или справа.

Заметим, что уравнение (3.2) зависит только от управления 𝑝 = 𝑝(𝑡),
т. е. динамика матрицы вторых моментов не зависит от неоднородности
уравнения (2.1) и управления 𝑞(𝑡). Если 𝑎 = 0 в функционале (3.4), то
получаем задачу управления центром тяжести, а при 𝑏 = 0 мы имеем
задачу управления матрицей вторых моментов. В том и другом случае
получаем соответствующие условия оптимальности.

4. Заключение

В работе рассмотрены задачи управления макропараметрами в слу-
чае линейных систем. Показано, что задачи управления пучком тра-
екторий в данном случае сводятся к задачам управления отдельными
траекториями. Результаты, полученные в данной статье, могут найти
применение в задачах управления пучками заряженных частиц, а так-
же в задачах обработки изображений [10–12], в частности для решения
задач цифровой обработки изображений в ядерной медицине [13].
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