
Серия «Математика»
2023. Т. 46. С. 121—129

Онлайн-доступ к журналу:
http://mathizv.isu.ru

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

Научная статья

УДК 519.716
MSC 08A99
DOI https://doi.org/10.26516/1997-7670.2023.46.121

Критерий полноты и
субмаксимальные ультраклоны
для линейных гиперфункций ранга 2

И. К. Шаранхаев1

1 Бурятский государственный университет им. Д. Банзарова, Улан-Удэ,
Российская Федерация
B goran5@mail.ru

Аннотация. В последние годы интенсивно развивается направление, связанное с
исследованиями отображений из конечного множества А в множество всех подмно-
жеств множества А, в том числе пустое. Такие отображения называются мульти-
функциями на А, а также гиперфункциями на А, в случае, если из рассматриваемых
подмножеств исключается пустое подмножество. Нетрудно видеть, что так называ-
емые не всюду определенные или недоопределенные функции, которые изучаются
во многих работах, имеют самое прямое отношение к данной области исследова-
ний. Мощность множества А называют рангом мультифункции или гиперфунк-
ции. Очевидно, что мультифункции и гиперфункции обобщают хорошо известные
функции к-значной логики, однако следует отметить, что привычная суперпози-
ция функций к-значной логики для мультифункций и гиперфункций не подходит.
Чаще всего здесь рассматривают два вида суперпозиций, один из них приводит
к замкнутым относительно суперпозиции множествам, которые называют мульти-
клонами и гиперклонами, а для второго вида суперпозиции замкнутые множества
называются ультраклонами и частичными ультраклонами. В данной статье рас-
сматриваются элементы решетки ультраклонов ранга 2. К настоящему времени
известны все максимальные и минимальные элементы этой решетки. Например,
Пантелеев В.И. описал на языке предикатов все максимальные ультраклоны, что
позволило доказать критерий полноты произвольной системы гиперфункций ранга
2. Нам удалось доказать критерий полноты в максимальном ультраклоне линейных
гиперфункций ранга 2. Таким образом, описаны все субмаксимальные ультраклоны
линейных гиперфункций.

Ключевые слова: гиперфункция, линейная функция, замкнутое множество, уль-
траклон, решетка
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Abstract. In recent years, the direction associated with the study of maps from a finite
set A to the set of all subsets of the set A, including the empty one, has been intensively
developing. Such mappings are called multifunctions on A, as well as hyperfunctions on
A, if an empty subset is excluded from the subsets under consideration. It is not difficult
to see that the so-called undefined or undefined functions, which are studied in many
works, are most directly related to this field of research. The power of the set A is called
the rank of multifunction or hyperfunction. Obviously, multifunctions and hyperfunctions
generalize well-known functions of k-valued logic, however, it should be noted that the
usual superposition of functions of k-valued logic is not suitable for multifunctions and
hyperfunctions. Two types of superpositions are most often considered here, one of
them leads to sets closed relative to the superposition, which are called multiclones and
hyperclones, and for the second type of superposition, closed sets are called ultraclones
and partial ultraclones. In this article, the elements of the rank 2 ultraclone lattice
are considered. By now, all the maximum and minimum elements of this lattice are
known. For example, Panteleev V.I. described all maximal ultraclones in the predicate
language, which allowed us to prove the completeness criterion of an arbitrary system
of hyperfunctions of rank 2. We managed to prove the completeness criterion in the
maximal ultraclone of linear hyperfunctions of rank 2. Thus, all submaximal ultraclones
of linear hyperfunctions are described.
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1. Введение

В последнее время выходит много работ, посвященных исследова-
ниям по теории мультифункций [1–3; 6; 7; 9–11]. В настоящей работе,
которая относится к данной области, исследуется решетка ультракло-
нов ранга 2, которые рассматривались в [2; 5]. Так как в упомянутой
работе [5] В. И. Пантелеев описал все максимальные ультраклоны, сле-
дующей задачей является описание субмаксимальных ультраклонов. В
настоящей статье найдено необходимое и достаточное условие полноты
в максимальном ультраклоне линейных гиперфункций, как следствие,
получено описание всех субмаксимальных ультраклонов линейных ги-
перфункций.

Пусть 𝐸 = {0, 1} и 𝐹 = {{0}, {1}, {0, 1}}. Определим следующие
множества функций:
𝑃2,𝑛 = {𝑓 |𝑓 : 𝐸𝑛 → 𝐸}, 𝑃2 =

⋃︀
𝑛
𝑃2,𝑛;

𝑃−2,𝑛 = {𝑓 |𝑓 : 𝐸𝑛 → 𝐹}, 𝑃−2 =
⋃︀
𝑛
𝑃−2,𝑛.

Функции из 𝑃2 называют булевыми функциями, из 𝑃−2 — гиперфунк-
циями на 𝐸 (гиперфункциями ранга 2). Отметим, что в дальнейшем мы
не будем различать одноэлементные подмножества и элементы этого
множества, и поэтому здесь любая булева функция является гипер-
функцией.

Суперпозицию гиперфункций определим, следуя работе [5]. Для того
чтобы суперпозиция

𝑓(𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), . . . , 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)),

где 𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ 𝑃−2 , определяла гиперфункцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), опреде-
лим значения гиперфункции 𝑓 на наборах из множества 𝐹𝑛 следующим
образом: если (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) ∈ 𝐸𝑚, то

𝑔(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) =

⎧⎪⎨⎪⎩
⋂︀

𝛽𝑖∈𝑓𝑖(𝛼1,...,𝛼𝑚)

𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), если пересечение не пусто;⋃︀
𝛽𝑖∈𝑓𝑖(𝛼1,...,𝛼𝑚)

𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), в противном случае.

Далее гиперфункцию будем называть просто функцией, если это не
вызывает недоразумений.

Для любого натурального 𝑛 и любого 𝑖, где 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, обозначим
через 𝑒𝑛𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑛) функцию, значения которой совпадают со
значениями переменной 𝑥𝑖. Функции 𝑒𝑛𝑖 называются проекциями, или
селекторными функциями. Нетрудно видеть, что проекции являются
булевыми функциями, т. е. множества проекций для булевых функций
и гиперфункций совпадают.
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Понятия фиктивной переменной, операций добавления и удаления
фиктивных переменных аналогичны, как для булевых функций, напри-
мер, см. [8].

Замыканием множества функций𝐾 называется множество всех фун-
кций, полученных из функций множества 𝐾 с помощью суперпозиции,
добавления и удаления фиктивных переменных. Замыкание множества
𝐾 обозначается через [𝐾]. Множество функций 𝐾 называется замкну-
тым (замкнутым классом), если 𝐾 = [𝐾].

Ультраклоном ранга 2 (клоном) называется замкнутое множество
гиперфункций ранга 2 (булевых функций), содержащее все проекции.
Далее для краткости любой ультраклон ранга 2 будем называть просто
ультраклоном. Заметим, что любой клон является ультраклоном.

Ультраклон 𝐾 называется максимальным, если не существует уль-
траклона 𝐾 ′ такого, что 𝐾 ⊂ 𝐾 ′ ⊂ 𝑃−2 .

Ультраклон 𝐾 называется субмаксимальным, если не существует
ультраклона 𝐾 ′ такого, что 𝐾 ⊂ 𝐾 ′ ⊂ 𝑀 , где 𝑀 — некоторый мак-
симальный ультраклон.

Следуя [8], через 𝐿 обозначим клон всех линейных булевых функ-
ций, через 𝐿0 — клон всех линейных булевых функций, сохраняющих
0, через 𝐿1 — клон всех линейных булевых функций, сохраняющих 1,
через 𝑆 — клон всех самодвойственных булевых функций, через 𝐹 1 —
клон всех одноместных булевых функций.

Пусть 𝑅𝑠 — 𝑠-местный предикат, заданный на множестве 𝐹 . Будем
говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃−2 сохраняет предикат 𝑅𝑠, если
для любых наборов

(𝛼11, . . . , 𝛼𝑠1), . . . , (𝛼1𝑛, . . . , 𝛼𝑠𝑛),

принадлежащих предикату 𝑅𝑠, набор

(𝑓(𝛼11, . . . , 𝛼1𝑛), . . . , 𝑓(𝛼𝑠1, . . . , 𝛼𝑠𝑛))

принадлежит 𝑅𝑠.
Для упрощения записи {0, 1} будем обозначать −.
Гиперфункцию, которая на всех наборах принимает значение −, бу-

дем обозначать просто −.
В [5] доказано, что максимальными ультраклонами ранга 2 являются

только следующие 11 множеств:
1) 𝑃2 — множество всех булевых функций;
2) 𝑇−0 — множество функций, которые сохраняют нуль, т. е. на наборе

из всех нулей функции принимают значение 0;
3) 𝑇−1 — множество функций, которые сохраняют единицу, т. е. на

наборе из всех единиц функции принимают значение 1;
4) 𝑆− — множество функций, сохраняющих предикат
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𝑅𝑆 =

(︂
0 1 −
1 0 −

)︂
;

5) 𝐿− — множество функций, сохраняющих предикат

𝑅𝐿 =

(︂
0 0 1 1 −
0 1 0 1 −

)︂
;

6) 𝑀− — множество функций, сохраняющих предикат

𝑅𝑀 =

(︂
0 0 1 0 − −
0 1 1 − 1 −

)︂
;

7) 𝐴1 — множество функций, сохраняющих предикат

𝑅1 =

(︂
0 1 1 − 1 −
1 0 1 1 − −

)︂
;

8) 𝐴2 — множество функций, сохраняющих предикат

𝑅2 =

(︂
0 0 1 0 − −
0 1 0 − 0 −

)︂
;

9) 𝐴3 — множество функций, сохраняющих предикат 𝑅3, определя-
емый матрицей

⎛⎝ 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 − − 0 1 − − 1 1 − −
0 0 1 1 0 1 1 0 − 1 − 0 1 − − 1 − 1 − 1 −
0 1 0 1 1 0 1 − 0 − 1 1 0 − − − 1 − 1 1 −

⎞⎠ ;

10) 𝐴4 — множество функций, сохраняющих предикат

𝑅4 =

⎛⎝0 0 0 1 0 0 − 0 − − −
0 0 1 1 0 − 0 − 0 − −
0 1 0 1 − 0 0 − − 0 −

⎞⎠ ;

11) 𝐴5 — множество, состоящее из всех функций, существенно зави-
сящих не более чем от одной переменной, а также из функций, прини-
мающих два значения, одно из которых есть −.

Множество 𝐿− будем называть множеством всех линейных гипер-
функций ранга 2. Множество 𝐵 называется полным в 𝐿−, если [𝐵] =
𝐿−. Через 𝐾0 обозначим множество 𝐹 1 ∪ {−}, через 𝐾1 — множество
𝑆−∩𝐿−, через𝐾2 — множество 𝐿0∪{−}, через𝐾3 — множество 𝐿1∪{−}.

Через⊕ обозначается линейная булева функция от двух переменных,
такая, что 𝑓(00) = 𝑓(11) = 0, 𝑓(01) = 𝑓(10) = 1. Отметим, что все
определения, которые отсутствуют здесь, необходимые для понимания
статьи, можно найти в [8].
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2. Критерий полноты и описание субмаксимальных
ультраклонов в множестве всех линейных гиперфункций

В этом разделе доказывается критерий полноты в 𝐿−, как следствие,
описаны все субмаксимальные ультраклоны, содержащиеся в 𝐿−.

Лемма 1. [8] Множество 𝐿 является замкнутым.

Лемма 2. Множества 𝐾0 и 𝐾1 являются замкнутыми.

Доказательство. Замкнутость 𝐾0 очевидна. Множество 𝐾1 замкнуто
в силу замкнутости множеств 𝑆− и 𝐿−, что доказано в [5].

Лемма 3. [5] Гиперфункция 𝑓 принадлежит 𝐿− тогда и только
тогда, когда 𝑓 — линейная булева функция или −.

Лемма 4. [4] Булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) является линейной то-
гда и только тогда, когда для любой существенной переменной 𝑥𝑖 при
любых значениях 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛 для 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 0, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) ̸= 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 1, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛).

Лемма 5. Множества 𝐾2 и 𝐾3 являются замкнутыми.

Доказательство. Докажем замкнутость 𝐾2. Для 𝐾3 доказывается ана-
логично. Пусть 𝑓, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐾2. Если 𝑓, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐿0, то

ℎ = 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ∈ 𝐾2.

Если 𝑓 равна константе −, то ℎ равна константе −, т. е. ℎ ∈ 𝐾2.
Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0 и среди 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 имеются функции, равные константе

−. Очевидно, что достаточно рассмотреть случай, когда только одна
функция из 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 равна константе −. В силу леммы 4 функция

ℎ = 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑖−1,−, 𝑔𝑖+1, . . . , 𝑔𝑛)

равна константе −. Поясним данный факт подробнее. Пусть для про-
извольных значений 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐸 значение 𝑔𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) = 𝑏𝑖. Тогда
ℎ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘)=𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, 0, 𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏𝑛)∪ 𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏𝑖−1, 1, 𝑏𝑖+1, . . . , 𝑏𝑛)
= {0} ∪ {1} = −. Таким образом, ℎ ∈ 𝐾2.

Лемма 6. [2] Верно, что 𝐿− = [{1,⊕,−}].

Теорема 1. Множество 𝐵 ⊆ 𝐿− является полным в 𝐿− тогда и
только тогда, когда 𝐵 ̸⊆ 𝐿, 𝐵 ̸⊆ 𝐾0, 𝐵 ̸⊆ 𝐾1, 𝐵 ̸⊆ 𝐾2, 𝐵 ̸⊆ 𝐾3.
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Доказательство. Необходимость. От противного. Пусть 𝐵 ⊆ 𝐿. В слу-
чаях 𝐵 ⊆ 𝐾0, 𝐵 ⊆ 𝐾1, 𝐵 ⊆ 𝐾2, 𝐵 ⊆ 𝐾3 доказывается аналогично с
помощью лемм 2 и 5. Тогда [𝐵] ⊆ 𝐿. Противоречие лемме 1.

Достаточность. Поскольку 𝐵 ̸⊆ 𝐿 найдется 𝑓 ̸∈ 𝐿. В силу леммы 3 𝑓
равна −.

Так как 𝐵 ̸⊆ 𝐾0 найдется 𝑓0 ̸∈ 𝐾0, т. е. 𝑓0 = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 𝑐0,
где 𝑐0 ∈ {0, 1} и 𝑛 ≥ 2. Отождествлением переменных из 𝑓0 получим
𝑔0(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑐0 или 𝑔0(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑥3 ⊕ 𝑐0.

Так как 𝐵 ̸⊆ 𝐾1 найдется 𝑓1 ̸∈ 𝐾1. Так как 𝑓1 ∈ 𝐵, 𝐵 ⊆ 𝐿−, − ∈
𝑆− ∩ 𝐿−, 𝑆 ⊆ 𝑆−, то 𝑓1 ∈ 𝐿 и 𝑓1 ̸∈ 𝑆. Поскольку 𝑓1 ̸∈ 𝑆 существует
набор (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) такой, что

𝑓1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑓1(�̄�1, . . . , �̄�𝑛).

Так как 𝑓1 ∈ 𝐿, то 𝑓1 = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 𝑐1, где 𝑐1 ∈ {0, 1}. Отсюда

𝑎1 ⊕ · · · ⊕ 𝑎𝑛 ⊕ 𝑐1 = �̄�1 ⊕ · · · ⊕ �̄�𝑛 ⊕ 𝑐1.

Значит, 𝑛 — четное число. Отождествлением переменных из 𝑓1 получим
𝑔1 = 𝑐1. Теперь из 𝑔0 с помощью 𝑔1 получим функцию 𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 ⊕
𝑥2 ⊕ 𝑐, где 𝑐 ∈ {0, 1}. Докажем это. Имеем 𝑔0(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑐0
или 𝑔0(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑥3 ⊕ 𝑐0. В первом случае сразу 𝑔(𝑥1, 𝑥2) =
𝑔0(𝑥1, 𝑥2), во втором случае 𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔0(𝑥1, 𝑥2, 𝑐1) = 𝑥1⊕𝑥2⊕𝑐1⊕𝑐0 =
𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑐.

Так как 𝐵 ̸⊆ 𝐾2 найдется 𝑓2 ̸∈ 𝐾2, т. е. 𝑓2(0, . . . , 0) = 1. Таким
образом, 𝑓2 = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 1. Если 𝑛 четно, то отождествлением
переменных из 𝑓2 получим 𝑔2 = 1, иначе 𝑔2 = 𝑥1 ⊕ 1 = �̄�1.

Так как 𝐵 ̸⊆ 𝐾3 найдется 𝑓3(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸∈ 𝐾3, т. е. 𝑓3(1, . . . , 1) = 0.
Если 𝑛 четно, то 𝑓3 = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛. Отождествлением переменных
из 𝑓3 получим 𝑔3 = 0. Если 𝑛 нечетно, то 𝑓3 = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 1.
Отождествлением переменных из 𝑓3 получим 𝑔3 = 𝑥1 ⊕ 1 = �̄�1.

Рассмотрим оба варианты для 𝑔.
Пусть 𝑔 = 𝑥1 ⊕ 𝑥2. Если 𝑔2 = 1, то, поскольку выше мы получили

константу −, по лемме 6 множество 𝐵 полно в 𝐿−. Если 𝑔2 = �̄�1, то
сначала из 𝑔 отождествлением переменных получим 0, а затем из 0 с
помощью 𝑔2 имеем 1. Таким образом, опять 𝐵 полно в 𝐿−.

Пусть 𝑔 = 𝑥1⊕𝑥2⊕1. Если 𝑔3 = 0, то из 𝑔 с помощью 𝑔3 получим �̄�1,
а затем с помощью �̄�1 из 𝑔 получим 𝑥1 ⊕ 𝑥2 и из 𝑔3 получим 1, т. е. по
лемме 6 множество 𝐵 полно в 𝐿−. Если 𝑔3 = �̄�1, то из 𝑔 с помощью 𝑔3
получим 𝑥1 ⊕ 𝑥2, а из 𝑔1 = 𝑐1 ∈ {0, 1} с помощью 𝑔3 получим 1. Таким
образом, опять 𝐵 полно в 𝐿−.

Следствие 1. Существует ровно 5 субмаксимальных ультраклонов
𝐿, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, содержащихся в 𝐿−.
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3. Заключение

В данной работе удалось описать субмаксимальные ультраклоны для
одного из 11 максимальных ультраклонов ранга 2. Дальнейшим продол-
жением этих исследований является описание всех субмаксимальных
ультраклонов ранга 2.

Автор благодарит рецензента за высказанные полезные замечания,
которые улучшили работу.
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