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Аннотация. Рассматриваются проблемы программного управления пучком траек-
торий. Исследуются постановки, которые возникают при рассмотрении задач управ-
ления пучками заряженных частиц, а также, например, при обработке изображений.
В прикладных задачах часто необходимо исследовать задачу управления центром
тяжести некоторого множества или изменение плотности распределения частиц в
соответствии с некоторым заданным. Предлагаемые функционалы могут быть эф-
фективно использованы при построении поля скоростей при обработке различных
изображений, в частности медицинских диагностических изображений. Задача по-
строения поля скоростей рассматривается как задача управления и оптимизации,
причем, в отличие от предыдущих работ авторов, при оптимизации используют-
ся макропараметры, характеризующие исследуемые объекты. Получены вариации
исследуемых функционалов и даются необходимые условия оптимальности.
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Abstract. This paper deals with problems of program control of a trajectory beam. We
investigate formulations that arise when considering problems of charged particle beams
control, as well as, for example, in image processing. In applied problems, it is often
necessary to investigate the problem of the gravity center control of some set or changing
the density distribution of particles according to some given one. The functionals pro-
posed in the paper can be effectively used for the velocity field constructing in various
image processing, in particular, medical diagnostic images. In this paper, the problem
of constructing a velocity field is considered as a control and optimization problem, and,
unlike the previous works of the authors, macroparameters characterizing the objects
under study are used in optimization. In the article, variations of the studied functionals
are obtained and the necessary optimality conditions are given.
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1. Введение

Построению программных управлений посвящено множество публи-
каций различных авторов. В настоящей статье рассматриваются задачи
программного управления пучком траекторий [5;6]. Исследуются зада-
чи управления центром тяжести некоторого множества при различных
заданиях целевого множества и плотности распределения в нем точек.
Другими словами, в работе изучаются задачи перевода одной точки
в другую с учетом плотности распределения точек в соответствую-
щих множествах фазового пространства. Такие задачи возникают в
различных прикладных исследованиях, в частности при управлении
пучками заряженных частиц в ускоряющих и фокусирующих структу-
рах, а также, например, при обработке изображений. В работе вводятся
соответствующие функционалы. Исследование ведется с использовани-
ем преобразования пучков траекторий по сечениям. Сформулированы
необходимые леммы, позволяющие проводить конструктивный анализ
приращений функционалов, заданных на пучках траекторий. Найде-
ны аналитические представления вариаций исследуемых функционалов
и получены необходимые условия оптимальности в форме принципа
максимума. Динамическая система, исследуемая в работе, может опи-
сываться как нелинейными, так и линейными уравнениями. Первая
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часть работы посвящена исследованию введенных функционалов для
нелинейной системы, во второй части будет рассматриваться линейная
система.

Особо следует отметить, что рассматриваемые в работе функциона-
лы могут эффективно быть использованы при построении поля скоро-
стей при обработке изображений. В вопросах обработки изображений
при построении поля скоростей данная проблема известна как задача
определения оптического потока для последовательных изображений
[7;9;10;16;21]. Обработка и анализ изображений, в том числе построение
поля скоростей, актуальны в таких важных областях, как медицин-
ская диагностика, робототехника, компьютерное зрение, включающее
методы отслеживания объектов и анализа движения на цифровых изоб-
ражениях, а также космические исследования, исследования движения
арктических льдов, транспортных потоков и т. д. [2; 17;18;20].

В предыдущих работах авторов проблема построения поля скоростей
рассматривалась как задача управления и оптимизации, в частности,
при обработке радионуклидных изображений разрабатывался оптими-
зационный подход как для непрерывных [8;14;15], так и для дискретных
систем [3;12;13]. В данной работе при оптимизации используются мак-
ропараметры исследуемых объектов. Полученные вариации функцио-
налов и необходимые условия оптимальности могут служить основой
для построения новых оптимизационных алгоритмов нахождения по-
ля скоростей с учетом макропараметров. Заметим, что данную работу
также можно рассматривать как один из подходов к решению задачи
электродинамики, а именно нахождения поля скоростей, реализующего
ту или иную динамику пучков заряженных частиц [1;11;19].

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢). (2.1)

Здесь 𝑡 — время, 𝑥 — 𝑛-вектор фазовых координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛,
𝑢 = 𝑢(𝑡) — 𝑟-мерная вектор-функция на [0, 𝑇 ], 𝑇 — фиксировано, 𝑓 =
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) — 𝑛-мерная вектор-функция непрерывная вместе с частными
производными 𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑖
, 𝜕2𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 по переменным 𝑥, 𝑢 и
кусочно-непрерывная по 𝑡. Считаем, что управления 𝑢 = 𝑢(𝑡) составля-
ют класс 𝐷 векторных кусочно-непрерывных функций со значениями
в 𝑈 , 𝑈 — компакт в 𝑅𝑟. Управления 𝑢 ∈ 𝐷 будем называть также
допустимыми управлениями.

Рассмотрим решения системы (2.1) при
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𝑥(0) = 𝑥0 ∈𝑀0. (2.2)

Здесь 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 — множество начальных значений для системы (2.1).
Считаем далее, что 𝑀0 есть компактное множество ненулевой меры
Лебега. Предполагаем, что решение задачи Коши с условием (2.2) опре-
делено на интервале [0, 𝑇 ] при произвольном управлении 𝑢 ∈ 𝐷 и любом
𝑥0 ∈𝑀0.

Обозначим через

𝑥(𝑡) = 𝑥𝑡 = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (2.3)

решение системы (2.1) с начальным условием 𝑥(0) = 𝑥0.
Множество этих решений назовем пучком траекторий (или просто

пучком), исходящих из множества 𝑀0 при заданном векторе управ-
ления 𝑢. Обозначим через 𝑀𝑡,𝑢 сечение пучка траекторий в момент
времени 𝑡 при фиксированном векторе 𝑢, т. е. множество

𝑀𝑡,𝑢 = {𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), 𝑥0 ∈𝑀0}. (2.4)

Далее будем для определенности считать, что вектор 𝑥 задает коорди-
наты некоторых частиц в фазовом пространстве.

Введем функцию плотности распределения частиц 𝜌(𝑡, 𝑥). Уравне-
ние, которое определяет изменение функции плотности распределения
частиц в пространстве с течением времени вдоль траекторий системы
(2.1), имеет вид [5;6]

𝜕𝜌(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜌(𝑡, 𝑥) div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) = 0. (2.5)

При этом

𝜌(0, 𝑥) = 𝜌0(𝑥), 𝑥 ∈𝑀0, (2.6)

где 𝜌0(𝑥) — заданная функция.
Отметим, что функция 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥) в различных задачах механи-

ки и электродинамики играет роль плотности распределения массы
или заряда, а при обработке изображений она может также играть
роль количественной характеристики изображения (яркости), завися-
щей от пространственных координат и времени, в случае радионук-
лидных изображений, плотности распределения радиофармпрепарата
(РФП) [14;16;17]. Уравнение (2.5) называют уравнением Лиувилля, или
уравнением переноса. Если функция 𝜌(𝑡, 𝑥) описывает изменение плот-
ности распределения вероятности во времени и фазовом пространстве
координат динамической системы (2.1), то уравнение (2.5) есть урав-
нение Фокера – Планка – Колмогорова [4]. Такой процесс будет иметь
место, когда семейство траекторий (2.3) с начальными условиями (2.2)
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соответствует множеству случайных начальных значений координат с
плотностью распределения вероятности 𝜌0(𝑥) (2.6). При этом∫︁

𝑀0

𝜌0(𝑥0) d𝑥0 = 1.

В данной статье мы будем рассматривать конкретные функционалы,
которые могут быть использованы как при решении многообразных
практических задач построения программных управлений, так и при
решении некоторых нестандартных задач, в частности, при построении
поля скоростей при обработке изображений.

Рассмотрим центр тяжести частиц на множестве 𝑀𝑇,𝑢 , определяе-
мый плотностью распределения 𝜌(𝑡, 𝑥) в момент времени 𝑇 , а именно

�̄�(𝑢) =
1

𝜌0

∫︁
𝑀𝑇,𝑢

𝑥𝑇𝜌(𝑇, 𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇 . (2.7)

Наряду с функцией 𝜌(𝑡, 𝑥) будем рассматривать также функцию 𝜌(𝑥),
характеризующую плотность распределения частиц в рассматриваемом
фазовом пространстве. Введем вектор-функцию

�̂�(𝑢) =
1

𝜌0

∫︁
𝑀𝑇,𝑢

𝑥𝑇𝜌(𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇 . (2.8)

Не умаляя общности, предполагаем далее, что

𝜌0 =

∫︁
𝑀0

𝜌0(𝑥0) d𝑥0 = 1,

𝜌0 =

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥) d𝑥 = 1.

(2.9)

Это позволяет нам также при необходимости трактовать функции 𝜌(𝑡,𝑥)
и 𝜌(𝑥) как плотности распределения вероятности во времени и фазовом
пространстве координат динамической системы (2.1).

Введем функционал

𝐽(𝑢) = (�̄�(𝑢)− �̂�(𝑢))2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

(�̄�𝑖(𝑢)− �̂�𝑖(𝑢))
2. (2.10)

Рассмотрим задачу минимизации функционала (2.10) по всем управ-
лениям 𝑢 ∈ 𝐷. Вектор, определяемый выражением (2.8), будем условно
называть также центром тяжести, определяемым плотностью распреде-
ления 𝜌(𝑥) на𝑀𝑇,𝑢. Таким образом, ставится задача совпадения центров
тяжести, определяемых плотностями распределения 𝜌(𝑡, 𝑥) и 𝜌(𝑥), на
множестве 𝑀𝑇,𝑢. Так что можно говорить о переводе центра тяжести
множества𝑀0, определяемого плотностью 𝜌0(𝑥), в центр тяжести, опре-
деляемый плотностью 𝜌(𝑥), при переводе множества 𝑀0 в множество
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𝑀𝑇,𝑢. Такая задача возникает при построении поля скоростей при об-
работке последовательных изображений. В данном случае мы будем
изучать динамику макропараметров — центров тяжести изображений.
Далее, с учетом поля скоростей для макропараметров, можно строить
алгоритмы нахождения поля скоростей на всем изображении.

3. Преобразование пучков траекторий по сечениям

Рассмотрим допустимые управления 𝑢(𝑡) и �̃�(𝑡) и соответствующие
им траектории системы (2.1):

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), �̃�(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, �̃�), (3.1)

которые удовлетворяют одинаковым начальным условиям

𝑥(0) = �̃�(0) = 𝑥0.

Из предположения о единственности решения задачи Коши для си-
стемы (2.1) следует существование взаимно однозначного соответствия
множеств𝑀𝑡,𝑢 и𝑀𝑡,�̃� для различных управлений 𝑢 и �̃�. Будем рассмат-
ривать отображение [5; 6]

�̃�𝑡 = �̃�(𝑥𝑡) (3.2)

множества𝑀𝑡,𝑢 в множество𝑀𝑡,�̃�, определяемое траекториями (3.1), ис-
ходящими из одних и тех же точек множества𝑀0. В дальнейшем нас бу-
дет интересовать якобиан этого преобразования. Частные производные
𝜕�̃�𝑡𝑖
𝜕𝑥𝑡𝑗

, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, существуют и непрерывны в силу непрерывной
дифференцируемости решений системы (2.1) по начальным данным.
Индексы 𝑖, 𝑗 обозначают здесь соответствующие координаты векторов
�̃�𝑡 и 𝑥𝑡.

Рассмотрим матрицу Якоби 𝑌 (𝑡) = 𝜕�̃�𝑡
𝜕𝑥𝑡

преобразования (3.2). Нет-
рудно заметить, что она удовлетворяет дифференциальному уравнению

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝑡, �̃�(𝑡), �̃�(𝑡))

𝜕𝑥
𝑌 − 𝑌

𝜕𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
. (3.3)

При начальном условии 𝑌 (𝑡0) = 𝐸, где 𝐸 — единичная матрица.

Лемма 1. Якобиан преобразования (3.2) имеет вид

det(𝑌 (𝑡)) = exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑠𝑝

(︂
Δ𝑥,𝑢

𝜕𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑥

)︂
d𝜏

)︂
=
𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝜌(𝑡, �̃�(𝑡))
.

(3.4)
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Здесь

Δ𝑥,𝑢
𝜕𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏) + Δ𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏) + Δ𝑢(𝜏))

𝜕𝑥
−

−𝜕𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))
𝜕𝑥

.

(3.5)

Доказательство. Решение уравнения (3.3) 𝑌 (𝑡) с начальным условием
𝑌 (0) = 𝐸 можно представить в виде 𝑌 (𝑡) = 𝐹 (𝑥)𝐹−1(𝑡), где 𝐹 (𝑡) и 𝐹 (𝑡)
— фундаментальные матрицы уравнений

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝜏, 𝑥+Δ𝑥, 𝑢+Δ𝑢)

𝜕𝑥
𝐹 ,

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝜏, 𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥
𝐹,

нормированные при 𝑡 = 0, т. е. 𝐹 (𝑡0) = 𝐹 (𝑡0) = 𝐸. При этом

det(𝑌 (𝑡)) = det(𝐹 (𝑡)) det(𝐹−1(𝑡)).

Отсюда по формуле Лиувилля находим выражение для якобиана (3.4).

Будем далее обозначать через Δ𝑢(𝑡) = �̃�(𝑡)−𝑢(𝑡) вариацию управле-
ния 𝑢(𝑡), а через Δ𝑥(𝑡) = �̃�(𝑡)−𝑥(𝑡) — приращение траектории 𝑥(𝑡) при
вариации управления Δ𝑢(𝑡). Вариация 𝛿𝑥(𝑡) = 𝛿𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢) траектории
𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢) при вариации управления Δ𝑢(𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑑𝛿𝑥

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
𝛿𝑥+Δ𝑢𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢), 𝑢(𝑡)) (3.6)

с начальным условием 𝛿𝑥(0) = 0.
В формуле (3.6) Δ𝑢𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) + Δ𝑢(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)). По

предположению 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) имеет непрерывные частные производные по
𝑥 до второго порядка включительно, и, следовательно, вектор-функция
𝛿𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢) = 𝛿𝑥(𝑡) = 𝛿𝑥(𝑥𝑡) непрерывно дифференцируема по 𝑥𝑡.

В следующей лемме дается другое представление для якобиана пре-
образования (3.2).

Лемма 2. Якобиан преобразования (3.2) имеет вид

det

(︂
𝜕�̃�𝑡
𝜕𝑥𝑡

)︂
= 1 + div𝑥 𝛿𝑥(𝑡) + 𝑜(‖Δ𝑢𝑓)‖𝐿 + ‖Δ𝑢 div𝑥 𝑓‖𝐿). (3.7)

При этом div𝑥 𝛿𝑥(𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑑div𝑥 𝛿𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜕 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
𝛿𝑥(𝑡) + Δ𝑢 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) (3.8)
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при начальном условии div𝑥 𝛿𝑥(𝑡0) = div𝑥 𝛿𝑥(𝑡0, 𝑥0, 𝑢) = 0, 𝑡0 = 0. Здесь

div𝑥 𝛿𝑥 = sp

(︂
𝜕𝛿𝑥(𝑥𝑡)

𝜕𝑥𝑡

)︂
и

Δ𝑢 div𝑥 𝑓 = div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) + Δ𝑢(𝑡))− div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),

а ‖Δ𝑢𝑓‖𝐿 и ‖Δ𝑢 div𝑥 𝑓‖𝐿 есть нормы в пространстве суммируемых
функций 𝐿[0, 𝑇 ].

Доказательство. Учитывая выражение для следа матрицы (3.5), яко-
биан (3.4) можно представить в виде

det(𝑌 (𝑡)) = 1 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

{ 𝜕
𝜕𝑥

(div𝑥 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝛿𝑥(𝜏)+

+Δ𝑢𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏)))}d𝜏 + 𝑜(‖Δ𝑢𝑓)‖𝐿 + ‖Δ𝑢 div𝑥 𝑓‖𝐿).

Отсюда, с учетом уравнения (3.8), получаем якобиан (3.7).

Выпишем уравнения для плотности распределения частиц вдоль тра-
екторий системы (2.1). Из уравнения (2.5) следует

𝑑𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑑𝑡
= −𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡)) div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)). (3.9)

Вариацию плотности распределения 𝛿𝜌 = 𝛿𝜌(𝑥, 𝑡) в этом случае можно
записать в виде

𝑑𝛿𝜌

𝑑𝑡
= −𝛿𝜌div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))−

−𝜌
(︂
𝜕 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
𝛿𝑥(𝑡)−Δ𝑢 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

)︂
.

(3.10)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 3. Пусть div𝑥 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡)) удовлетворяют уравнениям
(3.8) и (3.10) соответственно. Предполагаем, что div𝑥 𝛿𝑥(0) = 0 и
𝛿𝜌(0) = 0. Тогда имеет место соотношение

𝛿𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝜌(𝑡, 𝑥(𝑡)) div𝑥 𝛿𝑥(𝑡) = 0.

Доказательство. Используя уравнения (3.8), (3.9) и (3.10), нетрудно
показать, что

𝑑𝛿𝜌

𝑑𝑡
= −𝛿𝜌div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))− 𝜌

𝑑

𝑑𝑡
div𝑥 𝛿𝑥,

или
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𝑑

𝑑𝑡
(𝛿𝜌+ 𝜌div𝑥 𝛿𝑥) = −(𝛿𝜌+ 𝜌div𝑥 𝛿𝑥) div𝑥 𝑓.

Отсюда, с учетом начальных условий, получаем утверждение леммы.

Приведенные леммы далее используются при преобразовании вари-
ации исследуемых функционалов.

4. Вариация функционала

Учитывая лемму 1, приращение вектор-функции (2.7) можно пред-
ставить в виде

Δ�̄�(𝑢) = 𝛿�̄�(𝑢) + 𝑜(‖Δ𝑢𝑓‖𝐿).

При этом вариация 𝛿�̄�(𝑢) имеет вид

Δ�̄�(𝑢) =

∫︁
𝑀𝑇,𝑢

𝛿𝑥𝑇𝜌(𝑇, 𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇 .

Рассмотрим теперь приращение Δ�̂�(𝑢):

Δ�̂�(𝑢) =

∫︁
𝑀𝑇,�̃�

�̃�𝑇𝜌(𝑇, �̃�𝑇 ) d�̃�𝑇 −
∫︁
𝑀𝑇,𝑢

𝑥𝑇𝜌(𝑇, 𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇 . (4.1)

Переходя в (4.1) в первом интеграле от интегрирования по множе-
ству 𝑀𝑇,�̃� к интегрированию по множеству 𝑀𝑇,𝑢 и учитывая лемму
2, приращение Δ�̂�(𝑢) можно представить в виде

Δ�̂�(𝑢) =

∫︁
𝑀𝑇,𝑢

(𝑥𝑇 + 𝛿𝑥(𝑥𝑇 ))

(︂
𝜌(𝑥𝑇 ) +

𝜕𝜌(𝑥𝑇 )

𝜕𝑥
𝛿𝑥(𝑥𝑇 )

)︂
(1+

+div𝑥 𝛿𝑥(𝑥𝑇 )) d𝑥𝑇 −
∫︁
𝑀𝑇,𝑢

(𝑥𝑇𝜌(𝑇, 𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇+

+𝑜(‖Δ𝑢𝑓‖𝐿) + 𝑜(‖Δ𝑢 div𝑥 𝑓‖𝐿).

Отсюда получаем вариацию для векторной функции �̂�(𝑢):

𝛿�̂�(𝑢) =

∫︁
𝑀𝑇,𝑢

(𝑥𝑇
𝜕𝜌(𝑥𝑇 )

𝜕𝑥
𝛿𝑥(𝑥𝑇 ) + 𝜌(𝑥𝑇 )𝛿𝑥(𝑥𝑇 )+

+𝑥𝑇𝜌(𝑥𝑇 ) div𝑥 𝛿𝑥(𝑥𝑇 ) d𝑥𝑇 .

Вариацию функционала (2.10) можно теперь представить в виде
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𝛿𝐽(𝑢) = 2(�̄�(𝑢)− �̂�(𝑢))*(𝛿�̄�(𝑢)− 𝛿�̂�(𝑢)). (4.2)

Введем в рассмотрение вектор-функции 𝜓(𝑡, 𝑥) и 𝜆(𝑡, 𝑥), которые на
траекториях системы (2.1) удовлетворяют дифференциальным уравне-
ниям

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= −

(︂
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
+ 𝐸 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

)︂*
𝜓−

−𝜆
(︂
𝜕 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥

)︂*
,

(4.3)

𝑑𝜆

𝑑𝑡
= −𝜆 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢) (4.4)

при конечных условиях

𝜓(𝑇 ) = −2

(︂
𝐸(𝜌(𝑇, 𝑥(𝑇 ))− 𝜌(𝑥(𝑇 )))− 𝑥(𝑇 )

𝜕𝜌(𝑥(𝑇 ))

𝜕𝑥

)︂*
(�̄�(𝑢)− �̂�(𝑢)),

(4.5)

𝜆(𝑇 ) = −2(�̄�(𝑢)− �̂�(𝑢))*𝑥(𝑇 )𝜌(𝑥(𝑇 )). (4.6)

Здесь и далее знак * означает транспонирование матрицы или вектора.
Учитывая уравнение в вариациях (3.6) и уравнение (3.8) для дивер-

генции вектора 𝛿𝑥(𝑡), можно записать очевидные равенства

𝜓*
(︂
𝑑𝛿𝑥

𝑑𝑡
− 𝜕𝑓

𝜕𝑥
−Δ𝑢𝑓

)︂
= 0, (4.7)

𝜆

(︂
𝑑

𝑑𝑡
div𝑥 𝛿𝑥− 𝜕

𝜕𝑥
(div𝑥 𝑓)𝛿𝑥−Δ𝑢 div𝑥 𝑓

)︂
= 0. (4.8)

Преобразуем вариацию функционала (2.10) с использованием вспо-
могательных функций 𝜓 и 𝜆, введенных выше соотношениями (4.3)–
(4.6). Проинтегрируем уравнения (4.7), (4.8) от 0 до 𝑇 по сечениям
пучка траекторий 𝑀𝑡,𝑢 и прибавим полученные выражения к правой
части равенства (4.2). После преобразований получим

𝛿𝐽(𝑢) =

∫︁ 𝑇

0

∫︁
𝑀𝑡,𝑢

(𝜓*(𝑡, 𝑥𝑡)Δ𝑢𝑓(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑢(𝑡))+

+𝜆(𝑡, 𝑥𝑡)Δ𝑢 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑢(𝑡))) d𝑥𝑡d𝑡.

(4.9)

Рассмотрим теперь случай заданного (фиксированного) центра тя-
жести, определяемого плотностью 𝜌(𝑥). Обозначим через �̂� центр тя-
жести, определяемый плотностью распределения 𝜌(𝑥) в 𝑅𝑛. Имеем
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�̂� =

∫︁
𝑅𝑛

𝑥𝜌(𝑥) d𝑥. (4.10)

Введем функционал

𝐽1(𝑢) = (�̄�(𝑢)− �̂�)2. (4.11)

Ставится задача минимизации функционала (4.11), т. е. минимизация
при 𝑡 = 𝑇 отклонения центра тяжести �̄�(𝑢), определяемого формулой
(2.7), от фиксированного центра тяжести �̂�, определяемого формулой
(4.10).

Вариация функционала (4.11) имеет вид

𝛿𝐽1(𝑢) = 2(�̄�(𝑢)− �̂�)𝛿�̄�(𝑢).

Преобразуя эту вариацию аналогично предыдущему случаю, получаем

𝛿𝐽1(𝑢) =

∫︁ 𝑇

0

∫︁
𝑀𝑡,𝑢

𝜓*Δ𝑢𝑓 d𝑥𝑡d𝑡, (4.12)

где 𝑛-векторная функция 𝜓 удовлетворяет уравнению

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= −

(︂
𝜕𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
+ 𝐸 div𝑥 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

)︂*
𝜓, (4.13)

при конечном условии

𝜓(𝑇 ) = −2(�̄�(𝑢)− �̂�)𝜌(𝑇, 𝑥(𝑇 )). (4.14)

5. Необходимые условия оптимальности в форме принципа
максимума

На основании полученных вариаций (4.9) и (4.12) можно сформу-
лировать необходимые условия оптимальности в задачах минимизации
функционалов (2.10) и (4.11). Введем функцию 𝐻, зависящую от пе-
ременных 𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 и вспомогательных переменных
𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛, 𝜆:

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜆, 𝜓, 𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜓𝑖(𝑡, 𝑥)𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜆(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑖

)︂
.

Теорема 1. Пусть 𝑢0 = 𝑢0(𝑡) — оптимальное управление в задаче ми-
нимизации функционала (2.10), а функция 𝜆0(𝑡, 𝑥) и вектор-функция
𝜓0(𝑡, 𝑥) удовлетворяют на оптимальном процессе уравнениям (4.3),



62 Д.А.ОВСЯННИКОВ, Е.Д.КОТИНА

(4.4) при конечных условиях (4.5),(4.6). Тогда при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполня-
ется условие максимума

max
𝑢∈𝑈

∫︁
𝑀𝑡,𝑢0

𝐻(𝑡, 𝑥𝑡, 𝜆
0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝜓

0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑢) d𝑥𝑡 =

=

∫︁
𝑀𝑡,𝑢0

𝐻(𝑡, 𝑥𝑡, 𝜆
0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝜓

0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑢
0(𝑡)) d𝑥𝑡.

Теорема 2. Пусть 𝑢0 = 𝑢0(𝑡) — оптимальное управление в задаче ми-
нимизации функционала (4.11), а вектор-функция 𝜓0(𝑡, 𝑥) удовлетво-
ряет на оптимальном процессе уравнению (4.13) при конечном условии
(4.14). Тогда при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется условие максимума

max
𝑢∈𝑈

∫︁
𝑀𝑡,𝑢0

𝐻(𝑡, 𝑥𝑡, 𝜓
0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑢) d𝑥𝑡 =

=

∫︁
𝑀𝑡,𝑢0

𝐻(𝑡, 𝑥𝑡, 𝜓
0(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑢

0(𝑡)) d𝑥𝑡.

Здесь 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜓, 𝑢) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥)𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢).

Доказательство теорем 1, 2 проводится стандартно с использованием
игольчатой вариации [5;6].

Замечание 1. Здесь и далее учитывается, что управления есть кусоч-
но-непрерывные функции и в точках разрыва они принимают конечные
пределы слева или справа.

6. Заключение

В работе исследованы функционалы, характеризующие такие мак-
ропараметры рассматриваемых объектов, как центры тяжести. Приве-
дены аналитические представления вариации функционалов и необхо-
димые условия оптимальности. Рассматриваемые функционалы могут
быть использованы как при решении многообразных практических за-
дач построения программных управлений, так и при решении некото-
рых нестандартных задач, например при построении поля скоростей
при обработке изображений.
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