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Аннотация. Рассмотрена задача об оптимальном покрытии плоских фигур на-
борами из фиксированного числа различных кругов. Считается, что каждый круг
имеет радиус, равный сумме общего для всех параметра и его индивидуального
числа. Основная цель работы — разработать алгоритмы, которые позволяют строить
покрытия при минимальном общем параметре. Показано, что задача может быть
сведена к минимизации функции нескольких переменных, зависящих от коорди-
нат центров кругов. Изучены зоны влияния точек, служащих центрами кругов при
фиксированном наборе индивидуальных чисел. Предложен итерационный алгоритм
решения задачи, использующий понятия чебышевского центра и обобщение зоны
Дирихле. Выведены соотношения, аналитически описывающие эти зоны. Доказа-
на теорема об эффективности работы алгоритма. Показаны возможности приме-
нения результатов статьи к построению сетей датчиков. Приведен ряд примеров
решения задач о построении оптимального покрытия для различных выпуклых
многоугольников.
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Abstract. The problem of optimal covering of plane figures with sets of a fixed number
of different circles is considered. We suppose that each circle has a radius equal to the
sum of the parameter common to all and its individual number. The main aim of the
paper is to develop algorithms that allow the construction of a covering with a minimum
common parameter. It is proved that the problem can be reduced to minimizing a
function of several variables depending on the coordinates of the centers of the circles.
The zones of influence of points serving as the centers of circles for a fixed set of individual
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possibilities of applying the results of the article to the construction of sensor networks
are shown.
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1. Введение

При решении различных задач часто требуется выполнять замену
множеств наборами унифицированных элементов. Наиболее распрост-
раненными фигурами, используемыми для аппроксимации на плоско-
сти, служат круги. Ранее авторы рассматривали в основном задачи о
покрытии плоских компактов наборами конгруэнтных кругов [8]. Затем
перешли к случаю, когда радиусы кругов равны произведению общего
для всех параметра на индивидуальный положительный параметр [6;9].
Возникает потребность рассмотреть еще один важный вариант покры-
тия, в котором радиусы кругов равны сумме различного для каждого
из них положительного числа и одинакового для всех неотрицательного
числа 𝑟. Данная постановка задачи отражает ситуацию, при которой
размеры области работы датчика являются настраиваемым параметром
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и могут меняться с заданным шагом. Похожие конструкции изучают-
ся, например, в статьях [1; 11]. В рамках работы строятся покрытия
наборами кругов, радиусы которых равны сумме общего параметра 𝑟
и индивидуального числа Δ𝑟𝑖, а в качестве параметра оптимальности
выбрана минимизация величины 𝑟. Аналогичные конструкции могут
применяться в задачах логистики, особенно в случае, когда различные
узлы имеют различные возможности по обслуживанию прилегающей
территории [16]. Некоторые способы построения покрытий из задан-
ного числа различных кругов представлены, например, в [14; 20]. В
качестве одного из подходов к решению подобных задач в общем слу-
чае неоднородной среды можно указать построение волновых фронтов,
имитирующих распространение оптических сигналов [17; 18]. При раз-
работке сетей датчиков он может применяться также для случая, когда
каждая точка 𝑀 должна находиться в зоне действия двух или бо-
лее приборов [19]. Однако в случае однородной среды с евклидовой
метрикой и однократного покрытия более экономичными оказываются
геометрические методы, основанные на разбиении компакта𝑀 на обла-
сти влияния точек и выделении их чебышевских центров. Возможной
областью применения конструкций с покрытиями кругами, радиусы ко-
торых различаются на заданные константы, может стать раскройка об-
ластей материала, особенно в металлургии и машиностроении [12]. При
нарезке листов металла используются заготовки различной формы, но
наиболее удобными являются именно круги с заданным шагом по ли-
нейным размерам. В рамках настоящей статьи упор сделан на изучении
границ зон влияния точек путем построения функций, обобщающих
евклидово расстояние.

2. Постановка задачи

Сформулируем задачу о покрытии плоского компактного множества
набором кругов линейно различающихся радиусов.

Задача 1. Пусть задано ограниченное замкнутое выпуклое множе-
ство 𝑀 , число 𝑛 ∈ N и набор неотрицательных чисел 𝑃 = {Δ𝑟𝑖}𝑛𝑖=1.
Требуется найти такой набор из 𝑛 точек 𝑆 = {s𝑖}𝑛𝑖=1, чтобы вложение
𝑀 ⊆ Ξ(𝑆, 𝑃, 𝑟) выполнялось при минимально возможном 𝑟 ∈ [0,+∞).

Здесь Ξ(𝑆, 𝑃, 𝑟) ,
⋃︀𝑛
𝑖=1𝑂(s𝑖, 𝑟+Δ𝑟𝑖), 𝑂(s, 𝑟) , {x ∈ R2 : ‖x− s‖ 6 𝑟}.

Задача 1 сводится к тому, чтобы найти такой массив из 𝑛 точек 𝑆,
при котором величина

𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) = max
m∈𝑀

min
𝑖=1,𝑛

𝜙(𝑖)(m), (2.1)

равная минимальному 𝑟, при котором множество 𝑀 вложено в объ-
единение кругов Ξ(𝑆, 𝑃, 𝑟), будет минимальной среди всех возможных
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наборов 𝑆, содержащих 𝑛 точек. Здесь

𝜙(𝑖)(x) , max{‖x− s𝑖‖ −Δ𝑟𝑖, 0}, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.2)

функции, определенные при заданных 𝑆 и 𝑃. Задача 1 является одним
из возможных обобщений задачи о нахождении наилучшей чебышев-
ской 𝑛-сети плоского множества [13].

Величину (2.1) можно интерпретировать как хаусдорфово полуот-
клонение 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) = h

(︀
𝑀,Ξ(𝑆, 𝑃, 0)

)︀
компакта𝑀 от объединения мно-

жеств Ξ(𝑆, 𝑃, 0) = {𝑂(s𝑖,Δ𝑟𝑖)}𝑛𝑖=1, которые являются кругами при
Δ𝑟𝑖 > 0 и точками при Δ𝑟𝑖 = 0. Здесь h(𝐴,𝐵) , max

a∈𝐴
min
b∈𝐵

‖a − b‖,
считаем, что если 𝐴 = ∅, то h(𝐴,𝐵) = 0.

3. Методы решения задачи

В рамках статьи авторы развивают применявшиеся ранее методы по-
строения покрытий наборами равных кругов [8] или кругов, отношения
радиусов которых постоянны [6]. Их основу составляют конструкции
разбиения множества 𝑀 на зоны влияния точек из 𝑆, которые по-
крываются кругами с центрами в них, и последующий сдвиг точек с
целью минимизации радиуса круга, в который может быть вложена эта
зона. Однако поскольку в задаче 1 рассматриваются не конгруэнтные
круги, а такие, разности радиусов которых постоянны, то геометрия
областей влияния точек из 𝑆 принципиально иная по сравнению со
случаем одинаковых фигур. Важным этапом алгоритма является ге-
нерация начального массива 𝑆(0) центров кругов покрытия. В рамках
методов, предложенных, например, в статье [10], применяются решетки
Браве [7, c. 21].

Определение 1. Будем называть областью доминирования точки
s𝑖 ∈ 𝑆 над s𝑗 ∈ 𝑆 множество

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) ,
{︁
x ∈ R2 : 𝜙(𝑖)(x) 6 𝜙(𝑗)(x)

}︁
. (3.1)

Считаем, что 𝐷(𝑖,𝑖)(𝑆, 𝑃 ) = R2 при 1 6 𝑖 6 𝑛.

Определение 2. Будем называть пару точек s𝑖, s𝑗 ∈ 𝑆 регулярной,
если выполняется неравенство

‖s𝑖 − s𝑗‖ > |Δ𝑟𝑖 −Δ𝑟𝑗 |. (3.2)

Если пара точек является регулярной, то на плоскости найдутся точ-
ки x, для которых 𝜙(𝑖)(x) > 𝜙(𝑗)(x), и точки y, для которых 𝜙(𝑖)(y) <
𝜙(𝑗)(y). Если пара не является регулярной, для всех x ∈ R2 выполняется
либо 𝜙(𝑖)(x) 6 𝜙(𝑗)(x), либо 𝜙(𝑖)(x) > 𝜙(𝑗)(x).
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Введем обозначения

𝑎(𝑖,𝑗) = (Δ𝑟𝑗 −Δ𝑟𝑖)/2, 𝑐
(𝑖,𝑗) = ‖s𝑖 − s𝑗‖/2,

𝑏(𝑖,𝑗) =

√︁(︀
𝑐(𝑖,𝑗)

)︀2 − (︀𝑏(𝑖,𝑗))︀2, c(𝑖,𝑗) = (s𝑖 + s𝑗)/2,

v(𝑖,𝑗) = s𝑖 − s𝑗 , 𝑊
(𝑖,𝑗) =

{︁
w ∈ R2 :

(︁⟨
w,v(𝑖,𝑗)

⟩
= 0
)︁
&(‖w‖ = 1)

}︁
,

где ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение векторов.
Для пары регулярных точек определено множество

𝑉 (𝑖,𝑗) =
⋃︀

𝑡∈[0,+∞)

⋃︀
𝜏∈[0,+∞)

(︃
𝑏(𝑖,𝑗) sh 𝑡 ·𝑊 (𝑖,𝑗)+,

+

{︂(︂
𝑎(𝑖,𝑗)

2𝑐(𝑖,𝑗)
ch 𝑡+ 𝜏

)︂
· v(𝑖,𝑗)

}︂
+
{︀
c(𝑖,𝑗)

}︀)︃
.

(3.3)

Предложение 1. Если пара точек s𝑖, s𝑗 ∈ 𝑆 является регулярной,
то

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) = 𝑉 (𝑖,𝑗) ∪𝑂(s𝑖,Δ𝑟𝑖). (3.4)

Доказательство. Покажем, что ∀x ∈ 𝑉 (𝑖,𝑗) 𝜙(𝑖)(x)−Δ𝑟𝑖 6 𝜙(𝑗)(x)−Δ𝑟𝑗 .

Выберем систему координат так, чтобы выполнялись равенства c(𝑖,𝑗) =
0 = (0, 0), s𝑖 =

(︀
𝑐(𝑖,𝑗), 0

)︀
, s𝑗 =

(︀
−𝑐(𝑖,𝑗), 0

)︀
.

Рассмотрим сначала случай, когда 𝑎(𝑖,𝑗) ̸= 0. Тогда геометрическое
место точек, для которых ‖x− s𝑖‖ − ‖x− s𝑗‖ = 2𝑎(𝑖,𝑗) совпадет с одной
из ветвей гиперболы 𝑥2

(𝑎(𝑖,𝑗))
2 − 𝑦2

(𝑏(𝑖,𝑗))
2 = 1. Если 𝑎(𝑖,𝑗) > 0, то это ветвь,

для которой 𝑥 > 0, а если 𝑎(𝑖,𝑗) < 0, то ветвь, для которой 𝑥 < 0. В
обоих случаях эта ветвь может быть записана параметрически как

𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑖,𝑗) ch 𝑡, 𝑦(𝑡) = 𝑏(𝑖,𝑗) sh 𝑡, 𝑡 ∈ (−∞,+∞). (3.5)

Геометрическое место 𝑉 точек, для которых справедливо

‖x− s𝑖‖ − ‖x− s𝑗‖ 6 2𝑎(𝑖,𝑗), (3.6)

находится по ту сторону от кривой (3.5), в которой находится точка s𝑖,
т. е.

𝑉 =
{︁
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑏(𝑖,𝑗) sh 𝑡, 𝑥 = 𝑎(𝑖,𝑗) ch 𝑡+ 𝜏, 𝑡 ∈ R, 𝜏 ∈ [0,+∞)

}︁
.

(3.7)
Поскольку в выбранной системе координат v(𝑖,𝑗) =

(︀
2𝑐(𝑖,𝑗), 0

)︀
, 𝑊 (𝑖,𝑗) =

{(0, 1), (0,−1)}, то множество (3.7) совпадает с (3.3).
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Рассмотрим теперь случай, когда 𝑎(𝑖,𝑗) = 0. В этом случае геометри-
ческое место точек, для которых справедливо (3.6), это полуплоскость

𝑉 =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ∈ [0,+∞), 𝑦 ∈ R

}︀
.

Оно совпадает с (3.3), которое принимает вид

𝑉 (𝑖,𝑗) =
⋃︁

𝑡∈[0,+∞)

⋃︁
𝜏∈[0,+∞)

(︁
𝑏(𝑖,𝑗) sh 𝑡{(0, 1), (0,−1)}+

{︁
𝜏
(︁
𝑐(𝑖,𝑗), 0

)︁}︁)︁
.

Значит, в обоих случаях
𝑉 (𝑖,𝑗) = 𝑉. (3.8)

Из определения функций (2.2) следует, что неравенство

𝜙(𝑖)(x) 6 𝜙(𝑗)(x) (3.9)

выполняется, если либо справедливо (3.6), либо 𝜙(𝑖)(x) = 0. Первое из
условий имеет место при x ∈ 𝑉, а второе при ‖x − s𝑖‖ 6 Δ𝑟𝑖. Значит,
согласно равенству (3.8), оценка (3.9) верна тогда и только тогда, когда

x ∈ 𝑉 (𝑖,𝑗) ∪𝑂(s𝑖,Δ𝑟𝑖).

Это доказывает (3.4).

Предложение 2. Если пара точек s𝑖, s𝑗 ∈ 𝑆 не является регулярной
и Δ𝑟𝑖 > Δ𝑟𝑗, то

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) = R2. (3.10)

Доказательство. Если выполняются условия предложения 2, то

Δ𝑟𝑖 −Δ𝑟𝑗 > ‖s𝑖 − s𝑗‖. (3.11)

Согласно неравенству треугольника для любой точки x ∈ R2 ‖x− s𝑖‖ 6
‖x − s𝑗‖ + ‖s𝑖 − s𝑗‖. Из него и (3.11) вытекает ∀x ∈ R2 ‖x − s𝑖‖ 6
‖x− s𝑗‖+ (Δ𝑟𝑖 −Δ𝑟𝑗), что влечет ∀x ∈ R2 𝜙(𝑖)(x) 6 𝜙(𝑗)(x).

Предложение 2 означает, что если пара точек не является регуляр-
ной, то одна из точек s𝑗 не вносит вклад в минимизацию величины 𝑟.

Таким образом, можно построить сеть 𝑆 = {s̆𝑖}𝑛𝑖=1, такую, что при всех
𝑖 ̸= 𝑗 выполняется s̆𝑖 = s𝑖, а в качестве s̆𝑗 взять произвольную точку
плоскости. И тогда 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) 6 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ).

Следствие 1. Пусть пара точек s𝑖, s𝑗 ∈ 𝑆 не является регулярной и
Δ𝑟𝑖 < Δ𝑟𝑗 . Тогда, если ‖s𝑖 − s𝑗‖ = Δ𝑟𝑗 −Δ𝑟𝑖, то

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) =
{︁(︁

s𝑖 + 𝑡v(𝑖,𝑗)
)︁
∈ R2 : 𝑡 ∈ [0,+∞)

}︁
∪𝑂(s𝑖,Δ𝑟𝑖). (3.12)
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Доказательство. Из предложения 2 следует, что при заданных усло-
виях ∀x ∈ R2 𝜙(𝑖)(x) > 𝜙(𝑗)(x). Равенство 𝜙(𝑖)(x) = 𝜙(𝑗)(x) выполняется
в двух случаях: либо если точка x расположена на прямой, содержа-
щей отрезок [s𝑖, s𝑗 ], причем точка s𝑖 находится между x и s𝑗 , либо при
‖x− s𝑖‖ 6 Δ𝑟𝑖. Точки, для которых имеет место один из этих случаев,
образуют множество (3.12).

Следствие 2. Пусть пара точек s𝑖, s𝑗 ∈ 𝑆 не является регулярной и
Δ𝑟𝑖 < Δ𝑟𝑗 . Тогда, если ‖s𝑖 − s𝑗‖ < Δ𝑟𝑗 −Δ𝑟𝑖, то

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) = 𝑂(s𝑖,Δ𝑟𝑖). (3.13)

Доказательство. Из предложения 2 и условий следствия 2 следует, что
∀x ∈ R2 ‖x−s𝑖‖−Δ𝑟𝑖 > ‖x−s𝑗‖−Δ𝑟𝑗 . Значит, область доминирования
𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) состоит только из тех точек, для которых 𝜙(𝑖)(x) = 0.

Определение 3. Будем называть

𝐷
(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) ,

{︂
m ∈𝑀 : 𝜙(𝑖)(m) = min

𝑗=1,𝑛
𝜙(𝑗)(m)

}︂
(3.14)

обобщенной зоной Дирихле точки s𝑖 в множестве 𝑀.

Определение области 𝐷
(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) являются обобщением понятия зон

Дирихле [3, c. 305], которые представляют собой геометрические места
точек, лежащих от одного из элементов s𝑖 ∈ 𝑆 не дальше, чем от других.
Из (3.1) и (3.14) следует, что обобщенные зоны Дирихле можно строить
как

𝐷
(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) =𝑀 ∩

⋂︁
𝑗=1,𝑛

𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ). (3.15)

Особенностью множеств 𝐷(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) является то, что их граница может

содержать не только отрезки, но также дуги окружности и гиперболы.
Обобщенные зоны Дирихле в общем случае невыпуклые.

Определение 4. Чебышевским центром [5] замкнутого ограничен-
ного множества 𝑀 ∈ R2 называется точка c(𝑀), удовлетворяющая
равенству

h
(︀
𝑀, {c(𝑀)}

)︀
= min

{︀
h(𝑀, {x}) : x ∈ R2

}︀
. (3.16)

Величина h
(︀
𝑀, {c(𝑀)}

)︀
называется чебышевским радиусом r(𝑀) мно-

жества 𝑀.

Для заданного множества 𝑀, массива чисел 𝑃 и исходного массива
точек 𝑆 авторами реализована следующая схема.
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Алгоритм 1. 1. Строятся области доминирования𝐷(𝑖,𝑗)(𝑆, 𝑃 ) для всех
пар точек s𝑖, s𝑗 при 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑛.

2. Строятся обобщенные зоны Дирихле 𝐷(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) при 𝑖 = 1, 𝑛.

3. Строится новый массив точек ̂︀𝑆 = {̂︀s𝑖}𝑛𝑖=1 по формуле

̂︀s𝑖 = {︃ c
(︀
𝐷

(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 )

)︀
, 𝐷

(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) ̸= ∅,

s𝑖, 𝐷
(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ) = ∅,

𝑖 = 1, 𝑛. (3.17)

4. Вычисляются значения h(̂︀𝑆, 𝑆) и 𝑅𝑀 (̂︀𝑆, 𝑃 ).
Определение 5. Будем называть область Дирихле 𝐷(𝑖)

𝑀 (𝑆, 𝑃 ), 1 6
𝑖 6 𝑛 критической, если

h
(︁
𝐷

(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ), {s𝑖}

)︁
= 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) + Δ𝑟𝑖. (3.18)

Обозначим 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) множество всех номеров критических областей
Дирихле.

Теорема 1. Пусть 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) ̸= ∅. Тогда, если ∀𝑗 ∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) ̂︀s𝑗 ̸= s𝑗 ,
то

𝑅𝑀 (̂︀𝑆, 𝑃 ) < 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ). (3.19)

Доказательство. Из (3.15) следует, что

𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) = max
𝑖=1,𝑛

max
m∈𝐷(𝑖)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

𝜙(𝑖)(m). (3.20)

Из условий теоремы можно записать

∀𝑗 ∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) = max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

𝜙(𝑗)(m) (3.21)

и
∀𝑗 /∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) > max

m∈𝐷(𝑗)
𝑀 (𝑆,𝑃 )

𝜙(𝑗)(m). (3.22)

По построению массива ̂︀𝑆, согласно формуле (3.17), справедлива оценка

𝑅𝑀 (̂︀𝑆, 𝑃 ) 6 max
𝑖=1,𝑛

max
m∈𝐷(𝑖)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

̂︀𝜙(𝑖)(m), (3.23)

где ̂︀𝜙(𝑖)(x) , max{‖x− ̂︀s𝑖‖ −Δ𝑟𝑖, 0}, 𝑖 = 1, 𝑛. (3.24)

Из определения чебышевского центра следует

∀𝑗 /∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

̂︀𝜙(𝑗)(m) 6 max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

𝜙(𝑗)(m). (3.25)
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Поскольку чебышевский центр в евклидовом пространстве является
единственным [5], то ∀x ̸= c(𝑀) h(𝑀,x) > r(𝑀). Отсюда и из усло-
вий теоремы о том, что точки ̂︀s𝑗 и s𝑗 не совпадают при всех 𝑗 = 1, 𝑛,
вытекает

∀𝑗 ∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

̂︀𝜙(𝑗)(m) < max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

𝜙(𝑗)(m). (3.26)

Из (3.22) и (3.25) можно записать

∀𝑗 /∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

̂︀𝜙(𝑗)(m) < 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ). (3.27)

Из (3.21) и (3.26) следует

∀𝑗 ∈ 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) max
m∈𝐷(𝑗)

𝑀 (𝑆,𝑃 )

̂︀𝜙(𝑗)(m) < 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ). (3.28)

Неравенства (3.23), (3.27) и (3.28) означают выполнение (3.19).

Теорема 1 обосновывает эффективность применения алгоритма 1.

Замечание 1. Для того чтобы выполнялось условие 𝐼𝑀 (𝑆, 𝑃 ) ̸= ∅,
достаточно, чтобы 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ) > 0. Тогда найдется как минимум одна
обобщенная область Дирихле 𝐷(𝑖)

𝑀 (𝑆, 𝑃 ), такая, что h
(︀
𝐷

(𝑖)
𝑀 (𝑆, 𝑃 ), {s𝑖}

)︀
−

Δ𝑟𝑖 = 𝑅𝑀 (𝑆, 𝑃 ).

4. Примеры численного моделирования

Для моделирования построения оптимальных покрытий разработан
программный комплекс в среде MATLAB [15]. Первый этап его работы
включает построение начального положения 𝑆(0) центров кругов. Для
него используется комбинация регулярных решеток, например квадрат-
ной или гексагональной [7], и векторов со случайными координатами,
взятыми из компакта малого по сравнению с 𝑀 чебышевского ради-
уса, например квадрата или круга с центром в начале координат. По
возможности все пары точек стараются делать регулярными. Важным
нововведением в программном комплексе служит создание базы дан-
ных о найденных аппроксимациях оптимальных покрытий. Кроме того,
применяются численные методы, позволяющие найти такое движение
регулярной решетки Браве, которое минимизирует хаусдорфово откло-
нение кругов с центрами в ней от компакта𝑀 [10]. Массивы с координа-
тами центров элементов покрытия также применяются для генерации
новых множеств 𝑆(0). Вторым этапом служит построение новых масси-
вов точек по алгоритму 1 с целью уменьшения величины 𝑟. Множества
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𝐷
(𝑖,𝑗)
𝑀 (𝑆) вычисляются по формуле (3.15), а множества 𝐷(𝑖)(𝑆, 𝑃 ) — в

соответствии с равенствами (3.3), (3.4), (3.10), (3.12) и (3.13). Критерием
остановки работы программного комплекса служит то, что для новой
построенной сети ̂︀𝑆 и старой 𝑆 выполняется условие достаточной бли-
зости h(̂︀𝑆, 𝑆) 6 ℎ0, где ℎ0 > 0 выбирается в зависимости от геометрии
𝑀 и числа 𝑛. Косвенным показателем близости найденного покрытия к
оптимальному является его плотность 𝜎

(︀
Ξ(𝑆, 𝑃, 𝑟)

)︀
— отношение суммы

площадей всех кругов 𝑂(s𝑖, 𝑟+Δ𝑟𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛, к площади фигуры𝑀. Чем
ближе 𝜎

(︀
Ξ(𝑆, 𝑃, 𝑟)

)︀
к 1, тем ближе результат к наилучшему. В качестве

компактов 𝑀 авторы решили взять те же фигуры, что и в статье [4], т.
е. квадрат и треугольник.

Пример 1. Пусть задано множество

𝑀 =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : max{|𝑥|, |𝑦|} 6 1

}︀
, (4.1)

квадрат со сторонами длины 2. Требуется построить оптимальное по-
крытие Ξ8 квадрата 𝑀 при 𝑛 = 8 и массиве чисел 𝑃8 = {0.25, 0.25, 0.25,
0, 0, 0, 0, 0}.

Полученное с помощью многократного запуска программного ком-
плекса решение дает значение параметра 𝑟 = 0.3886. Координаты цен-
тров кругов

𝑆8 = {(0.5743,−0.0151), (−0.5577, 0.5393), (−0.6580,−0.4607),

(0.72, 0.7305), (0.0482,−0.8644), (0.1623, 0.7281),

(0.7062,−0.7456), (−0.009,−0.1126)}.

Покрытие компакта (4.1) показано на рис. 1. Плотность покрытия
𝜎(Ξ8) = 1.5542.

Пример 2. Требуется построить оптимальное покрытие Ξ12 квадрата
(4.1) при 𝑛 = 12 и массиве чисел 𝑃12 = {0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0}. Полученное решение дает значение параметра 𝑟 = 0.3133. Ко-
ординаты центров кругов:
𝑆12 = {(0.6187, 0.1019), (−0.5888,−0.693), (0.654,−0.6209), (−0.1393,
0.757), (−0.7639,0.0694), (−0.4777,0.4177), (0.5106,0.757), (0.8542, 0.7227),
(−0.7957,0.7625), (−0.0399,−0.2573), (0.0653,−0.8025), (−0.0438,0.1555)}.
Покрытие Ξ12 компакта (4.1) показано на рис. 2. Плотность покрытия
𝜎(Ξ12) = 1.5743.

Для сравнения укажем, что плотность покрытия квадрата из [4,
табл. 2] набором из 8 конгруэнтных кругов равна 1.7029; набором из
12 кругов — 1.7027.
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Рис. 1. Покрытие компакта (4.1) 8 кругами в примере 1

Рис. 2. Покрытие компакта (4.1) 12 кругами в примере 2

Пример 3. Пусть задано множество

𝑀2 =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : (𝑦 − |𝑥| 6 1)&(𝑦 > 0)

}︀
, (4.2)

равнобедренный прямоугольный треугольник с гипотенузой длины 2.
Требуется построить оптимальное покрытие Ξ9 треугольника 𝑀2 при
𝑛 = 9 и массиве чисел 𝑃9 = {0.15, 0.15, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}.
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Рис. 3. Покрытие компакта (4.2) 9 кругами в примере 3

Полученное решение дает значение параметра 𝑟 = 0.1988. Коорди-
наты центров кругов

𝑆9 = {(−0.0286, 0.6524), (−0.4057, 0.2763), (0.3232, 0.4823),

(−0.0704, 0.1566), (−0.8093, 0.0561), (0.6434, 0.3214),

(0.1745, 0.1566), (0.4498, 0.1271), (0.8013, 0.001)}.

Покрытие компакта (4.2) показано на рис. 3. Плотность покрытия
𝜎(Ξ9) = 1.6333.

Для сравнения укажем, что плотность покрытия треугольника из [4,
табл. 1] набором из 9 конгруэнтных кругов равна 1.8139. Можно ска-
зать, что полученные в примерах 1–3 значения плотности покрытия
несколько лучше, чем результаты для аналогичных фигур, которые
представлены в [4] в случае покрытия из равных кругов.

5. Заключение

Разработаны и численно реализованы алгоритмы построения опти-
мального покрытия плоской фигуры 𝑀 набором кругов, радиусы ко-
торых различаются на постоянные величины. Их основу составляют
методы разбиения множества 𝑀 на обобщенные зоны Дирихле путем
построения областей доминирования для всех пар точек. Для генера-
ции начального положения точек используются регулярные решетки.
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Важным новым элементом в программном комплексе стала разработка
базы данных по найденным им ранее аппроксимациям оптимальных
покрытий. Актуальность задачи о покрытии плоского множества набо-
ром кругов, именно набором кругов линейно различающихся радиусов,
а не, например, радиусов, отношения которых фиксированы, как в ра-
боте [6], обусловлена, прежде всего, тем, что некоторые датчики могут
настраиваться на разные режимы работы, при которых размеры зоны
их покрытия меняются с заданным шагом. Кроме того, подобные кон-
струкции возникают при раскрое материала [12], особенно при разрезке
металлических пластин на круговые формы.
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