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Введение

Проблема синтеза оптимальных систем является центральной в тео-
рии оптимального управления. Классическими подходами здесь явля-
ются принцип максимума Л. С. Понтрягина, который позволяет син-
тезировать оптимальные обратные связи в аналитической форме для
стационарных моделей невысокого порядка (в частности, в задачах ли-
нейного оптимального быстродействия для систем второго порядка),
и динамическое программирование, практическая реализация которого
сдерживается проклятием размерности.

Одним из современных подходов к решению проблемы синтеза яв-
ляется управление в режиме реального времени [1]. Основу подхода [1]
составляет алгоритм работы оптимального регулятора, который в каж-
дый момент времени решает задачу оптимального программного управ-
ления для текущей позиции процесса управления — текущих момента
времени и состояния (или его измерения) управляемого объекта. Зна-
чение оптимального программного управления этой задачи в текущий
момент времени есть значение оптимальной обратной связи на текущей
позиции. Оно подается на вход объекта управления до поступления
следующего измерения, остальные значения оптимальной программы
игнорируются. Накопленный нами опыт по реализации алгоритмов ра-
боты оптимальных регуляторов [1; 3; 4] позволяет утверждать, что в
процессе работы регулятор вырабатывает достаточно большой объем
данных, которые непосредственно в управлении не используются и ча-
ще всего отбрасываются. Накопление этих данных, с другой стороны,
можно попытаться использовать для обучения регуляторов.
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В настоящий момент применение искусственных нейронных сетей,
методов обучения на размеченных данных, обучения с подкреплением,
других методов машинного обучения при решении задач управления
является перспективным направлением в теории систем и процессов
управления [9; 10]. Цель настоящей работы — применить методы клас-
сификации данных (в частности, метода опорных векторов [2]) для
построения субоптимальной обратной связи в линейных задачах опти-
мального управления.

1. Линейные задачи оптимального управления

Пусть задан объект управления, математическая модель которого на
промежутке времени 𝑇 = [𝑡0, 𝑡𝑓 ] имеет вид

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (1.1)

Здесь 𝑥 = 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — состояние в момент времени 𝑡; 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ R
— значение скалярного управления; 𝐴(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇 , —
кусочно-непрерывные функции, 𝑥0 — известное начальное состояние.

Управления 𝑢 выбираются из класса дискретных управлений [1]:

𝑢(𝑡) ≡ 𝑢(𝑠), 𝑡 ∈ [𝑠, 𝑠+ ℎ[, 𝑠 ∈ 𝑇ℎ = {𝑡0, 𝑡0 + ℎ, . . . , 𝑡𝑓 − ℎ},

где ℎ = (𝑡0− 𝑡𝑓 )/𝑁 — период квантования, 𝑁 > 1 — натуральное число.
Для (1.1) в классе дискретных управлений будем исследовать две

задачи оптимального управления:

1) терминальную задачу

𝑐′𝑥(𝑡𝑓 ) → max, �̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (1.2)
𝑥(𝑡𝑓 ) ∈ 𝑋𝑓 , |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ 𝑇 ;

2) задачу минимизации полного импульса управления∫︁
𝑇
|𝑢(𝑡)| 𝑑𝑡→ min, �̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (1.3)

𝑥(𝑡𝑓 ) ∈ 𝑋𝑓 , |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ 𝑇,

где 𝑐 ∈ R𝑛; 𝑋𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐻𝑥 ≤ 𝑔}, 𝐻 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑔 ∈ R𝑚.
Задача (1.2) выбрана как простейшая для демонстрации предлагае-

мых идей. Такие задачи хорошо изучены в литературе с точки зрения
построения численных методов программного решения и реализации
алгоритмов работы оптимальных регуляторов, в которых учитывается
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структура оптимального программного управления [1;3]. Знание струк-
туры, как будет видно далее, важно для построения обучающей выбор-
ки и проведения классификации. Предлагаемый ниже подход можно
развить и на другие линейные и линейно-квадратичные задачи опти-
мального управления, для которых можно явно выделить структуру
решения, как, например, в [5; 6].

Понятия допустимого программного управления (программы) и оп-
тимального программного управления 𝑢0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , (оптимальной про-
граммы) для задач (1.2), (1.3) вводятся стандартно [1].

Оптимальную обратную связь (ООС) будем определять, как в [1],
в предположении, что состояния рассматриваемого объекта доступны
для измерения в дискретные моменты 𝜏 ∈ 𝑇ℎ. В соответствии с этим
погрузим задачу (1.2) в семейство задач

𝑐′𝑥(𝑡𝑓 ) → max, �̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑥(𝜏) = 𝑥𝜏 , (1.4)
𝑥(𝑡𝑓 ) ∈ 𝑋𝑓 , |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏) = [𝜏, 𝑡𝑓 ],

зависящее от позиции (𝜏, 𝑥𝜏 ), где 𝜏 ∈ 𝑇ℎ и 𝑥𝜏 ∈ R𝑛. Пусть 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥𝜏 ),
𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏), — оптимальная программа задачи (1.4) для позиции (𝜏, 𝑥𝜏 );
𝑋𝜏 — множество векторов 𝑥𝜏 ∈ R𝑛, для которых в момент 𝜏 существует
оптимальная программа.

Функция

𝑢0(𝜏, 𝑥) = 𝑢0(𝜏 |𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ, (1.5)

называется [1] ООС по состоянию.
Аналогично определяется ООС в задаче (1.3).
Построение ООС (1.5) в явном виде зачастую невозможно. Для пре-

одоления трудностей, связанных с построением ООС, в работах [1; 3; 4]
предложен и развит подход, получивший название управления в режи-
ме реального времени. При управлении в реальном времени строится
реализация ООС (1.5) в каждом процессе управления; именно с ней
будем сравнивать результаты предлагаемого в работе метода.

Далее будем строить субоптимальную обратную связь, применяя
метод опорных векторов [2], для классификации данных выборки

{𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}
𝑀𝜏
𝑖=1, (1.6)

где 𝑥𝑖𝜏 — состояние из 𝑋𝜏 ; 𝑦𝑖𝜏 — метка класса (номер некоторого под-
множества из 𝑋𝜏 ), которому принадлежит точка 𝑥𝑖𝜏 (см. разд. 3); 𝑀𝜏 —
объем выборки, 𝜏 ∈ 𝑇ℎ.

Для того чтобы каждой точке 𝑥𝑖𝜏 выборки присвоить метку 𝑦𝑖𝜏 , необ-
ходимо исследовать структуру позиционного решения задач (1.2), (1.3).
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2. Структурные свойства оптимальной обратной связи

Цель данного раздела — показать, что в задачах оптимального управ-
ления (1.2), (1.3) ООС (1.5) является нестационарной кусочно-аффинной.
Рассуждения проведем на примере задачи (1.2) и семейства (1.4); для
задачи (1.3) они аналогичны.

Покажем, что задача (1.2) может быть представлена как задача мно-
гопараметрического линейного программирования [8]. Зафиксируем 𝜏 ∈
𝑇ℎ. Задачу (1.4) для позиции (𝜏, 𝑥) в классе дискретных управлений
можно свести к функциональной форме (см., например, [1; 3]):∑︀

𝑠∈𝑇ℎ(𝜏) 𝑐(𝑠)𝑢(𝑠) → max,
∑︀

𝑠∈𝑇ℎ(𝜏) 𝑑(𝑠)𝑢(𝑠) ≤ 𝑔 − Φ(𝜏)𝑥, (2.1)

|𝑢(𝑠)| ≤ 1, 𝑠 ∈ 𝑇ℎ(𝜏),

где 𝑇ℎ(𝜏) = 𝑇 (𝜏) ∩ 𝑇ℎ, Φ(𝜏) = 𝐻𝐹 (𝑡𝑓 )𝐹
−1(𝜏),

𝑐(𝑠) =

∫︁ 𝑠+ℎ

𝑠
𝑐′𝐹 (𝑡𝑓 )𝐹

−1(𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡, 𝑑(𝑠) =

∫︁ 𝑠+ℎ

𝑠
𝐻𝐹 (𝑡𝑓 )𝐹

−1(𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡,

𝐹 (𝑡) ∈ R𝑛×𝑛 — фундаментальная матрица решений �̇� = 𝐴(𝑡)𝑥.
Опуская для простоты зависимость от 𝜏 , положим 𝑝 = |𝑇ℎ(𝜏)|, 𝐸𝑝 —

единичная 𝑝× 𝑝-матрица, 1𝑝 — 𝑝-вектор из единиц,

𝑧 = (𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏 + ℎ), . . . , 𝑢(𝑡𝑓 − ℎ))′ ∈ R𝑝,

𝑓 = − (𝑐(𝜏), . . . , 𝑐(𝑡𝑓 − ℎ))′ ∈ R𝑝, 𝐺1 = (𝑑(𝜏), . . . , 𝑑(𝑡𝑓 − ℎ)) ∈ R𝑚×𝑝,

𝐺 =

⎛⎝ 𝐺1

𝐸𝑝
−𝐸𝑝

⎞⎠ , 𝑊 =

⎛⎝ 𝑔
1𝑝

1𝑝

⎞⎠ , 𝑆 =

⎛⎝−Φ(𝜏)
0
0

⎞⎠ ,

и перепишем функциональную форму (2.1) в виде

𝐽0(𝑥) = min
𝑧
𝑓 ′𝑧, 𝐺𝑧 ≤𝑊 + 𝑆𝑥. (2.2)

Задача (2.2) — многопараметрическая задача линейного программи-
рования [8]. Здесь 𝑧 ∈ R𝑝 — переменная оптимизации, 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор
параметров. Множество параметров 𝑥 ∈ R𝑛, при которых задача (2.2)
допустима, обозначим через 𝐾* ⊂ R𝑛, кроме того, пусть

𝑍0(𝑥) = {𝑧 ∈ R𝑝 : 𝑓 ′𝑧 = 𝐽0(𝑥), 𝐺𝑧 ≤𝑊 + 𝑆𝑥}.

Если при всех 𝑥 ∈ 𝐾* имеет место 𝑍0(𝑥) = {𝑧0(𝑥)}, т. е. задача имеет
единственное решение, то 𝑧0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾*, называется функцией опти-
мального решения.

Приведем основные результаты теории многопараметрической опти-
мизации, цель которой — охарактеризовать решение задачи (2.2) при
всех значениях параметров из 𝐾*. Согласно [8]:
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Теорема 1. Пусть для каждого 𝑥 ∈ 𝐾* задача (2.2) имеет опти-
мальное решение 𝑧0(𝑥). Тогда 𝐾* — замкнутый многогранник в R𝑛.

Теорема 2. Функция 𝐽0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾*, является выпуклой и кусочно-
аффинной на 𝐾* (т. е. существует разбиение 𝐾* на многогранники
𝐾 𝑙, 𝑙 ∈ 𝐿, на каждом из которых 𝐽0 аффинная).

Если для каждого 𝑥 ∈ 𝐾* оптимальное решение 𝑧0(𝑥) единственно,
то функция 𝑧0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾*, является непрерывной и кусочно-аффинной.
В противном случае всегда можно определить непрерывную и кусочно-
аффинную функцию 𝑧0(𝑥) ∈ 𝑍0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾*.

Из теоремы 1 и того факта, что из допустимости задачи (1.4) следу-
ет существование в ней решения, заключаем, что для фиксированного
момента 𝜏 множество 𝑋𝜏 = 𝐾* является замкнутым многогранником.

Многогранники 𝐾 𝑙, о которых идет речь в теореме 2, называются
в [8] критическими областями. Разбиение 𝐾* на критические области
является единственным, а каждая область 𝐾 𝑙, 𝑙 ∈ 𝐿, определяется, со-
гласно [8], активными ограничениями на оптимальном решении задачи
(2.2), т. е. множеством 𝐽𝑎(𝑥) = {𝑗 : 𝐺𝑗𝑧

0(𝑥) = 𝑊𝑗 + 𝑆𝑗𝑥}, где 𝐺𝑗 , 𝑆𝑗
— 𝑗-я строка матрицы 𝐺, 𝑆 соответственно. Так, две точки 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐾*

принадлежат int𝐾 𝑙 в том и только в том случае, когда множества их
активных ограничений совпадают: 𝐽𝑎(𝑥′) = 𝐽𝑎(𝑥). Для точки 𝑥′′ ∈ 𝜕𝐾 𝑙

имеет место включение 𝐽𝑎(𝑥) ⊆ 𝐽𝑎(𝑥
′′).

Из теоремы 2 следует, что если для любого 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 оптимальная
программа 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥), 𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏), в задаче (1.4) единственна, то 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥),
𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏), — непрерывная и кусочно-аффинная функция аргумента 𝑥.
Тогда при фиксированном 𝜏 функция 𝑢0(𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , которая согласно
(1.5) определяется как первое значение оптимальной программы, яв-
ляется кусочно-аффинной функцией 𝑥. Если оптимальная программа
не единственная, то функцию 𝑢0(𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , можно определить как
непрерывную и кусочно-аффинную.

Таким образом, установили, что в задаче оптимального управления
(1.2) ООС 𝑢0(𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ, является нестационарной кусочно-
аффинной. Для ее построения необходимо найти многогранные крити-
ческие области:

𝐾 𝑙
𝜏 = {𝑥 ∈ 𝑋𝜏 : 𝐻 𝑙

𝜏𝑥 ≤ 𝑔𝑙𝜏}, 𝑙 ∈ 𝐿𝜏 , (2.3)

и для каждой области указать аффинный закон ООС:

𝑢0(𝜏, 𝑥) = (𝑘𝑙𝜏 )
′𝑥+ 𝑎𝑙𝜏 , 𝑥 ∈ 𝐾 𝑙

𝜏 , 𝑙 ∈ 𝐿𝜏 , (2.4)

где 𝐻 𝑙
𝜏 ∈ R𝑚

𝑙
𝜏×𝑛, 𝑔𝑙𝜏 ∈ R𝑚

𝑙
𝜏 , 𝑘𝑙𝜏 ∈ R𝑛, 𝑎𝑙𝜏 ∈ R.

В [8] разработаны методы решения многопараметрических задач,
которые также применимы к построению ООС в виде (2.4), однако на
практике их применение ограничено задачами, в которых 𝑛 ·𝑁 ≤ 30.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2023. Т. 46. С. 19–34



СИНТЕЗ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ МЕТОДОМ ОПОРНЫХ ВЕКТОРОВ 25

В заключение раздела обсудим структуру оптимальных программ
задач (1.2), (1.3); эта же структура присуща и задачам семейств, в
которые погружаются задачи при определении ООС. Структуру опти-
мальной программы можно использовать для определения критических
областей вместо активных ограничений в том случае, когда для ре-
шения задач оптимального управления не используется их сведение к
задаче линейного программирования вида (2.2), а применяются специ-
ально разработанные методы решения, как, например, в работах [1; 3].

Рассмотрим задачу (1.2). Обобщая результаты работ [1;3], легко уста-
новить, что оптимальное программное управление 𝑢0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , полно-
стью описывается следующими элементами:

1) множество опорных точек переключения управления 𝑇оп = {𝑠 ∈
𝑇ℎ : |𝑢0(𝑠)| < 1}; и значения управления в них;

2) множество неопорных точек переключения 𝑇н0 = {𝑠 ∈ 𝑇ℎ :
𝑢0(𝑠− ℎ)𝑢0(𝑠) < 0};

3) 𝛾 = 𝑢0(𝑡0), если 𝑡0 /∈ 𝑇оп, 𝛾 = 𝑢0(𝑡0 + ℎ), если 𝑡0 ∈ 𝑇оп.
Если обозначить 𝑇 0 = 𝑇оп ∪𝑇н0 ∪{𝑡0, 𝑡𝑓} = {𝑠𝑘, 𝑘 = 1, 𝑘* + 1} и далее

𝑇𝑘 = {𝑠𝑘, 𝑠𝑘+ℎ, . . . , 𝑠𝑘+1−ℎ} при 𝑡𝑘 /∈ 𝑇оп, 𝑇𝑘 = {𝑠𝑘+ℎ, 𝑠𝑘+2ℎ, . . . , 𝑠𝑘+1−
ℎ} при 𝑡𝑘 ∈ 𝑇оп, то оптимальное программное управление для всех 𝑠 ̸∈
𝑇оп однозначно восстанавливается по правилу 𝑢0(𝑠) = (−1)𝑘𝛾, 𝑠 ∈ 𝑇𝑘,
𝑘 = 0, 𝑘*. Таким образом, оптимальная программа принимает значения
±1 во всех точках, за исключением конечного числа точек из 𝑇оп.

Дополним элементы 1)–3) множеством активных терминальных огра-
ничений 𝐼𝑎 = {𝑖 : 𝐻𝑖𝑥

0(𝑡𝑓 ) = 𝑔𝑖}, где 𝑥0(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , — траектория систе-
мы (1.1), соответствующая оптимальной программе, 𝐻𝑖 — 𝑖-я строка
матрицы 𝐻. Тогда совокупность {𝐼𝑎, 𝑇оп, 𝑇н0, 𝛾} однозначно определяет
активные ограничения задачи (2.2).

Для оптимального программного управления 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥), 𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏),
задачи (1.4) все указанные элементы также зависят от позиции (𝜏, 𝑥).
Совокупность 𝑆(𝜏, 𝑥) = {𝐼𝑎(𝜏, 𝑥), 𝑇оп(𝜏, 𝑥), 𝑇н0(𝜏, 𝑥), 𝛾(𝜏, 𝑥)} будем на-
зывать структурой программного решения задачи (1.4). Теперь точки
𝑥, 𝑥′ ∈ int𝐾 𝑙

𝜏 имеют одинаковую структуру: 𝑆(𝜏, 𝑥) = 𝑆(𝜏, 𝑥′). Для точ-
ки 𝑥′′ ∈ 𝜕𝐾 𝑙

𝜏 имеет место включение 𝐼𝑎(𝜏, 𝑥) ⊆ 𝐼𝑎(𝜏, 𝑥
′′),
⋃︀
𝑘 𝑇𝑘(𝜏, 𝑥) ⊆⋃︀

𝑘 𝑇𝑘(𝜏, 𝑥
′′), 𝛾(𝜏, 𝑥) = 𝛾(𝜏, 𝑥′′).

3. Субоптимальная обратная связь

Перейдем к основному результату работы — методу построения суб-
оптимальной обратной связи на основе данных.

Сначала опишем процесс получения выборки {𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}
𝑀𝜏
𝑖=1, см. (1.6).

Начнем с выбора точек 𝑥𝑖𝜏 ∈ 𝑋𝜏 , 𝑖 = 1,𝑀𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ. Можно предло-
жить ряд подходов:
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1. В простейшем случае точки могут быть выбраны случайно или
как узлы некоторой равномерной сетки, покрывающей множество 𝑋𝜏 .

2. Используя принцип оптимальности, согласно которому если
𝑢0(𝑡|𝑡0, 𝑥0), 𝑡 ∈ 𝑇 , — оптимальная программа, 𝑥0(𝑡|𝑡0, 𝑥0), 𝑡 ∈ 𝑇 , — соот-
ветствующая траектория системы (1.1), то 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥0(𝜏 |𝑡0, 𝑥0)), 𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏),
— оптимальная программа для позиции (𝜏, 𝑥0(𝜏 |𝑡0, 𝑥0)), можно найти
программное решение задачи (1.2) для каждого начального состояния
𝑥(0) = 𝑥𝑖0, 𝑖 = 1,𝑀𝑡0 , и положить 𝑥𝑖𝜏 := 𝑥0(𝜏 |𝑡0, 𝑥𝑖0).

3. Еще один возможный подход — формировать данные на основе
результатов управления в реальном времени [1; 3] в ряде конкретных
процессов управления динамическим объектом.

Далее для всех позиций (𝜏, 𝑥𝑖𝜏 ), 𝑖 = 1,𝑀𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ, решается задача
(1.4). Если оптимальная программа 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥𝑖𝜏 ), 𝑡 ∈ 𝑇 (𝜏), имеет ту же
структуру, что и программное решение для некоторой другой точки
𝑥𝑗𝜏 , то эти две точки принадлежат одной критической области в 𝑋𝜏 и
точке 𝑥𝑖𝜏 присваивается та же метка, что и у точки 𝑥𝑗𝜏 : 𝑦𝑖𝜏 := 𝑦𝑗𝜏 . Иначе
заводится новая уникальная метка 𝑦𝑖𝜏 . Будем считать, что после реше-
ния задач (1.4) для всех точек 𝑥𝑖𝜏 , 𝑖 = 1,𝑀𝜏 , метки пронумерованы от 1
до 𝐿𝜏 , т. е. 𝑦𝑖𝜏 ∈ {1, . . . , 𝐿𝜏}. Таким образом, будет построена требуемая
выборка вида (1.6).

В процессе построения выборки (1.6) будем также запоминать первое
значение оптимальной программы: 𝑢𝑖𝜏 := 𝑢0(𝜏 |𝜏, 𝑥𝑖𝜏 ). Таким образом,
наряду с (1.6) будет построена выборка

{𝑥𝑖𝜏 , 𝑢𝑖𝜏}
𝑀𝜏
𝑖=1. (3.1)

Точки 𝑥𝑖𝜏 , 𝑥𝑖
′
𝜏 , имеющие одинаковую метку (для определенности бу-

дем считать, что 𝑦𝑖𝜏 = 𝑦𝑖
′
𝜏 = 𝑙), принадлежат одной критической области

𝐾 𝑙
𝜏 и одному классу 𝑙. Множество индексов точек, принадлежащих

классу 𝑙 для момента времени 𝜏 , будем обозначать 𝐼𝜏 (𝑙) = {𝑖 : 𝑦𝑖𝜏 = 𝑙}.
Не ограничивая общности, будем предполагать, что каждый класс

содержит не менее 𝑛+ 1 точки.
Поскольку все критические области являются выпуклыми много-

гранниками, существует разделяющая гиперплоскость Γ = {𝑥 ∈ R𝑛 :
𝜔′𝑥+ 𝑏 = 0}, 𝜔 ̸= 0, такая что 𝜔′𝑥𝑖𝜏 + 𝑏 ≤ 0 при 𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑙), и 𝜔′𝑥𝑖𝜏 + 𝑏 ≥ 0
при 𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑗), 𝑗 ̸= 𝑙. В терминах классификации говорят, что любые два
класса 𝑙, 𝑗 из выборки (1.6) линейно разделимы [2].

Дальнейшая цель — построить для каждого класса 𝑙 набор гипер-
плоскостей, разделяющих классы 𝑙 и 𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), где 𝐶𝜏 (𝑙)— совокупность
номеров классов, соседних с 𝑙. Выделение соседних классов — отдель-
ная задача, которая в рамках настоящей работы не исследуется. При
практической реализации в работе строилась окрестность точек класса
𝑙 и включение в 𝐶𝜏 (𝑙) номеров классов точек, попавших в окрестность.

Известия Иркутского государственного университета.
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Для построения разделяющих гиперплоскостей будем использовать
один популярный метод линейной бинарной классификации — метод
опорных векторов, краткие сведения о котором приводятся ниже.

В задаче линейной бинарной классификации требуется по обуча-
ющей выборке {𝑥𝑖, 𝑦𝑖}𝑀𝑖=1, состоящей из пар 𝑥𝑖 ∈ R𝑛, 𝑦𝑖 = {−1, 1},
построить решающую функцию (классификатор) 𝜙 : R𝑛 → {−1, 1},
которая ставит в соответствие новому объекту 𝑥 ∈ R𝑛 метку его класса.

Метод опорных векторов [2] относится к семейству линейных клас-
сификаторов: правило, классифицирующее объект 𝑥, имеет вид

𝑦(𝑥) =

{︂
+1, если 𝜙(𝑥) ≥ 0,
−1, если 𝜙(𝑥) < 0

и строится по линейной функции 𝜙(𝑥) = 𝜔′𝑥 + 𝑏 с искомыми 𝜔 ∈ R𝑛 и
𝑏 ∈ R. Ставится задача о нахождении «максимальной полосы» между
двумя гиперплоскостями Γ1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜔′𝑥 + 𝑏 = 1} и Γ−1 = {𝑥 ∈
R𝑛 : 𝜔′𝑥 + 𝑏 = −1}, такой, что все точки первого класса находятся по
одну сторону этой полосы, а все точки второго класса — по другую.
Расстояние между гиперплоскостями Γ1 и Γ−1 (зазор между классами)
равно 2/||𝜔||. Тогда задача нахождения параметров 𝜔, 𝑏 принимает вид

min
𝜔,𝑏

||𝜔||2, 𝑍𝜔 + 𝑦𝑏 ≥ 1𝑀 , (3.2)

где 𝑍 =
(︀
𝑦𝑖𝑥𝑖, 𝑖 = 1,𝑀

)︀′, 𝑦 = (𝑦𝑖, 𝑖 = 1,𝑀)′, и является задачей квадра-
тичного программирования.

Будем применять метод опорных векторов для многоклассовой клас-
сификации данных (1.6) и построения аппроксимаций �̃� 𝑙

𝜏 многогранни-
ков 𝐾 𝑙

𝜏 , 𝑙 = 0, 𝐿𝜏 , из (2.3). Аппроксимация �̃� 𝑙
𝜏 также будет многогран-

ником, его грани определяют гиперплоскости, разделяющие класс 𝑙 и
все соседние классы 𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙).

Для построения гиперплоскости 𝜔′𝑙,𝑗𝑥+𝑏𝑙,𝑗 = 0, разделяющей классы
𝑙 и 𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙) при 𝜏 ∈ 𝑇ℎ, методом опорных векторов необходимо:

1) построить новую выборку {𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}𝑖∈𝐼𝜏 (𝑙)∪𝐼𝜏 (𝑗), где 𝑦𝑖𝜏 = −1, 𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑙),
𝑦𝑖𝜏 = 1, 𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑗), т. е. классу 𝑙 присвоить метку −1, классу 𝑗 — метку 1;

2) для выборки {𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}𝑖∈𝐼𝜏 (𝑙)∪𝐼𝜏 (𝑗) сформировать и решить задачу
(3.2); обозначить ее решение 𝜔𝑙,𝑗 , 𝑏𝑙,𝑗 .

Точки класса 𝑙 тогда удовлетворяют неравенству 𝜔′𝑙,𝑗𝑥 ≤ −𝑏𝑙,𝑗 , а точ-
ки класса 𝑗 — неравенству −𝜔′𝑙,𝑗𝑥 ≤ 𝑏𝑙,𝑗 . Отсюда следует, что процедуру
классификации достаточно провести для всех 𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), 𝑗 > 𝑙, чтобы
получить аппроксимацию критической области 𝐾 𝑙

𝜏 в виде

�̃� 𝑙
𝜏 = {𝑥 ∈ R𝑛 : �̃� 𝑙

𝜏𝑥 ≤ 𝑔𝑙𝜏}, (3.3)
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�̃� 𝑙
𝜏 =

⎛⎜⎜⎝
−𝜔′𝑗,𝑙

𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), 𝑗 < 𝑙
𝜔′𝑙,𝑗

𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), 𝑗 > 𝑙

⎞⎟⎟⎠ , 𝑔𝑙 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏𝑗,𝑙

𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), 𝑗 < 𝑙
−𝑏𝑙,𝑗

𝑗 ∈ 𝐶𝜏 (𝑙), 𝑗 > 𝑙

⎞⎟⎟⎠ .

Отметим, что в построенной аппроксимации (3.3) могут содержаться
зависимые неравенства. Далее предполагается, что все такие неравен-
ства удалены и система �̃� 𝑙

𝜏𝑥 ≤ 𝑔𝑙𝜏 является несократимой [7].
В многограннике �̃� 𝑙 осталось определить аппроксимацию парамет-

ров обратной связи (2.4). Для этого используем выборку (3.1):
1. Если значения обратной связи для всех точек класса 𝑙 одинаковы,

т. е. 𝑢𝑖𝜏 = 𝑢𝑙𝜏 для всех 𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑙), то положим: 𝑘𝑙𝜏 = 0, �̃�𝑙𝜏 = 𝑢𝑙𝜏 . Как
правило, 𝑢𝑙𝜏 ∈ {−1, 1} в задаче (1.2) и 𝑢𝑙𝜏 ∈ {−1, 0, 1} в задаче (1.3).

2. В противном случае найдем 𝑘𝑙𝜏 , �̃�𝑙𝜏 согласно(︂
𝑘𝑙𝜏
�̃�𝑙𝜏

)︂
= 𝑋†𝑈, 𝑋 =

(︂
(𝑥𝑖𝜏 )

′ 1
𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑙)

)︂
, 𝑈 =

(︂
𝑢𝑖𝜏

𝑖 ∈ 𝐼𝜏 (𝑙)

)︂
, (3.4)

где 𝑋† — псевдообратная матрица.
Наконец, определим субоптимальную обратную связь

�̃�0(𝜏, 𝑥) = sat
{︀
(𝑘𝑙𝜏 )

′𝑥+ �̃�𝑙𝜏
}︀
, 𝑥 ∈ �̃� 𝑙

𝜏 , 𝑙 ∈ 𝐿𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ.

Здесь используется функция насыщения sat для предотвращения нару-
шения ограничений |�̃�0(𝜏, 𝑥)| ≤ 1.

Аппроксимирующие многогранники по построению не пересекаются,
т. е.

⋂︀𝐿𝜏
𝑙=1 �̃�

𝑙
𝜏 = ∅, однако возможна ситуация, когда 𝑋𝜏 ̸=

⋃︀𝐿𝜏
𝑙=0 �̃�

𝑙
𝜏 . Для

𝑥 ̸∈
⋃︀𝐿𝜏
𝑙=0 �̃�

𝑙
𝜏 необходимо доопределить обратную связь. Это можно сде-

лать используя простейшие методы классификации, например, методы
𝑘-ближайших соседей или 𝑘-средних.

Оценим точность аппроксимации в момент 𝜏 ∈ 𝑇ℎ величинами

𝜀𝜏 = max
𝑗∈𝐶𝜏 (𝑙), 𝑙∈𝐿𝜏

2/||𝜔𝑙,𝑗 ||,

𝜉𝜏 = max

{︃⃒⃒
1− max

𝑥∈�̃�𝑙
𝜏 ,𝑙∈𝐿𝜏

{︀
(𝑘𝑙𝜏 )

′𝑥+ �̃�𝑙𝜏
}︀⃒⃒
,
⃒⃒
1 + min

𝑥∈�̃�𝑙
𝜏 ,𝑙∈𝐿𝜏

{︀
(𝑘𝑙𝜏 )

′𝑥+ �̃�𝑙𝜏
}︀⃒⃒}︃

,

первая из которых оценивает аппроксимацию (3.3), вторая — аппрок-
симацию многогранника, в котором значение управления не является
постоянным. Если полученная точность неудовлетворительна, следу-
ет провести новую классификацию, дополнив выборку (1.6) точками,
находящимися внутри зазора.
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4. Примеры

Предложенный метод построения субоптимальной обратной связи
продемонстрируем на задаче (1.3) для системы

�̇�1 = 𝑥2, �̇�2 = −𝑥1 + 𝑢, 𝑥1(0) = 𝑥10, 𝑥2(0) = 𝑥20, 𝑡 ∈ [0, 10].

Выберем 𝑋𝑓 = {0}. Для наглядности возьмем 𝑁 = 10, ℎ = 1.
В табл. 1 представлены результаты работы предложенного метода:

количество точек 𝑀𝜏 , количестве классов 𝐿𝜏 , точности аппроксимации
𝜀𝜏 , 𝜉𝜏 , время классификации при 𝜏 = 0, 8. При 𝜏 = 9 множество 𝑋𝜏 —
отрезок, на концах которого связь принимает граничные значения ±1,
поэтому классификация не имеет смысла.

Таблица 1

𝜏 0 1 2 3 4 5 6 7 8
𝑀𝜏 4455 3898 3578 3743 2042 1832 1546 1448 1207
𝐿𝜏 180 144 112 84 60 40 24 12 4
𝜀𝜏 0,0996 0,0999 0,0992 0,0995 0,0990 0,0995 0,0990 0,0937 0,0141
𝜉𝜏 0,0474 0,0457 0,0486 0,0480 0,0481 0,0431 0,0267 0,0363 0,0096

время 2,51 2,28 2,16 2,84 1,33 1,72 1,49 2,00 1,07

На рис. 1 изображены результаты классификации и аппроксимации
критических областей для моментов времени 𝜏 = 0, 2, 4, 7.

Качество субоптимальной обратной связи сравнивалось с реализа-
циями оптимального управления в реальном времени в 5000 процессах
с возмущениями, абсолютные значения которых не превосходили зна-
чения 0, 05. Из них в 455 процессах реализация субоптимальной обрат-
ной связи оказалась хуже, со средней (по этим процессам) абсолютной
и относительной ошибками, равными 0, 01636 и 7, 019 · 10−3 соответ-
ственно. В 85 процессах ошибки реализации субоптимальной обратной
связи привели к тому, что в момент времени 𝜏 = 9 состояние системы
оказалось вне области 𝑋𝜏 и процессы были остановлены.

На рис. 2 приведены реализации оптимальной (штриховая линия) и
субоптимальной (сплошная линия) обратной связи и соответствующие
им траектории на фазовой плоскости для двух наихудших процессов.
Эти процессы стартуют из начальных состояний: 1) 𝑥 = (2, 0117;−3, 9598)
(рис. 2 а); 2) 𝑥 = (2, 0449; 0, 9468) (рис. 2 б). Оптимальное значение
критерия качества под действием реализации оптимальной обратной
связи в первом процессе оказалось равным 5,085477, субоптимальной —
5,463843; во втором — 2,530611 и 2,737346 соответственно.

Теперь рассмотрим задачу при 𝑁 = 50, ℎ = 0, 2. Начальная выборка
в момент времени 𝜏 = 0 состояла из 13 978 точек 𝑥𝑖0 ∈ 𝑋0, 𝜀0 = 0, 1,
количество классов 𝐿0 = 4377, из которых в 186 классах субопти-
мальная обратная связь задается правилом (3.4). На рис. 3 a приведены



30 Н.М.ДМИТРУК, М.А. ГОТОВЕЦ

результаты классификации для момента 𝜏 = 0. На рис. 3 б изображена
допустимая область 𝑋0, в которой и выделены только те аппроксима-
ции критических областей, в которых субоптимальная обратная связь
определена по формуле (3.4).
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Рис. 1. Результаты классификации для моментов времени 𝜏 = 0, 2, 4, 7

На рис. 4 а представлены результаты, характеризующие выборку для
других значений 𝜏 ∈ 𝑇ℎ. Отметим, что в момент 𝜏 = 4, 6 объем началь-
ной выборки был уменьшен до 4 000.

Из 5000 процессов, в которых качество субоптимальной обратной
связи сравнивалось с реализациями ООС, более чем в половине (2647
процессов) реализация субоптимальной обратной связи оказалась хуже,
со средней (по этим процессам) абсолютной и относительной ошибками,
равными 0, 071288 и 7, 908 · 10−3 соответственно. В 169 процессах ошиб-
ки реализации субоптимальной обратной связи привели к тому, что в
некоторый момент времени состояние системы оказалось вне области
𝑋𝜏 и процессы были остановлены.
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Рис. 2. Результаты применения оптимальной и субоптимальной обратной связи
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Рис. 3. Результаты классификации для 𝜏 = 0, 𝑁 = 50, ℎ = 0, 2

На рис. 4 б приведены результаты одного из проведенных экспери-
ментов — реализации оптимальной (штриховая линия) и субоптималь-
ной (сплошная линия) обратной связи при начальном условии 𝑥0 =
(3, 929688; 2, 785551). Значение критерия качества на реализации опти-
мальной обратной связи оказалось равным 27,784158, на реализации
субоптимальной — 28,62901. На построение значений реализации суб-
оптимальной обратной связи в рассматриваемом процессе требовалось
в среднем 31 мс.
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Рис. 4. Результаты применения оптимальной и субоптимальной обратной связи

5. Заключение

В работе рассмотрены две задачи оптимального управления непре-
рывной линейной нестационарной системой с терминальными ограни-
чениями на состояния и ограниченными дискретными управлениями.
Предложен метод построения субоптимальной обратной связи по со-
стоянию, основанный на методе опорных векторов, применяющемся в
анализе данных для классификации данных. В частности, установлено,
что в рассматриваемых задачах оптимальная обратная связь является
кусочно-аффинной, что позволяет применять метод опорных векторов
для линейно разделимых выборок данных и эффективно строить ап-
проксимацию областей, в которых обратная связь является аффинной.
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