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Аннотация. В классе гладких управляющих воздействий исследуется задача опти-
мального управления системой полулинейных гиперболических уравнений первого
порядка. Рассматривается случай, когда функциональный параметр, входящий в
правую часть системы, определяется из управляемой системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с постоянным запаздыванием по состоянию. Управля-
ющие воздействия стеснены поточечными (амплитудными) ограничениями. Задачи
такого вида возникают при моделировании ряда процессов динамики популяций,
взаимодействия потоков жидкости и газа с твердыми телами и т. п. Для такого рода
задач неприменимы методы оптимального управления, основанные на использова-
нии принципа максимума Л. С. Понтрягина, его следствий и модификаций. Предла-
гаемый подход основан на применении специальной вариации управления, которая
обеспечивает гладкость варьируемых управлений и выполнение ограничений. Полу-
чено необходимое условие оптимальности. Предложена основанная на этом условии
схема метода улучшения допустимого управления, обоснована сходимость метода.
Приведен иллюстративный пример.
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Abstract. In the class of smooth control functions, an optimal control problem of first-
order semilinear hyperbolic equations is investigated. We consider the case when the
functional parameter in the right side of the hyperbolic system is determined from the
controlled system of ordinary differential equations with constant state delay. Control
functions are restricted by pointwise (amplitude) constraints. Problems of this kind
arise when modeling a number of processes of population dynamics, interaction of a
fluid (liquid or gas) with solids, etc. Optimal control methods based on the use of the
Pontryagin maximum principle, its consequences and modifications are not applicable
for such problems. The proposed approach is based on a special control variation,
which ensures the smoothness of variable controls and the fulfillment of restrictions.
The necessary optimality condition is proved. A scheme of a method for improving
permissible control based on this condition is proposed, the convergence of the method
is justified. An illustrative example is given.
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1. Введение

В статье рассматривается задача оптимального управления каскад-
ной системой, состоящей из гиперболических и обыкновенных диф-
ференциальных уравнений при наличии эффекта запаздывания. Ком-
позиции взаимосвязанных гиперболических и обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений используются при моделировании целого ряда
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процессов динамики популяций [1;2], взаимодействия потоков жидкости
и газа с твердыми телами или гибкими мембранами [15], химической
ректификации [4–6], динамики плазмы [13], динамики кровотока [14]
и др. Например, в моделях, описывающих динамику двух взаимодей-
ствующих популяций «растительноядный консумент – растения» [1,
c. 218–219], для популяции растительноядных животных важно распре-
деление по возрасту. Структура этой популяции описывается интегро-
дифференциальным уравнением с гиперболическим дифференциаль-
ным оператором в левой части. В качестве независимых переменных вы-
ступают время, в течение которого рассматривается процесс, и возраст
особей. Для моделирования же динамики популяции растения возраст
часто не имеет существенного значения, а поэтому можно ограничиться
классическим обыкновенным дифференциальным уравнением.

В настоящей статье исследуется комбинация полулинейной гипер-
болической системы первого порядка и обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Функциональный параметр в правой части систе-
мы полулинейных гиперболических уравнений первого порядка опре-
деляется из управляемой системы обыкновенных дифференциальных
уравнений с постоянным запаздыванием по состоянию. Рассматрива-
ются сосредоточенные управления, выбираемые из класса непрерывно
дифференцируемых функций.

Интерес к такому достаточно необычному в задачах оптимизации
классу управляющих воздействий вызван несколькими причинами.

Во-первых, некоторые обратные задачи математической физики мо-
гут быть интерпретированы как задачи оптимального управления с
квадратичным функционалом качества. По смыслу задачи определя-
емые функциональные параметры в ряде случаев являются гладкими.

Во-вторых, гладкость управляющих параметров часто позволяет ис-
пользовать классические или «почти» классические понятия решений
уравнений с частными производными. Заметим, что до сих пор суще-
ствует обычно маскируемое некоторыми авторами противоречие между
неизбежным переходом к обобщенным решениям уравнений с частны-
ми производными в случае разрывных управлений и численной реа-
лизацией, основанной на разностных схемах, которые аппроксимируют
несуществующие в классическом смысле частные производные.

В-третьих, в случае гладких управлений практически неприменим
математический аппарат, использующий принцип максимума Л. С. Пон-
трягина и целый ряд градиентных методов.

Наконец, эффект запаздывания весьма актуален для ряда моделей,
в которых неизбежен определенный зазор по времени между действием
сосредоточенного управления и реакцией на управляющее воздействие
распределенного по времени и пространству состояния.

Для исследования поставленной задачи удалось эффективно исполь-
зовать методику [3], основанную на применении неклассического вари-
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анта вариации управления. Л. Е. Забелло применял комбинацию ва-
риации подобного вида с игольчатым варьированием для вывода усло-
вия оптимальности типа принципа максимума в задачах оптимального
управления обыкновенными дифференциальными уравнениями с за-
паздыванием [7;8]. Данную вариацию можно рассматривать и как част-
ный вид вариаций сдвига, использованных С. Ф. Морозовым и В. И.
Суминым [9;10] в классе разрывных управлений. Применяемый в статье
подход позволяет работать в классе гладких управляющих воздействий
с автоматическим выполнением ограничений на управления поточеч-
ного вида. В настоящей статье применение методики авторов привело
к достаточно прогнозируемому результату в виде условия оптималь-
ности и методу улучшения гладких управлений. Основная сложность,
по сравнению с [3], заключается в использовании несколько громозд-
кого математического аппарата для получения формулы приращения
целевого функционала и оценки приращения состояния через параметр,
характеризующий малость вариации при наличии эффекта запаздыва-
ния.

В конце статьи приведены результаты численного решения иллю-
стративного примера в системе MATLAB.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему полулинейных гиперболических уравнений пер-
вого порядка

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+𝐴(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑠, 𝑡), (2.1)

(𝑠, 𝑡) ∈ Π, Π = 𝑆 × 𝑇, 𝑆 = [𝑠0, 𝑠1], 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1].

Здесь 𝑥(𝑠, 𝑡) — 𝑛-мерная вектор-функция, 𝐴(𝑠, 𝑡) — 𝑛 × 𝑛 — матрица,
𝑦(𝑡) — 𝑚-мерная вектор-функция.

Предполагаем, что система (2.1) записана в инвариантном виде [12,
c. 25–29], т. е. матрица 𝐴(𝑠, 𝑡) — диагональная. Дополнительно вве-
дем предположение, что диагональные элементы 𝑎𝑖(𝑠, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,
матрицы коэффициентов знакопостоянны в Π:

𝑎𝑖(𝑠, 𝑡) > 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚1;

𝑎𝑖(𝑠, 𝑡) = 0, 𝑖 = 𝑚1 + 1,𝑚1 + 2, . . . ,𝑚2;

𝑎𝑖(𝑠, 𝑡) < 0, 𝑖 = 𝑚2 + 1,𝑚2 + 2, . . . , 𝑛.

Составим две диагональные подматрицы: 𝐴+(𝑠, 𝑡) размера 𝑚1 × 𝑚1 и
𝐴−(𝑠, 𝑡) размера (𝑛−𝑚2)×(𝑛−𝑚2) из положительных и отрицательных
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диагональных элементов матрицы 𝐴 соответственно. Из вектора состо-
яния 𝑥 выделим два подвектора, соответствующих положительным и
отрицательным диагональным элементам матрицы 𝐴:

𝑥+ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚1), 𝑥− = (𝑥𝑚2+1, 𝑥𝑚2+2, . . . , 𝑥𝑛).

Начально-краевые условия для системы (2.1) зададим в следующем
виде:

𝑥(𝑠, 𝑡0) = 𝑥0(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑆; 𝑥+(𝑠0, 𝑡) = 𝜂(𝑡), 𝑥−(𝑠1, 𝑡) = 𝜇(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇. (2.2)

Функция 𝑦(𝑡) определяется из управляемой системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянным запаздыванием по состо-
янию

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 𝛼), 𝑢(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇,

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝛼, 𝑡0], 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, (2.3)

где 𝑦0(𝑡) — заданная функция.
Задача рассматривается в классе гладких управляющих воздействий:

управление 𝑢(𝑡) непрерывно дифференцируемо на отрезке 𝑇 и удовле-
творяет поточечным ограничениям типа включения

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇, (2.4)

где 𝑈 — компакт из 𝐸𝑟.
Целью задачи оптимального управления является минимизация функ-

ционала

𝐽(𝑢) =

∫︁
𝑆

𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁
Π

∫︁
𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡, (2.5)

определенного на решениях задачи (2.1)–(2.3) при допустимых управ-
лениях, удовлетворяющих условию (2.4).

Задача оптимального управления (2.1)–(2.5) рассматривается при
следующих предположениях:

1) диагональные элементы 𝑎𝑖(𝑠, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, матрицы 𝐴 непре-
рывно дифференцируемы в прямоугольнике Π;

2) вектор-функции 𝜂(𝑡), 𝜇(𝑡) и 𝑥0(𝑠) непрерывны соответственно на
𝑇 и 𝑆, а вектор-функция 𝑦0(𝑡) непрерывна на [𝑡0 − 𝛼, 𝑡0];

3) выполнены условия согласования:

𝜂(𝑡0) = (𝑥0(𝑠0))
+, 𝜇(𝑡0) = (𝑥0(𝑠1))

−;

4) вектор-функция 𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) непрерывна по совокупности своих ар-
гументов и имеет непрерывные и ограниченные частные производные
по 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸𝑚 и 𝑢 ∈ 𝑈 ; здесь мы ввели обозначение 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 𝛼),
которое неоднократно потребуется дальше;
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5) вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) непрерывна по совокупности своих ар-
гументов и имеет непрерывные и ограниченные частные производные
по 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 и 𝑦 ∈ 𝐸𝑚;

6) скалярные функции 𝜙(𝑥, 𝑠), 𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡) непрерывны по совокупно-
сти своих аргументов и имеют непрерывные и ограниченные частные
производные по 𝑥 ∈ 𝐸𝑛.

При сделанных предположениях для любого допустимого управле-
ния существует единственное обобщенное решение начально-краевой
задачи (2.1)–(2.3) из класса непрерывных в Π функций, каждая компо-
нента которого непрерывно дифференцируема вдоль соответствующего
семейства характеристик [12].

3. Формула приращения

Рассмотрим два произвольных допустимых процесса: {𝑢, 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑢),
𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡, 𝑢)} и {̃︀𝑢 = 𝑢+Δ𝑢, ̃︀𝑦 = 𝑦+Δ𝑦 = 𝑦(𝑡, ̃︀𝑢), ̃︀𝑥 = 𝑥+Δ𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡, ̃︀𝑢)}.
В дальнейшем обозначим дифференциальный оператор в (2.1) через
𝐷𝐴𝑥 = 𝜕𝑥

𝜕𝑡 + 𝐴(𝑠, 𝑡)𝜕𝑥𝜕𝑠 . Здесь 𝐷𝐴𝑥 = (𝐷1𝑥1, . . . , 𝐷𝑛𝑥𝑛) — обобщенная
производная, каждая компонента которой 𝐷𝑖𝑥𝑖 непрерывна вдоль соот-
ветствующего 𝑖-го семейства характеристик.

Тогда задача в приращениях имеет вид:

𝐷𝐴Δ𝑥 = Δ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡), (3.1)

Δ𝑥(𝑠, 𝑡0) = 0, Δ𝑥+(𝑠0, 𝑡) = 0, Δ𝑥−(𝑠1, 𝑡) = 0,

𝑑Δ𝑦

𝑑𝑡
= Δ𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡), Δ𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0 − 𝛼, 𝑡0]. (3.2)

Здесь
Δ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = 𝑓(̃︀𝑥, ̃︀𝑦, 𝑠, 𝑡)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡),

Δ𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) = 𝑔(̃︀𝑦, ̃︀𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)− 𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡).

Запишем приращение функционала на двух указанных допустимых
процессах:

Δ𝐽(𝑢) =

∫︁
𝑆

Δ𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁
Π

∫︁
Δ𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡,

где
Δ𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠) = 𝜙(̃︀𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠)− 𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠),

Δ𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡) = 𝐹 (̃︀𝑥, 𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡).

В эту формулу добавим нулевые слагаемые∫︁
Π

∫︁
⟨𝜓(𝑠, 𝑡), 𝐷𝐴Δ𝑥−Δ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)⟩ 𝑑𝑠 𝑑𝑡,

∫︁
𝑇

⟨𝑝(𝑡), 𝑑Δ𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

−Δ𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)⟩ 𝑑𝑡,

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2023. Т. 46. С. 3–18
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где 𝜓(𝑠, 𝑡) и 𝑝(𝑡) — пока неопределенные 𝑛-мерная и 𝑚-мерная вектор-
функции соответственно. Здесь через ⟨., .⟩ обозначается скалярное про-
изведение в евклидовом пространстве соответствующей размерности.

Применим обычную и обобщенную [3, c. 25] формулы интегрирова-
ния по частям.

Δ𝐽(𝑢) =

∫︁
𝑆

Δ𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁
Π

∫︁
Δ𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡+

∫︁
𝑆

[⟨𝜓(𝑠, 𝑡1),Δ𝑥(𝑠, 𝑡1)⟩−

−⟨𝜓(𝑠, 𝑡0),Δ𝑥(𝑠, 𝑡0)⟩] 𝑑𝑠−
∫︁
Π

∫︁
⟨𝐷𝐴𝜓 +

𝜕𝐴(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
𝜓,Δ𝑥(𝑠, 𝑡)⟩ 𝑑𝑠 𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑇

[⟨𝜓(𝑠1, 𝑡), 𝐴(𝑠1, 𝑡)Δ𝑥(𝑠1, 𝑡)⟩ − ⟨𝜓(𝑠0, 𝑡), 𝐴(𝑠0, 𝑡)Δ𝑥(𝑠0, 𝑡)⟩] 𝑑𝑡+

+⟨𝑝(𝑡1),Δ𝑦(𝑡1)⟩ − ⟨𝑝(𝑡0),Δ𝑦(𝑡0)⟩ −
∫︁
𝑇

⟨𝑑𝑝(𝑡)
𝑑𝑡

,Δ𝑦(𝑡)⟩ 𝑑𝑡−

−
∫︁
Π

∫︁
⟨𝜓(𝑠, 𝑡),Δ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)⟩ 𝑑𝑠𝑑𝑡−

∫︁
𝑇

⟨𝑝(𝑡),Δ𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)⟩ 𝑑𝑡.

Введем скалярные функции

𝐻[𝑠, 𝑡] = 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)⟩ − 𝐹 (𝑥, 𝑠, 𝑡),

ℎ[𝑡] = ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) = ⟨𝑝, 𝑔(𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)⟩.

Тогда

Δ𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = Δ̃︀𝑥𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) + Δ̃︀𝑦𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡),
Δℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) = Δ̃︀𝑢ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) + Δ̃︀𝑦ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡) + Δ̃︀𝑧ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡),

где
Δ̃︀𝑢ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) = ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)− ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡),

Δ̃︀𝑦ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡) = ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)− ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡),
Δ̃︀𝑧ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡) = ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, ̃︀𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)− ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡),

Δ̃︀𝑥𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = 𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)−𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡),

Δ̃︀𝑦𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = 𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, ̃︀𝑦, 𝑠, 𝑡)−𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡).
Используем следующие разложения:

Δ𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠) = ⟨𝜕𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠)
𝜕𝑥

,Δ𝑥(𝑠, 𝑡1)⟩+ 𝑜𝜙(|Δ𝑥(𝑠, 𝑡1)|),
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Δ̃︀𝑥𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = ⟨𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑥
,Δ𝑥(𝑠, 𝑡)⟩+ 𝑜𝐻(|Δ𝑥(𝑠, 𝑡)|),

Δ̃︀𝑦𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = ⟨𝜕𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)
𝜕𝑦

,Δ𝑦(𝑡)⟩+ 𝑜𝐻(|Δ𝑦(𝑡)|),

где
𝜕𝐻(𝜓, ̃︀𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑦
= Δ̃︀𝑥𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑦
+
𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑦
.

Знаком модуля здесь и далее обозначена евклидова норма в соответ-
ствующем конечномерном пространстве. Заметим, что∫︁

Π

∫︁
⟨𝜕𝐻[𝑠, 𝑡]

𝜕𝑦
,Δ𝑦⟩ 𝑑𝑠𝑑𝑡 = −

∫︁
Π

∫︁
⟨ 𝜕
𝜕𝑠

𝑠1∫︁
𝑠

𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝑡)

𝜕𝑦
𝑑𝜉,Δ𝑦⟩ 𝑑𝑠𝑑𝑡.

Рассмотрим следующее разложение:

Δ̃︀𝑦ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡) = ⟨𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)
𝜕𝑦

,Δ𝑦⟩+ 𝑜ℎ(|Δ𝑦(𝑡)|),

здесь
𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)

𝜕𝑦
= Δ̃︀𝑢𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑦
+
𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑦
.

Теперь рассмотрим разложение

Δ̃︀𝑧ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡) = ⟨𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

,Δ𝑧⟩+ 𝑜ℎ(|Δ𝑧|).

Преобразуем выражение

𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, ̃︀𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

= Δ̃︀𝑢𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

+
𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑧
,

где
𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑧
= Δ̃︀𝑦 𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑧
+
𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)

𝜕𝑧
.

Тогда получаем ∫︁
𝑇

⟨𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

,Δ𝑧⟩ 𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑇

⟨𝜕ℎ(𝑝(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 𝛼), 𝑢(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑧
,Δ𝑦(𝑡− 𝛼)⟩ 𝑑𝑡 =

=

𝑡0∫︁
𝑡0−𝛼

⟨𝜕ℎ(𝑝(𝜃 + 𝛼), 𝑦(𝜃 + 𝛼), 𝑦(𝜃), 𝑢(𝜃 + 𝛼), 𝜃 + 𝛼)

𝜕𝑧
,Δ𝑦(𝜃)⟩ 𝑑𝜃+

Известия Иркутского государственного университета.
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+

𝑡1−𝛼∫︁
𝑡0

⟨𝜕ℎ(𝑝(𝜃 + 𝛼), 𝑦(𝜃 + 𝛼), 𝑦(𝜃), 𝑢(𝜃 + 𝛼), 𝜃 + 𝛼)

𝜕𝑧
,Δ𝑦(𝜃)⟩ 𝑑𝜃.

Здесь мы использовали следующее обозначение: 𝜃 = 𝑡− 𝛼,
𝜃 ∈ [𝑡0 − 𝛼, 𝑡1 − 𝛼]. Далее, возвращаясь к переменной 𝑡, получаем

𝑡1−𝛼∫︁
𝑡0

⟨𝜕ℎ(𝑝(𝑡+ 𝛼), 𝑦(𝑡+ 𝛼), 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡+ 𝛼), 𝑡+ 𝛼)

𝜕𝑧
,Δ𝑦(𝑡)⟩ 𝑑𝑡.

Потребуем, чтобы функции 𝜓(𝑠, 𝑡), 𝑝(𝑡) являлись решениями следую-
щей сопряженной задачи:

𝐷𝐴𝜓 +
𝜕𝐴(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
𝜓 = −𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑥
, (𝑠, 𝑡) ∈ Π,

𝜓(𝑠, 𝑡1) = −𝜕𝜙(𝑥(𝑠, 𝑡1), 𝑠)
𝜕𝑥

, 𝑠 ∈ 𝑆, (3.3)

𝜓+(𝑠1, 𝑡) = 0, 𝜓−(𝑠0, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝑑𝑝

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜕ℎ[𝑡]

𝜕𝑦 − 𝜕ℎ[𝑡+𝛼]
𝜕𝑧 −

∫︀
𝑆

𝜕𝐻[𝑠,𝑡]
𝜕𝑦 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0; 𝑡1 − 𝛼),

−𝜕ℎ[𝑡]
𝜕𝑦 −

∫︀
𝑆

𝜕𝐻[𝑠,𝑡]
𝜕𝑦 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡1 − 𝛼; 𝑡1].

(3.4)

𝑝(𝑡1) = 0; 𝑝(𝑡) ≡ 0, 𝑡 > 𝑡1.

Здесь

𝜕ℎ[𝑡+ 𝛼]

𝜕𝑧
=
𝜕ℎ(𝑝(𝑡+ 𝛼), 𝑦(𝑡+ 𝛼), 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡+ 𝛼), 𝑡+ 𝛼)

𝜕𝑧
.

Тогда формула приращения функционала принимает вид

Δ𝐽(𝑢) = −
∫︁
𝑇

Δ̃︀𝑢ℎ(𝑝(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜂, (3.5)

где

𝜂 =

∫︁
𝑆

𝑜𝜙(|Δ𝑥(𝑠, 𝑡1)|) 𝑑𝑠+
∫︁
Π

∫︁
(𝑜𝐻(|Δ𝑥(𝑠, 𝑡)|) 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁
Π

∫︁
[𝑜𝐻(|Δ𝑦(𝑡)|+ ⟨Δ̃︀𝑥𝜕𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)

𝜕𝑦
,Δ𝑦(𝑡)⟩] 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑇

[𝑜ℎ(|Δ𝑦(𝑡)|)+⟨Δ̃︀𝑢𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)
𝜕𝑦

,Δ𝑦(𝑡)⟩+⟨Δ̃︀𝑢𝜕ℎ(𝑝, ̃︀𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

,Δ𝑧(𝑡)⟩] 𝑑𝑡
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+

∫︁
𝑇

[𝑜ℎ(|Δ𝑧(𝑡)|) + ⟨Δ̃︀𝑦 𝜕ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡)
𝜕𝑧

,Δ𝑧(𝑡)⟩] 𝑑𝑡.

В дальнейшем нам потребуются следующие неравенства, которые
позволят оценить остаточный член в (3.5):

𝛾(𝑡) = max
(𝜉,𝜏)∈Π(𝑡)

|Δ𝑥(𝜉, 𝜏)| ≤𝑀

𝑡∫︁
𝑡0

|Δ𝑢(𝜏)| 𝑑𝜏, (3.6)

Π(𝑡) = {(𝜉, 𝜏) ∈ Π : 𝜏 ≤ 𝑡};

𝛾1(𝑡) = max
𝑡0≤𝜏≤𝑡

|Δ𝑦(𝜏)| ≤ 𝐾

𝑡∫︁
𝑡0

|Δ𝑢(𝜏)| 𝑑𝜏. (3.7)

Для получения (3.6)–(3.7) используется интегральное представле-
ние решения (3.1), в котором интегрирование осуществляется вдоль
характеристик гиперболической системы.

4. Вариация управления и необходимое условие
оптимальности

Полученные в предыдущем разделе результаты (формула прираще-
ний и оценки приращений состояния) позволяют воспользоваться общей
методикой [3], основанной на применении неклассических вариаций,
обеспечивающих гладкость допустимых управлений. Заметим, что при
получении (3.5)–(3.7) существенным было предположение о дифферен-
цируемости параметров задачи лишь по 𝑥, 𝑦, 𝑧, но нигде пока не ис-
пользовались предположения о дифференцируемости соответствующих
функций по 𝑢 и гладкости допустимых управлений. Поэтому формулы
(3.5)–(3.7) могут применяться в качестве хорошей «заготовки» для ис-
следования рассматриваемых задач в классах разрывных (например,
ограниченных и измеримых или кусочно-непрерывных) управляющих
воздействий. В данном разделе для нас теперь будут существенными
перечисленные выше предположения на управления.

Проварьированное управление строится по правилу

𝑢𝜀,𝛿(𝑡) = 𝑢(𝑡+ 𝜀𝛿(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇, (4.1)

𝜀 ∈ [0, 1] — параметр варьирования, 𝛿(𝑡) — непрерывно дифференциру-
емая функция, удовлетворяющая условию 𝑡0 ≤ 𝑡 + 𝛿(𝑡) ≤ 𝑡1, 𝑡 ∈ 𝑇.
Данная вариация «перемешивает» имеющиеся значения управления.
Этим автоматически обеспечивается выполнение ограничений (2.4) на
управляющее воздействие.

Известия Иркутского государственного университета.
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Воспользуемся формулой (3.5). Так как допустимые управления —
гладкие функции, используем следующее разложение:

Δ𝑢 = �̇�(𝑡)𝜀𝛿(𝑡) + 𝑜(𝜀).

С помощью оценок (3.6), (3.7) получим

Δ𝐽(𝑢) = −𝜀
∫︁
𝑇

⟨𝜕ℎ[𝑡]
𝜕𝑢

, �̇�⟩𝛿(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑜(𝜀).

Отсюда в силу произвольности 𝛿(𝑡) вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Если процесс {𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑥(𝑠, 𝑡)} является оптимальным
в рассматриваемой задаче, то выполняется условие

𝜔(𝑡) = ⟨𝜕ℎ(𝑝(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)
𝜕𝑢

, �̇�(𝑡)⟩ = 0, 𝑡 ∈ 𝑇,

где 𝑝(𝑡) — решение сопряженной задачи (3.3),(3.4), вычисленное на
рассматриваемом процессе.

5. Метод улучшения гладких управлений

Опишем общую схему метода:
1. Выберем произвольное допустимое управление 𝑢0 = 𝑢0(𝑡) и поло-

жим 𝑘 = 0.
2. По управлению 𝑢𝑘 строим решения 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 прямой и 𝜓𝑘, 𝑝𝑘 сопря-

женной задач.
3. На полученных решениях вычисляем значение функционала

𝐽𝑘 = 𝐽(𝑢𝑘) и строим функцию

𝜔𝑘(𝑡) = ⟨ℎ𝑢(𝑝𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘, 𝑢𝑘, 𝑡), �̇�𝑘⟩.

Далее в каждой точке отрезка 𝑇 проверяется условие оптимальности
𝜔𝑘(𝑡) = 0. Если оно выполнено, то метод заканчивает свою работу.

4. В противном случае строим гладкую вариацию управления по
формуле (3.5). Возможны различные конструктивные способы выбора
функции 𝛿(𝑡). В частности, при численных расчетах неплохо показал
себя следующий вариант:

𝑢𝑘𝜀𝑘(𝑡) = 𝑢𝑘(𝑡+ 𝜀𝑘𝛿𝑘(𝑡)), 𝛿𝑘(𝑡) =
(𝑡− 𝑡0)(𝑡1 − 𝑡)𝜔𝑘(𝑡)

(𝑡1 − 𝑡0)max
𝑡∈𝑇

|𝜔𝑘(𝑡)|
.

Параметр 𝜀𝑘 определяем из условия

𝜀𝑘 : 𝐽(𝑢𝑘𝜀𝑘) = min 𝐽(𝑢𝑘𝜀), 𝜀 ∈ [0, 1].
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Случай, когда найденное значение этого параметра близко к нулю, со-
ответствует неулучшению функционала на шаге метода.

5. В качестве очередного приближения выбирается 𝑢𝑘+1(𝑡) = 𝑢𝑘𝜀𝑘(𝑡),
и итерационный процесс продолжается. Критерием остановки служит
одна из следующих ситуаций, полученных на 𝑘-й итерации метода:

а) выполнение с заданной точностью необходимого условия опти-
мальности для функции 𝑢𝑘(𝑡). Например, близость к нулю функции
𝜔𝑘(𝑡) в каждой точке 𝑡 ∈ 𝑇 можно гарантировать в том случае, если
значение max

𝑡∈𝑇
|𝜔𝑘(𝑡)| близко к 0 с заданной степенью точности;

б) неулучшение значения функционала по сравнению со значением,
полученным на предыдущей (𝑘 − 1)-й итерации.

Последовательность управлений, генерируемая методом, является ре-
лаксационной:

𝐽(𝑢𝑘+1) < 𝐽(𝑢𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

и сходится к выполнению необходимого условия оптимальности в сла-
бом смысле [3]:

𝜇(𝑢𝑘) =

∫︁
𝑇

𝛿𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑡) 𝑑𝑡→ 0, 𝑘 → ∞.

Отметим, что в силу специфики предлагаемой вариации метод не
генерирует новые значения управляющих функций, а лишь «перемеши-
вает» имеющиеся. Поэтому в качестве начальных приближений можно
рекомендовать выбирать функции, охватывающие всю область допу-
стимых значений управления. Результаты численных экспериментов
показали, что эффективно начинать итерационный процесс с прибли-
жений в виде тригонометрических функций типа синуса, косинуса или
их комбинаций с маленьким периодом.

6. Иллюстративный пример

Проиллюстрируем схему применения метода на простейшем тесто-
вом примере. В квадрате [0; 3]× [0; 3] рассмотрим задачу оптимального
управления:

𝜕𝑥1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑥1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
= 𝑥1 − 𝑥2,

𝜕𝑥2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
− 2

𝜕𝑥2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
= 𝑥2 + 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑢 · 𝑦(𝑡− 0.25), 𝑦(𝑡) = 𝑡+ 0.1, 𝑡 ∈ [−0.25; 0];

𝑥1(0, 𝑡) = 0, 𝑥1(𝑠, 0) = 𝑠, 𝑥2(3, 𝑡) = 0, 𝑥2(𝑠, 0) = 0, 𝑢(𝑡) ∈ [0; 3].

Известия Иркутского государственного университета.
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Поставим задачу минимизации квадратичного функционала:

𝐽(𝑢) =
1

2

∫︁
𝑆

[(𝑥1(𝑠, 3)− 𝑥1(𝑠))
2 + (𝑥2(𝑠, 3)− 𝑥2(𝑠))

2] 𝑑𝑠→ min,

где функции 𝑥1(𝑠), 𝑥2(𝑠) подсчитаны на управлении 𝑢(𝑡) = 2 + sin 5𝑡.
Вспомогательные функции и сопряженная задача имеют следующий

вид:
𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡) = 𝜓1(𝑥1 − 𝑥2) + 𝜓2(𝑥2 + 𝑦),

𝜕𝜓1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜕𝜓1(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
= −𝜓1,

𝜕𝜓2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
− 2

𝜕𝜓2(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑠
= 𝜓1 − 𝜓2,

𝜓𝑖(𝑠, 3) = 𝑥𝑖(𝑠)− 𝑥𝑖(𝑠, 3), 𝑖 = 1, 2;

𝜓1(3, 𝑡) = 0, 𝜓2(0, 𝑡) = 0;

ℎ(𝑝, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑡) = 𝑝 · 𝑢 · 𝑧,

где 𝑧(𝑡) = 𝑦(𝑡− 0, 25), 𝑝(3) = 0;

𝑑𝑝

𝑑𝑡
=

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑝(𝑡+ 0, 25) · 𝑢(𝑡+ 0, 25)−

∫︀
𝑆

𝜓2 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0; 2, 75),

−
∫︀
𝑆

𝜓2 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [2, 75; 3].

Вычисления проводились в системе MATLAB. Начально-краевая за-
дача для линейной системы гиперболических уравнений решалась чис-
ленным методом характеристик.

Получены следующие результаты расчетов для начального прибли-
жения 𝑢0(𝑡) = 1 + cos 2𝑡 + sin(𝑡/4): значение целевого функционала на
выходе процедуры 𝐽(𝑢𝑘) = 0.0003427, невязка условия оптимальности
max
𝑡∈𝑇

|𝜔𝑘(𝑡)| = 0, 04351, общее число итераций — 29, причина остановки

метода — достижение заданной точности по значению функционала.

7. Заключение

Основным результатом статьи является распространение методики
[3] исследования задач оптимального управления в классе гладких уп-
равляющих функций на случай гибридных систем с постоянным запаз-
дыванием по состоянию. В качестве возможных направлений развития
результата можно указать системы с другими типами дифференциаль-
ных уравнений и изучение более сложных вариантов запаздывания.
Отметим, что именно в случае линейных или полулинейных гипербо-
лических уравнений удается эффективно использовать метод характе-
ристик для доказательства неравенств типа (3.6)–(3.7), необходимых
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для оценки остаточного члена в формуле приращения целевого функ-
ционала. Интересные прикладные задачи для задач с квазилинейными
гиперболическими или параболическими уравнениями [2; 14] требуют
другого математического аппарата.
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