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Abstract. The Hammerstein integral equation with loads on the desired solution is
considered. The equation contains a parameter for any value of which the equation has
a trivial solution. Necessary and sufficient conditions are obtained for the coefficients of
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the equation has a nontrivial real solutions. The leading terms of the asymptotics of
such branches of solutions are constructed. Examples are given illustrating the proven
existence theorems.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим интегральное уравнение Гаммерштейна

𝑥(𝑡) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)

∞∑︁
𝑖+𝑘≥2

𝑓𝑖𝑘(𝑠, 𝜆)𝑥(𝑠)
𝑖𝑥𝑘𝛼 𝑑𝑠+ 𝑓(𝑡, 𝜆)𝑥𝛼. (1.1)

Здесь 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜆 ∈ R, 𝑥𝛼 =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝛼(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡, где 𝛼(𝑡) – кусочно-непрерывная

функция, или 𝑥𝛼 = 𝑥(𝛼), где 𝛼 ∈ [𝑎, 𝑏].
В приложениях линейный функционал 𝑥𝛼 называют нагрузкой.

Нагрузка может быть как интегральной, так и локальной. Все функци-
ональные коэффициенты 𝑓𝑖𝑘, ядро 𝐺(𝑡, 𝑠), функция 𝑓(𝑡, 𝜆) в уравнении
(1.1) – непрерывные функции, достаточно гладкие по параметру 𝜆. В
обширной литературе по линейным и нелинейным интегральным урав-
нениям [2;3;5;12–14] и по нагруженным уравнениям [4;7;9] такие классы
задач с нагрузками и возможностью ветвления непрерывного реше-
ния оставались неизученными. Цель данной работы – указать подход
к исследованию такой задачи на основе использования аналитических
методов теории ветвления [2] и их модификаций [1;13;14].

2. Построение уравнения относительно нагрузки и
необходимые условия бифуркации

Используя метод неопределенных коэффицентов, построим в классе
𝐶[𝑎,𝑏] решение уравнения (1.1) при |𝑥𝛼| ≤ 𝜌 в виде ряда по степеням
нагрузки 𝑥𝛼:



80 Н.А.СИДОРОВ, Л.Р.Д. ДРЕГЛЯ СИДОРОВ

𝑥(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑡, 𝜆)𝑥
𝑛
𝛼, при малом |𝑥𝛼|. (2.1)

Функциональные коэффициенты 𝑎𝑛(𝑡, 𝜆) вычислим последовательно
рекуррентным образом:

𝑎1(𝑡, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝜆),

𝑎2(𝑡, 𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)[𝑓02(𝑠, 𝜆) + 𝑓20(𝑠, 𝜆)𝑎
2
1(𝑠, 𝜆) + 𝑓11𝑎1(𝑠, 𝜆)]𝑑𝑠,

. . .

На основании теоремы о неявном отображении (см. [11]) ряд (2.1)
сходится равномерно по 𝑡 в достаточно малой окрестности |𝑥𝛼| ≤ 𝜌. Для
удобства в обозначении нагрузки 𝑥𝛼 в вычислениях будем использовать
общепринятый символ линейного функционала ⟨𝑥, 𝛼⟩.

Применяя этот линейный функционал к обеим частям формулы
(2.1), получим искомое уравнение для нагрузки:

𝐿(𝑥𝛼, 𝜆) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛(𝜆)𝑥
𝑛
𝛼 = 0, (2.2)

где
𝐴1(𝜆) = ⟨𝑓(𝑡, 𝜆), 𝛼⟩ − 1,

𝐴𝑛(𝜆) = ⟨𝑎𝑛(𝑡, 𝜆), 𝛼⟩, 𝑛 = 2, 3, . . .

Нелинейное уравнение (2.2) в окрестности некоторых точек 𝜆0 может
иметь несколько решений 𝑥𝛼 → 0 при 𝜆 → 𝜆0. Поэтому и уравнение
(1.1) в классе 𝐶[𝑎,𝑏] может иметь несколько малых решений 𝑥(𝑡, 𝜆) при
𝜆→ 𝜆0. Следуя [9], уравнение (2.2) назовем уравнением разветвления.

Определение 1. Точка 𝜆0 называется точкой бифуркации уравне-
ния (1.1), если для любых 𝜀 > 0, 𝛿 > 0 в окрестностях |𝜆 − 𝜆0| ≤ 𝛿,
0 < max

𝑎≤𝑡≤𝑏
|𝑥(𝑡, 𝜆)| ≤ 𝜀, найдутся 𝜆 и функция 𝑥(𝑡, 𝜆), удовлетворяющие

уравнению (1.1) (рис. 1).

Лемма 1. Для того чтобы 𝜆0 могла быть точкой бифуркации,
необходимо выполнение равенства 𝐴1(𝜆0) = 0.

Доказательство. Уравнение (2.2) при каждом 𝜆 имеет тривиальное ре-
шение 𝑥𝛼 = 0. Если 𝐴1(𝜆0) ̸= 0, то при |𝜆−𝜆0| ≤ 𝛿 в окрестности |𝑥𝛼| ≤ 𝜀
на основании теоремы о неявной функции [11] решение уравнения (2.2)
единственное, а 𝜆0, согласно определению 1, не будет точкой бифур-
кации уравнения (2.2). Формула (2.1) устанавливает биекцию между
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Рис. 1. 𝜆0 — точка бифуркации.

искомыми решениями уравнений (1.1) и (2.2). Следовательно, точка
𝜆0 в случае 𝐴1(𝜆0) ̸= 0 не может быть точкой бифуркации уравнения
(1.1).

3. Достаточное условие бифуркации и построение
асимптотики

Введем условие.

Условие 1. Точка 𝜆0 является нулем кратности 𝑝𝑖, соответственно
у коэффицентов 𝐴𝑖(𝜆), 𝑖 = 1, 2, · · ·𝑁 − 1, а 𝐴𝑁 (𝜆0) ̸= 0.

Построим диаграмму Ньютона (см. [11] и рисунок ниже) множества
точек:

(1, 𝑝1), (2, 𝑝2), · · · (𝑁 − 1, 𝑝𝑁−1), (𝑁, 0). (3.1)

Возьмем грань (𝑎, 𝑏) диаграммы с концами в точках (𝑖1, 𝑝𝑖1), (𝑖2, 𝑝𝑖2).
Введем число 𝑟

𝑠 =
𝑝𝑖1−𝑝𝑖2
𝑖2−𝑖1 = tg𝜓 и число 𝜃, обозначающее ордина-

ту точки пересечения прямой, проходящей через грань (𝑎, 𝑏), с осью
ординат.

Лемма 2. Точки (𝑖1, 𝑝𝑖1),(𝑖2, 𝑝𝑖2), отвечающие концам грани (𝑎, 𝑏), удо-
влетворяют равенству 𝑖 𝑟𝑠 + 𝑝 = 𝜃. При этом 𝑖 𝑟𝑠 + 𝑝 > 𝜃, если точка
(𝑖, 𝑝) не лежит на грани (𝑎, 𝑏).

Положим в уравнении (2.2) 𝜆 = 𝜆0 +𝜇 и будем искать его решение в
виде

𝑥𝛼 = 𝑐(𝜇)|𝜇|𝑟/𝑠, где 𝑐(0) ̸= 0. (3.2)

Тогда функция 𝑐(𝜇) должна удовлетворять уравнению
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Рис. 2. Диаграмма Ньютона.

|𝜇|𝜃
∑︁

𝑖
𝑟

𝑠
+𝑝𝑖=𝜃

(sgn𝜇)𝑝𝑖
𝐴

(𝑝𝑖)
𝑖 (𝜆0)

𝑝𝑖!
𝑐(𝜇)𝑖 + 𝑟(𝑐(𝜇), 𝜇) = 0. (3.3)

Отметим, что ввиду Леммы 2 при любом 𝑐(𝜇) получим в пределе

lim
𝜇→0

|𝜇|−𝜃𝑟(𝑐(𝜇), 𝜇) = 0.

В силу этого предела 𝑐(0) должно удовлетворять равенству

𝑃±(𝑐) :=
∑︁

𝑖
𝑟

𝑠
+𝑝𝑖=𝜃

𝑠𝑔𝑛(𝜇)𝑝𝑖
𝐴

(𝑝𝑖)
𝑖 (𝜆0)

𝑝𝑖!
𝑐𝑖 = 0. (3.4)

Если хотя бы одно из чисел 𝑝𝑖 нечетное, то для определения 𝑐(0)
получим два разных полинома 𝑃±(𝑐). Полиномы 𝑃±(𝑐) отвечают со-
ответственно положительным и отрицательным 𝜇, т. е. разным полу-
окрестностям точки бифуркации 𝜆0. Таким образом, равенство (3.4) в
общем случае может порождать два разных уравнения.

Пусть существует простой вещественный корень 𝑐* ̸= 0 хотя бы
у одного из полиномов 𝑃±(𝑐). Тогда на основании теоремы о неяв-
ной функции уравнение разветвления (2.2) имеет вещественное реше-
ние с асимптотикой 𝑥𝛼 ∼ 𝑐*|𝜇|𝑟/𝑠, определенное в соответствующей
полуокрестности точки 𝜆0.

В этом случае 𝜆0 – точка бифуркации уравнения (1.1) и справедлива
теорема.

Теорема 1. Пусть выполнено условие 1 и 𝑐* – ненулевой простой
вещественный корень хотя бы одного из полиномов 𝑃±(𝑐). Тогда 𝜆0
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будет точкой бифуркации уравнения (1.1). Более того, хотя бы в од-
ной полуокрестности этой точки существует вещественное решение
уравнения (1.1) с асимптотикой:

𝑥(𝑡) ∼ 𝑓(𝑡, 𝜆0)𝑐*|𝜆− 𝜆0|𝑟/𝑠. (3.5)

Более подробный анализ на основе диаграммы Ньютона массива
точек (3.1) позволяет сформулировать следствие теоремы 1.

Следствие 1. Пусть выполнено условие 1, причем на грани (𝑎, 𝑏)
диаграммы Ньютона лежат только две точки (𝑖1, 𝑝𝑖1),(𝑖2, 𝑝𝑖2) массива
(3.1). Если при этом 𝑠 = 𝑖2 − 𝑖1 – нечетное число или при четном 𝑠,
𝑟 = 𝑝1 − 𝑝2 – нечетное, то 𝜆0 будет точкой бифуркации уравнения
(1.1). При этом в решении (3.5) уравнения (1.1) имеем

𝑟/𝑠 =
𝑝𝑖1 − 𝑝𝑖2
𝑖2 − 𝑖1

,

а вещественные значения 𝑐* определяются из уравнения

sgn(𝜇𝑝𝑖2 )
1

𝑝𝑖2 !
𝐴

(𝑝𝑖2 )

𝑖2
(𝜆0)𝑐

𝑖2−𝑖1 + sgn(𝜇𝑝𝑖1 )
1

𝑝𝑖1 !
𝐴

(𝑝𝑖1 )

𝑖1
(𝜆0) = 0.

4. Пример

Рассмотрим уравнение

𝑥(𝑡) =

1∫︁
0

𝑡𝑠𝑥3(𝑠)𝑑𝑠+ (𝑡2 + 𝜆)𝑥(𝛼), 𝑡 ∈ [0, 1].

Здесь 𝑓(𝑡, 𝜆) = 𝑡2 + 𝜆 и ряд (2.1) имеет вид

𝑥(𝑡) = (𝑡2 + 𝜆)𝑥𝛼 +

1∫︁
0

𝑡𝑠(𝑠2 + 𝜆)3𝑑𝑠𝑥3𝛼 + · · · = 0. (4.1)

Поэтому уравнение разветвления (2.2) имеет вид

(𝛼2 + 𝜆− 1)𝑥𝛼 +

1∫︁
0

𝛼𝑠(𝑠2 + 𝜆)3𝑑𝑠𝑥3𝛼 + · · · = 0.

Таким образом,

𝐴1(𝜆) = 𝛼2 + 𝜆− 1, 𝐴2(𝜆) = 0, 𝐴3(𝜆) =

1∫︁
0

𝛼𝑠(𝑠2 + 𝜆)3𝑑𝑠.
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Найдем возможную точку бифуркации 𝜆0 с помощью Леммы 1:

𝜆0 = 1− 𝛼2.

Для конкретности положим 𝛼 = 1. Тогда 𝜆0 = 0, 𝐴3(𝜆0) =
1∫︀
0

𝑠7𝑑𝑠 =

1/8 ̸= 0 и множество (3.1) состоит из двух точек {(1, 1), (3, 0)}. Таким
образом, диаграмма Ньютона состоит из одного отрезка (рис. 3).

Рис. 3.

Поэтому 𝑟/𝑠 = 1/2, а асимптотика (3.5) имеет вид

𝑥(𝑡) ∼ 𝑡2𝑐*|𝜆|1/2.

Постоянная 𝑐* определяется из уравнения

1

8
𝑐2* + sgn𝜆 = 0. (4.2)

Таким образом, в данном примере в отрицательной полуокрестности
точки 𝜆0 = 0 существует ровно два вещественных решения:

𝑥± ∼ ±2
√︀

2|𝜆|𝑡2.

Построенную асимптотику можно уточнять, строя непосредственно
решения уравнения

𝑥(𝑡) =

1∫︁
0

𝑡𝑠𝑥3(𝑠)𝑑𝑠+ (𝑡2 + 𝜆)𝑥(1)

в виде ряда

𝑥(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡)|𝜆|𝑖/2.
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Для определения функциональных коэффицентов 𝑎𝑖(𝑡) этого ряда
легко строятся линейные уравнения:

𝑎𝑖(𝑡) = 𝑡2𝑎𝑖(1) + 𝑓𝑖(𝑡, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑖−2), (4.3)

где 𝑓1 ≡ 𝑓2 ≡ 0, 𝑓3 = sgn𝜆𝑎1(1) +
1∫︀
0

𝑡𝑠𝑎1(𝑠)
3𝑑𝑠, . . . найдены методом

неопределенных коэффициентов.
Для разрешимости уравнений (4.3) необходимо, чтобы

𝑓𝑖(1, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑖−2) = 0, 𝑖 = 3, 4, . . . (4.4)

Коэффиценты 𝑎𝑖 имеют вид

𝑎𝑖(𝑡) = 𝑡2𝑐𝑖 + �̂�𝑖(𝑡), (4.5)

где �̂�𝑖(𝑡) — определенные функции.
Постоянные 𝑐𝑖, как и в теории ветвления [2], определяются из

условий разрешимости. Ранее мы уже показали, что 𝑐1 определяет-
ся двузначно из нелинейного уравнения (4.2). Последующие посто-
янные 𝑐2, 𝑐3,... вычисляются однозначно из линейных алгебраических
уравнений, отвечающих условиям разрешимости (4.4).

5. Параметрические семейства решений уравнения (1.1) в
точке бифуркации

Введем условие.

Условие 2. Пусть 𝜆0 является нулем всех коэффицентов
𝐴1(𝜆), 𝐴2(𝜆), . . . уравнения разветвления (2.2).

Для выполнения условия 2 очевидно необходимо и достаточно, чтобы
⟨𝑓(𝑡, 𝜆0), 𝛼⟩ = 1, ⟨𝑎𝑖(𝑡, 𝜆0), 𝛼⟩ = 0, 𝑖 = 2, 3, . . .

Лемма 3. Пусть ядро 𝐺(𝑡, 𝑠) уравнения (1.1) при любом 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] удо-
влетворяет равенству ⟨𝐺,𝛼⟩ = 0. Тогда ⟨𝑎𝑛(𝑡, 𝜆0), 𝛼⟩ = 0, 𝑛 = 2, 3, . . .
Если при этом ⟨𝑓(𝑡, 𝜆0), 𝛼⟩ = 1, то условие 2 выполнится полностью.

Доказательство. Напомним, что на основании метода неопределенных
коэффицентов ряд (2.1) удовлетворяет уравнению (1.1) тогда и только
тогда, когда выполняются равенства:

𝑎1(𝑡, 𝜆) = 𝑓(𝑡, 𝜆),

𝑎2(𝑡, 𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)[𝑓02(𝑠, 𝜆) + 𝑓20(𝑠, 𝜆)𝑎
2
1(𝑠, 𝜆) + 𝑓11𝑎1(𝑠, 𝜆)]𝑑𝑠,
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· · ·

𝑎𝑛(𝑡, 𝜆) =

=
{︀ 𝜕𝑛
𝜕𝑥𝑛𝛼

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)
∞∑︁

𝑖+𝑘≥2

𝑓𝑖𝑘(𝑠, 𝜆)(𝑎1(𝑠, 𝜆)𝑥𝛼 + 𝑎2(𝑠, 𝜆)𝑥
2
𝛼 + . . .)𝑥𝑘𝛼𝑑𝑠

}︀⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛼=0

.

Правые части этих равенств после отбрасывания членов, не влияющих
на результат, принимают вид

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)
[︁ 𝜕𝑛
𝜕𝑥𝑛𝛼

𝑛∑︁
𝑖+𝑘=2

𝑓𝑖𝑘(𝑠, 𝜆)(
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑠, 𝜆))𝑥
𝑗
𝛼

]︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛼=0

𝑑𝑠.

Таким образом, коэффиценты 𝑎2(𝑡, 𝜆), 𝑎3(𝑡, 𝜆), . . . ряда (2.1) вычисля-
ются рекуррентно по формуле

𝑎𝑛(𝑡, 𝜆) =
1

𝑛!

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠)
[︁ 𝜕𝑛
𝜕𝑥𝑛𝛼

𝑛∑︁
𝑖+𝑘=2

𝑓𝑖𝑘(𝑠, 𝜆)
(︁ 𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑠, 𝜆)𝑥
𝑗
𝛼

)︁𝑖
𝑥𝑘𝛼

]︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛼=0

𝑑𝑠.

Применяя к этой формуле линейный функционал ⟨·, 𝛼⟩, получим равен-
ства

⟨𝑎𝑛(𝑡, 𝜆), 𝛼⟩ =

=
1

𝑛!

𝑏∫︁
𝑎

⟨𝐺(𝑡, 𝑠), 𝛼⟩
[︁ 𝜕𝑛
𝜕𝑥𝑛𝛼

𝑛∑︁
𝑖+𝑘=2

𝑓𝑖𝑘(𝑠, 𝜆)
(︁ 𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑠, 𝜆)𝑥
𝑗
𝛼

)︁𝑖
𝑥𝑘𝛼

]︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥𝛼=0

𝑑𝑠,

𝑛 = 2, 3, . . .
Если ⟨𝐺(𝑡, 𝑠), 𝛼⟩ = 0 для любого 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], то ⟨𝑎𝑛(𝑡, 𝜆), 𝛼⟩ = 0, 𝑛 =

2, 3, . . ., для любого 𝜆.

Лемма 4. Пусть выполнено условие 2. Тогда уравнение (1.1) при 𝜆 =
𝜆0 имеет непрерывное по 𝑡 и голоморфное по 𝑐 решение:

𝑥(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑡, 𝜆0)𝑐
𝑛

при достаточно малом |𝑐|.

Доказательство очевидно, так как ряд (2.1) по построению в си-
лу теоремы о неявной функции сходится и удовлетворяет уравнению
(1.1). Таким образом нагрузка 𝑥𝛼 на основании условия (2) остается
произвольной достаточно малой константой.

Итак, на основании лемм 3, 4 справедлив следующий результат.
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Теорема 2. Пусть в уравнении (1.1) функция 𝑓(𝑡, 𝜆) и ядро 𝐺(𝑡, 𝑠)
удовлетворяют равенствам

⟨𝑓(𝑡, 𝜆0), 𝛼⟩ = 1, ⟨𝐺(𝑡, 𝑠), 𝛼⟩ = 0 при любом 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏].

Тогда 𝜆0 будет точкой бифуркации уравнения (1.1). Более того, урав-
нение (1.1) при 𝜆 = 𝜆0 в класcе 𝐶[𝑎,𝑏] имеет 𝑐−параметрическое
голоморфное по 𝑐 решение:

𝑥(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑡, 𝜆0)𝑐
𝑛, при |𝑐| < 𝜌. (5.1)

Пример 1. Рассмотрим уравнение

𝑥(𝑡) =

1∫︁
0

𝑡𝑥2(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜆𝑥(0).

Так как в этом уравнении 𝑥𝛼 = 𝑥(0), то выполнены все условия лем-
мы 4. Поэтому все 𝐴𝑖(𝜆0) в уравнении разветвления (2.2) равны нулю,
следовательно нагрузка 𝑥(0) может быть произвольной постоянной, а
значит верна теорема 2. Таким образом, при 𝜆 = 1 уравнение имеет
голоморфное решение вида (5.1).

Это решение ответвляется от тривиального решения. Легко про-
верить, что уравнение 𝑥(𝑡) =

∫︀ 1
0 𝑡𝑥

2(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑥(0) имеет ровно два
нетривиальных решения. Решения строятся в замкнутом виде по фор-
мулам 𝑥±(𝑡) = 𝑐+ 𝑡𝑢±(𝑐), где для краткости использовали обозначение
𝑐 = 𝑥(0). Функции 𝑢+(𝑐) и 𝑢−(𝑐) вычисляются явно:

𝑢±(𝑐) =
1

2

[︁
− 3𝑐+ 3±

√︀
9(𝑐− 1)2 − 12𝑐2

]︁
.

Решения вещественные при 𝑐 ∈ [−2
√
3 − 3, 2

√
3 − 3]. Очевидно, что

lim
𝑐→0

𝑢+(𝑐) = 3 и lim
𝑐→0

𝑢−(𝑐) = 0, причем 𝑢−(𝑐) — голоморфная функция

в области (−3 − 2
√
3, 2

√
3 − 3) и раскладывается в ряд по степеням 𝑐

при |𝑐| < 2
√
3− 3. Поэтому решение 𝑥−(𝑡) соответствует решению вида

(5.1), существование которого устанавливает теорема 2.
Точка 𝜆0 = 1 удовлетворяет введенному выше определению точки

бифуркации. Теорема 2 обсновывает возможность построения малого
вещественного нетрививального решения уравнения при 𝜆 = 1 в ви-
де ряда по степеням нагрузки 𝑥(0) при |𝑥(0)| < 2

√
3 − 3, используя

элементарный метод неопределенных коэффицентов.
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6. Заключение

Ряд нелинейных краевых задач с помощью функции Грина сво-
дится к уравнению Гаммерштейна, поэтому их исследование может
быть проведено изложенным выше методом. В более сложной ситуации
моделей с несколькими нагрузками и несколькими бифуркационными
параметрами наряду с аналитическими методами [2] следует использо-
вать теоретико-групповые методы [14], методы степенной геометрии [1]
и другие подходы, показавшие свою эффективность в исследованиях
[6;8; 9; 12; 14].

Результаты статьи обсуждались на конференциях: The 7th
International School-Seminar “Nonlinear Analysis and Extremal Problems”
(NLA-2022) [10], 4-я Международная конференция «Динамические си-
стемы и компьютерные науки: теория и приложения» (DYSC-2022)
[7].
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