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Аннотация. Для двумерной системы интегро-дифференциальных уравнений вяз-
коупругости в изотропной среде изучаются прямая и обратная задачи определения
вектора напряжения и скорости частиц, а также диагональной матрицы эредитарно-
сти. Вначале система двумерных уравнений вязкоупругости была преобразована в
систему линейных уравнений первого порядка. Таким образом, составленная систе-
ма интегро-дифференциальных уравнений первого порядка с помощью собственной
матрицы была приведена к нормальной форме относительно временной и одной из
пространственных переменных. Затем с помощью преобразования Фурье по другой
пространственной переменной и интегрированием по характеристикам уравнений
на основе начальных и граничных условий она была заменена системой интеграль-
ных уравнений Вольтерра второго рода, эквивалентной исходной задаче. Приведена
теорема существования и единственности решения прямой задачи. Для решения
обратной задачи с использованием интегральных уравнений прямой задачи и до-
полнительных условий построена замкнутая система интегральных уравнений для
неизвестных функций и их некоторых линейных комбинаций. Далее к этой системе
применяется метод сжимающих отображений (принцип Банаха) в классе непрерыв-
ных функций с экспоненциональной весовой нормой. Таким образом, доказывается
глобальная теорема существования и единственности решений поставленных задач.
Доказательство теорем носит конструктивный характер, т. е. с помощью получен-
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ных интегральных уравнений, например методом последовательных приближений,
может быть построено решение задач.

Ключевые слова: гиперболическая система, начально-краевая задача, система
уравнений вязкоупругости, интегральное уравнение, принцип сжимающих отобра-
жений
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Abstract. For a two-dimensional system of integro-differential equations of viscoelas-
ticity in an isotropic medium, the direct and inverse problems of determining the stress
vector and particle velocity, as well as the diagonal hereditarity matrix, are studied.
First, the system of two-dimensional viscoelasticity equations was transformed into a
system of first-order linear equations. The thus composed system of first-order integro-
differential equations with the help of its special matrix was reduced to a normal form
with respect to time and one of the spatial variables. Then, using the Fourier transform
with respect to another spatial variable and integrating over the characteristics of the
equations based on the initial and boundary conditions, it was replaced by a system
of Volterra integral equations of the second kind, equivalent to the original problem.
An existence and uniqueness theorem for the solution of the direct problem is given. To
solve the inverse problem using the integral equations of the direct problem and additional
conditions, a closed system of integral equations for unknown functions and some of their
linear combinations is constructed. Further, the contraction mapping method (Banach
principle) is applied to this system in the class of continuous functions with an exponential
weighted norm. Thus, we prove the global existence and uniqueness theorem for the
solutions of the stated problems. The proof of the theorems is constructive, i.e. with
the help of the obtained integral equations, for example, by the method of successive
approximations, a solution to the problems can be constructed.

Keywords: hyperbolic system, initial-boundary problem, system of viscoelasticity equa-
tions, integral equation, contraction mapping principle

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2023. Т. 43. С. 31–47



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЯДЕР В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ 33

Acknowledgements: The research of the first author was financially supported by the
Russian Ministry of Education and Science, agreement No. 075-02-2023-939, the research
of the second author was financially supported by the Russian Ministry of Education and
Science, agreement No. 075-02-2023-914.

For citation: Durdiev D. K., Boltaev A. A. The Problem of Determining Kernels in a
Two-dimensional System of Viscoelasticity Equations. The Bulletin of Irkutsk State
University. Series Mathematics, 2023, vol. 43, pp. 31–47. (in Russian)
https://doi.org/10.26516/1997-7670.2023.43.31

1. Введение

В настоящей работе для системы уравнений теории упругости с учё-
том вязкоупругих свойств, написанной в двумерном случае в напря-
жениях и скоростях частиц как система уравнений первого порядка,
изучаются прямая и обратная задачи. При этом прямая задача есть
начально-краевая задача для этой системы, а в обратной задаче к опре-
делению подлежат неизвестные функции времени, отвечающие за вяз-
кость изотропного плоского тела.

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2. Обозначим через 𝜎𝑖𝑗 проекцию на ось 𝑥𝑖
напряжения, действующего на площадку с нормалью, параллельной оси
𝑥𝑗 , а 𝑢𝑖 — проекция на ось 𝑥𝑖 вектора смещения частицы. Согласно зако-
ну Гука, для вязкоупругих сред напряжения с деформациями связаны
формулами [1]:

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝜇

[︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

]︂
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢+

+

∫︁ 𝑡

0
𝐾𝑖𝑗(𝑡− 𝜏)

[︂
𝜇

[︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

]︂
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢

]︂
(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, (1.1)

здесь 𝜇 = 𝜇(𝑥2), 𝜆 = 𝜆(𝑥2) — коэффициенты Ламе, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кро-
некера, 𝐾𝑖𝑗(𝑡) — функции, отвечающие за вязкость среды, при этом
𝐾𝑖𝑗 = 𝐾𝑗𝑖.

Уравнения движения частиц плоского тела при отсутствии внешних
сил имеют вид

𝜌
𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑡2

=
2∑︁
𝑗=1

𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

, 𝑖 = 1, 2, (1.2)

где 𝜌 = 𝜌(𝑥2) — плотность среды.
Обратим внимание на то, что (1.1) могут быть рассмотрены как инте-

гральные уравнения Вольтерра второго рода относительно выражения
𝜇
(︁
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︁
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢. При каждой фиксированной паре (𝑖, 𝑗) решая
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эти уравнения, получим

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝜇

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢+

∫︁ 𝑡

0
𝑟𝑖𝑗(𝑡− 𝜏)𝜎𝑖𝑗 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏, (1.3)

где 𝑟𝑖𝑗 — резольвенты ядер 𝐾𝑖𝑗 и они связаны между собой интеграль-
ными соотношениями [3]:

𝑟𝑖𝑗(𝑡) = −𝐾𝑖𝑗(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0
𝐾𝑖𝑗(𝑡− 𝜏)𝑟𝑖𝑗(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖, 𝑗 = 1, 2. (1.4)

Из условия 𝐾𝑖𝑗 = 𝐾𝑗𝑖 следуют 𝑟𝑖𝑗 = 𝑟𝑗𝑖.

Дифференцируя (1.3) по 𝑡 и вводя обозначения 𝑢𝑖 = 𝜕
𝜕𝑡𝑢, получим

𝜕

𝜕𝑡
𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝜇

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
+ 𝛿𝑖𝑗𝜆div𝑢+

+𝑟𝑖𝑗(0)𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑟′𝑖𝑗(𝑡− 𝜏)𝜎𝑖𝑗 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑖, 𝑗 = 1, 2. (1.5)

С учётом этого система уравнений (1.1) и (1.2) относительно ско-
рости 𝑢𝑖 и напряжения 𝜎𝑖𝑗 может быть описана в виде системы пяти
интегро-дифференциальных уравнений первого порядка. Для удобства
обозначая 𝑥1 =: 𝑥, 𝑥2 =: 𝑦, имеем

𝐴
𝜕𝑈

𝜕𝑡
−𝐵

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝐶

𝜕𝑈

𝜕𝑦
−𝐷𝑈 =

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑡− 𝜏)𝑈(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, (1.6)

где 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, 𝜎11, 𝜎22, 𝜎12 = 𝜎21)
*, * — знак транспонирования,

𝐴 =

(︂
𝜌I2×2 O2×3

O2×3 I3×3

)︂
, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

𝜆+ 2𝜇 0 0 0 0
𝜆 0 0 0 0
0 𝜇 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 𝜆 0 0 0
0 𝜆+ 2𝜇 0 0 0
𝜇 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐷 =

(︂
O2×2 O2×3

O3×2 diag (𝑟11(0), 𝑟22(0), 𝑟12(0))

)︂
,

𝑅(𝑡) =

(︂
O2×2 O2×3

O3×2 diag (𝑟′11, 𝑟′22, 𝑟′12)

)︂
, 𝑟′𝑖𝑗 = 𝑟′𝑖𝑗(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑟𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

где 𝐼𝑛×𝑛 — единичная матрица размерности 𝑛 × 𝑛, O𝑛×𝑚 — матрица
размерности 𝑛×𝑚, элементы которой равны нулю.
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Система (1.6) может быть сведена к симметрической гиперболиче-
ской системе [2] относительно переменных 𝑡 и 𝑦. Для этого умножим
(1.6) слева на 𝐴−1 и составим уравнение

|𝐴−1𝐶 − 𝜈𝐼| = 0. (1.7)

Уравнение (1.7) имеет корни

𝜈1 = −𝜈2 = 𝜈𝑠 =

√︂
𝜇

𝜌
, 𝜈3 = −𝜈4 = 𝜈𝑝 =

√︃
𝜆+ 2𝜇

𝜌
, 𝜈5 = 0. (1.8)

Здесь 𝜈𝑠 и 𝜈𝑝 определяют соответственно скорости поперечной и про-
дольной сейсмических волн.

Теперь выбирем невырожденную матрицу 𝑇 (𝑦, 𝑡) так, чтобы выпол-
нялось равенство

𝑇−1𝐴−1𝐶𝑇 = Λ, (1.9)

где Λ — диагональная матрица, в диагонали которой стоят собственные
значения (1.8) матрицы 𝐴−1𝐶.

Из формулы (1.9) следует равенство

𝐴−1𝐶𝑇 = 𝑇Λ,

которое означает, что столбец с номером 𝑖 матрицы 𝑇 является соб-
ственным вектором матрицы 𝐴−1𝐶𝑇, отвечающим собственному зна-
чению 𝜈𝑖. Прямые вычисления показывают, что матрица 𝑇, удовлетво-
ряющая вышеуказанным условиям, может быть выбрана следующим
образом (не единственным образом):

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0
0 0 − 1√

𝜌(𝜆+2𝜇)

1√
𝜌(𝜆+2𝜇)

0

0 0 𝜆
𝜆+2𝜇

𝜆
𝜆+2𝜇 1

0 0 1 1 0
−√

𝜇𝜌
√
𝜇𝜌 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Введем вектор-функцию 𝑈 равенством

𝑈 = 𝑇𝜗.

Выполнив данную замену в уравнении (1.6) и после этого умножив
полученное уравнение слева на 𝑇−1𝐴−1, получим

𝐼
𝜕𝜗

𝜕𝑡
+ Λ

𝜕𝜗

𝜕𝑦
+𝐵1

𝜕𝜗

𝜕𝑥
+ 𝐶1𝜗 =

∫︁ 𝑡

0
𝑅1(𝑦, 𝑡− 𝜏)𝜗(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, (1.10)

где 𝐵1 = 𝑇−1𝐴−1𝐵𝑇 = (𝑏𝑖𝑗) , 𝐶1(𝑦, 𝑡) = 𝑇−1𝐴−1𝐶 𝜕𝑇
𝜕𝑦 + 𝑇−1𝐷𝑇 = (𝑐𝑖𝑗) ,

𝑅1(𝑦, 𝑡) = 𝑇−1𝐴−1𝑅𝑇 = (̃︀𝑟𝑖𝑗)5×5 , (1.11)
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̃︀𝑟𝑖𝑗 = ̃︀𝑟𝑖𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 5 ̃︀𝑟𝑙𝑝 = ̃︀𝑟𝑝𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 2, 𝑝 = 3, 4, 5, ̃︀𝑟35 =̃︀𝑟45 = 0, ̃︀𝑟11 = −̃︀𝑟12 = −̃︀𝑟21 = ̃︀𝑟22 = − 𝑟′12(𝑡)
2 , ̃︀𝑟𝑖𝑗 = − 𝑟′22(𝑡)

2 , 𝑖, 𝑗 = 3, 4,̃︀𝑟53 = ̃︀𝑟54 = 𝜆
𝜆+2𝜇 (𝑟

′
22(𝑡)− 𝑟′11(𝑡)) , ̃︀𝑟55 = −𝑟′11(𝑡).

Система (1.10) удобна в том смысле, что она распалась относительно
производных по 𝑡 и 𝑦 и оказывается зацепленной только через 𝜕𝜗

𝜕𝑥 и 𝜗.
Компоненты 𝜗𝑖 вектор - функции 𝜗 называются римановыми инвари-
антами системы (1.6). Они остаются постоянными вдоль характеристок
системы определенной формулой (1.10) в том случае, когда 𝐵1 = 0, 𝐶1 =
0, 𝑅1 = 0.

2. Постановка задач и исследование прямой задачи

Расcмотрим систему уравнений (1.10) в области

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 0 < 𝑦 < 𝐻, 𝑡 > 0}, 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

с границией Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2: Γ0 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻, 𝑡 = 0},

Γ1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 𝑦 = 0, 𝑡 > 0}, Γ2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) : 𝑥 ∈ R, 𝑦 = 𝐻, 𝑡 > 0}.

Для этой системы прямую задачу поставим следующим образом:
определить решение системы уравнений (1.10) в 𝐷 = 𝐷 ∪ Γ по данным
на Γ:

𝜗𝑖
⃒⃒
Γ0

= 𝜙𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 1, 5, (2.1)

𝜗𝑖
⃒⃒
Γ1

= 𝜓𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1, 3, 𝜗𝑖
⃒⃒
Γ2

= 𝜓𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 2, 4. (2.2)

Известно, что задача (1.10), (2.1), (2.2) поставлена корректно [2].
Предположим, что функции 𝜙𝑖(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑖(𝑥, 𝑦) финитны по 𝑥 при каж-
дом фиксированном 𝑦, 𝑡 и обладают гладкостью до некоторой степени.
Заметим, что класс функций, удовлетворяющих этим условиям, не пуст
(см. например [8]).

Пусть ̃︀Γ𝑖 — проекция Γ𝑗 на плоcкость 𝑦, 𝑡, 𝑗 = 0, 1, 2.
Обратная задача заключается в определении ненулевых компонен-

тов матричного ядра 𝑅1 в (1.10), если известны следующие условия:

̃︀𝜗1⃒⃒Γ2, 𝜉=0
= ̃︀ℎ1(𝑡), ̃︀𝜗3⃒⃒Γ2, 𝜉=0

= ̃︀ℎ2(𝑡), ̃︀𝜗5⃒⃒Γ1, 𝜉=0
= ̃︀ℎ3(𝑡), (2.3)

где ̃︀𝜗𝑗(𝜉, 𝑦, 𝑡) =
∫︀
R
𝑒𝑖𝜉𝑥𝜗𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥, 𝑗 = 1, 4 — преобразования Фурье

функций 𝜗𝑗 , 𝜉 — параметр преобразования, ℎ𝑖(𝑡) — заданные гладкие
функции. При этом 𝑟11(0), 𝑟12(0), 𝑟22(0) считаются заданными. Тогда,
как следует из формул (1.4), числа 𝐾11(0), 𝐾12(0), 𝐾22(0) становятся
известны.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2023. Т. 43. С. 31–47
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К настоящему времени достаточно широко изучены задачи опреде-
ления ядер из одного интегро-дифференциального уравнения второго
порядка [3–6; 9–12; 14; 15; 17; 20]. Как правило, уравнения второго по-
рядка выводятся из систем уравнений в частных производных первого
порядка при некоторых дополнительных предположениях.

Рассматриваемое в данной работе основное уравнение (1.6) (или
(1.10)) содержит интегральный член типа свёртки. Задачи Коши для
наиболее общих уравнений с интегральным оператором свёрточного
типа в банаховых пространствах изучены в работах [13;16]. Предложен
новый подход построения обобщенных решений уравнений.

Обратная задача определения ядер интегральных членов из системы
интегро-дифференциальных уравнений первого порядка общего вида
с двумя независимыми переменными изучена в работе [5]. Получена
теорема локального существования и глобальной единственности.

Представляется совершенно естественным изучение обратных задач
об определении ядер интегральных членов системы интегро-дифферен-
циальных уравнений проводить непосредственно в терминах самой си-
стемы. Настоящая статья является естественным продолжением этого
круга задач и в известной мере обобщает результаты [5] на случай
двумерной системы уравнений вязкоупругости (1.1), (1.2).

Из существования для системы (1.10) конечной области зависимо-
сти и финитности по 𝑥 данных (2.1) и (2.2) следует финитность по
𝑥 решений 𝑣𝑖 задачи (1.10), (2.1) и (2.2). Тогда к равенствам (1.10),
(2.1) и (2.2) можно применить преобразование Фурье по 𝑥. Обозначим

𝑉𝑖(𝑦, 𝑡) := ̃︀𝜗𝑖(𝜉, 𝑦, 𝑡)⃒⃒⃒⃒
𝜉=0

. Прямые вычисления показывают, что 𝑉 (𝑦, 𝑡) =

(𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉5) удовлетворяет уравнению

𝐼
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ Λ

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+ 𝐶1𝑉 =

∫︁ 𝑡

0
𝑅1(𝑦, 𝜏)𝑉 (𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑑𝜏, (2.4)

а условиям (2.1), (2.2) соответствуют условия

𝑉𝑖
⃒⃒̃︀Γ0

= ̃︀𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 5, (2.5)

𝑉𝑖
⃒⃒̃︀Γ1

= ̃︀𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 3, 𝑉𝑖
⃒⃒̃︀Γ2

= ̃︀𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 2, 4, (2.6)

где ̃︀𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 5, ̃︀𝜓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 4 — образы Фурье соответствующих
функций из (2.1), (2.2) при 𝜉 = 0. Обозначим через 𝐷𝐻 проекцию 𝐷 на
плоскость 𝑦, 𝑡. В дальнейшем будем рассматривать систему уравнений
(2.4) в области 𝐷𝐻 ∪ ̃︀Γ при условиях (2.5) и (2.6).

С целью дальнейших исследований введем в рассмотрение вектор-
функцию 𝜔(𝑦, 𝑡) = 𝜕𝑉

𝜕𝑡 (𝑦, 𝑡). Чтобы получить задачу для функции 𝜔(𝑦, 𝑡),
подобной (2.4), (2.6) дифференцируем уравнение (2.4) и граничные ус-
ловия (2.6) по переменной 𝑡, а условие при 𝑡 = 0 найдем с помощью
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уравнений (2.4) и начальных условий (2.5). При этом получим

𝜕𝜔𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜈𝑖
𝜕𝜔𝑖
𝜕𝑦

+
5∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑦)𝜔𝑗(𝑦, 𝑡) =

=

∫︁ 𝑡

0

5∑︁
𝑗=1

̃︀𝑟𝑖𝑗(𝑦, 𝜏)𝜔𝑗(𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 +
4∑︁
𝑗=1

̃︀𝑟𝑖𝑗(𝑦, 𝑡) ̃︀𝜓𝑗(𝑦), 𝑖 = 1, 5, (2.7)

𝜔𝑖(𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= −𝜈𝑖
𝑑̃︀𝜙𝑖(𝑦)
𝑑𝑦

−
5∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑦)̃︀𝜙𝑖(𝑦) =: Φ𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 5, (2.8)

𝜔𝑖(𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑦=0

=
𝑑 ̃︀𝜓𝑖(𝑡)
𝑑𝑡

, 𝑖 = 1, 3, 𝜔𝑖
⃒⃒
𝑦=𝐻

=
𝑑 ̃︀𝜓𝑖(𝑡)
𝑑𝑡

, 𝑖 = 2, 4. (2.9)

Для функций 𝜔𝑖 дополнительные условия (2.3) выглядят как

𝜔1

⃒⃒
Γ2,𝜉=0

=
𝑑̃︀ℎ1(𝑡)
𝑑𝑡

, 𝜔3

⃒⃒
Γ2,𝜉=0

=
𝑑̃︀ℎ2(𝑡)
𝑑𝑡

, 𝜔5

⃒⃒
Γ1,𝜉=0

=
𝑑̃︀ℎ3(𝑡)
𝑑𝑡

. (2.10)

Перейдем от равенств (2.7)–(2.9) к интегральным соотношениям для
компонент вектора 𝑉 с помощью интегрирования вдоль соответствую-
щих характеристик уравнений системы (2.7). Напомним, что характе-
ристики, отвечающие 𝜈𝑠 и 𝜈𝑝, имеют положительный наклон, а харак-
теристики, отвечающие −𝜈𝑠 и −𝜈𝑝, отрицательный наклон. Обозначим

𝜇1(𝑦) = −𝜇2(𝑦) =
∫︀ 𝑦
0

𝑑𝛽
𝜈𝑠(𝛽)

, 𝜇3(𝑦) = −𝜇4(𝑦) =
∫︀ 𝑦
0

𝑑𝛽
𝜈𝑝(𝛽)

, 𝜇5(𝑦) = 0.

Обратные функции к 𝑡 = 𝜇𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, 3, 4 будем обозначать через
𝑦 = 𝜇−1

𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, 4. С помощью введенных функций уравнения
характеристок, проходящих через точки (𝑦, 𝑡) на плоскости переменных
𝜂, 𝜏 , можно записать в виде

𝜏 = 𝑡+ 𝜇𝑖(𝜂)− 𝜇𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5. (2.11)

Рассмотрим произвольную точку (𝑦, 𝑡) ∈ 𝐷𝐻 на плоскости переменных
𝜂, 𝜏 и проведем через нее характеристику 𝑖-го уравнения системы (2.3)

до пересечения в области 𝜏 ≤ 𝑡 с границией ̃︀Γ. Точку пересечения
обозначим через (𝑦𝑖0, 𝑡

𝑖
0). Для первого и третьего уравнений эта точка

лежит либо на ̃︀Γ0, либо на ̃︀Γ1, а для второго и четвёртого уравне-
ний — либо на ̃︀Γ0, либо на ̃︀Γ2. Интегрируя уравнения системы (2.7)
вдоль соответствующих характеристок от точки (𝑦𝑖0, 𝑡

𝑖
0) до точки (𝑦, 𝑡),

находим

𝜔𝑖(𝑦, 𝑡) = 𝜔𝑖(𝑦
𝑖
0, 𝑡

𝑖
0) +

∫︁ 𝑡

𝑡𝑖0

[︂ 4∑︁
𝑗=1

(−𝑐𝑖𝑗(𝜂)𝜔𝑗(𝜂, 𝜏) + ̃︀𝑟𝑖𝑗(𝜂, 𝜏)̃︀𝜙𝑗(𝜂))+
Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2023. Т. 43. С. 31–47
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+

∫︁ 𝜏

0

4∑︁
𝑗=1

̃︀𝑟𝑖𝑗(𝜂, 𝛼)𝜔𝑗(𝜂, 𝜏 − 𝛼)𝑑𝛼

]︂⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜇−1

𝑖 [𝜏−𝑡+𝜇𝑖(𝑦)]
𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 5. (2.12)

Определим в (2.12) 𝑡𝑖0. Она зависит от координат точки (𝑦, 𝑡). Нетруд-
но заметить, что 𝑡𝑖0(𝑦, 𝑡) имеет вид

𝑡𝑖0(𝑦, 𝑡) =

{︂
𝑡− 𝜇𝑖(𝑦), 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
0, 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 1, 3,

𝑡𝑖0(𝑦, 𝑡) =

{︂
𝑡− 𝜇𝑖(𝑦) + 𝜇𝑖(𝐻), 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
0, 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 2, 4, 𝑡50(𝑦, 𝑡) = 0.

Тогда из условия того, что пара (𝑦𝑖0, 𝑡𝑖0) удовлетворяет уравнению (2.12),
следует

𝑦𝑖0(𝑦, 𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
𝜇−1
𝑖 (𝜇𝑖(𝑦)− 𝑡) , 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 1, 3,

𝑦𝑖0(𝑦, 𝑡) =

{︂
𝐻, 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
𝜇−1
𝑖 (𝜇𝑖(𝑦)− 𝑡) , 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 2, 4, 𝑦50(𝑦, 𝑡) = 𝑦.

Свободные члены интегральных уравнений (2.12) определяются через
начальные и граничные условия (2.8) и (2.9) следующим образом:

𝜔𝑖0(𝑦
𝑖
0, 𝑡

𝑖
0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{︃
𝑑̃︁𝜓𝑖

𝑑𝑡 (𝑡− 𝜇𝑖(𝑦)) , 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
Φ𝑖
(︀
𝜇−1
𝑖 (𝜇𝑖(𝑦)− 𝑡)

)︀
, 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 1, 3,{︃
𝑑̃︁𝜓𝑖

𝑑𝑡 (𝑡− 𝜇𝑖(𝑦) + 𝜇𝑖(𝐻)) , 𝑡 ≥ 𝜇𝑖(𝑦),
Φ𝑖
(︀
𝜇−1
𝑖 (𝜇𝑖(𝑦)− 𝑡)

)︀
, 0 < 𝑡 < 𝜇𝑖(𝑦),

𝑖 = 2, 4,

Φ5(𝑦) 𝑖 = 5.

Пусть выполнены условия

̃︀𝜙𝑖(0) = ̃︀𝜓𝑖(𝐻0), 𝐻0 = 0, 𝑖 = 1, 3, 𝐻0 = 𝐻, 𝑖 = 2, 4, (2.13)

−𝜆𝑖
𝑑̃︀𝜙𝑖(𝑦)
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐻0

−
5∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(0)̃︀𝜙𝑖(0) = 𝑑 ̃︀𝜓𝑖(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

, 𝑖 = 1, 4. (2.14)

Здесь и далее значения функций ̃︀𝜓𝑖, 𝑑 ̃︀𝜓𝑖(𝑡)
𝑑𝑡 при 𝑡 = 0 и функций̃︀𝜙𝑖, 𝑑̃︀𝜙𝑖(𝑦)

𝑑𝑦 при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝐻 понимаются как предел в этих точ-
ках при стремлении аргумента с той стороны точки, где эти функции
определены.

Предположим, что все заданные функции, входящие в (2.12), яв-
ляются непрерывными функциями своих аргументов в 𝐷𝐻 . Тогда эта
система уравнений является замкнутой системой интегральных урав-
нений вольтерровского типа второго рода с непрерывными ядрами и
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свободными членами. Как обычно, такая система имеет единственное
решение в ограниченной подобласти 𝐷𝐻𝑇 = {(𝑦, 𝑡) : 0 < 𝑦 < 𝐻, 0 < 𝑡 <
𝑇}, 𝑇 > 0 — некоторое фиксированное число, области 𝐷𝐻 .

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑡), входящие в (2.1), (2.2), являются
финитными по 𝑥 при каждом фиксированном 𝑦, 𝑡. Кроме того, 𝜌(𝑦) ∈
𝐶1[0, 𝐻], 𝜇(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝐻], 𝜆(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝐻], ̃︀𝜙(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝐻], ̃︀𝜓(𝑡) ∈
𝐶1 [0, 𝑇 ] , 𝜌(𝑦) > 0, 𝜆(𝑦) > 0, 𝜇(𝑦) > 0, 𝐾𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶1 [0, 𝑇 ] , 𝑖, 𝑗 = 1, 2 и
выполнены условия (2.13) и (2.14). Тогда в области 𝐷𝐻𝑇 существует
единственное решение задачи (2.7)–(2.9).

3. Исследование обратной задачи. Вывод эквивалентной
cистемы интегральных уравнений

Рассмотрим произвольную точку (𝑦, 0) ∈ ̃︀Γ0 и проведем через нее
характеристики (2.11) до пересечения c боковыми границами области
𝐷𝐻 . Интегрируя первую, третью и пятую компоненты уравнения (2.7),
используя данные (2.10), находим

𝜔𝑖(𝑦, 0) = 𝜔𝑖(0, 𝑡
𝑖
1) +

∫︁ 𝑡𝑖1

0

4∑︁
𝑗=1

(𝑐𝑖𝑗𝜔𝑗(𝜂, 𝜏) + ̃︀𝑟𝑖𝑗 ̃︀𝜙𝑗(𝜂)) ⃒⃒𝜂=𝜇−1
𝑖 [𝜏+𝜇𝑖(𝑦)]

𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑡𝑖1

0

∫︁ 𝜏

0

4∑︁
𝑗=1

̃︀𝑟𝑖𝑗(𝜂, 𝛼)𝜔𝑗(𝜂, 𝜏 − 𝛼)𝑑𝛼
⃒⃒⃒
𝜂=𝜇−1

𝑖 [𝜏+𝜇𝑖(𝑦)]
𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 3, 5, (3.1)

где 𝑡𝑖1 = −𝜇𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 3, 𝑡51 = 𝑡.
Учитывая в (3.1) начальные условия (2.8), дифференцируем (3.1) по

𝑦 для 𝑖 = 1, 3 и по 𝑡 для 𝑖 = 5. После несложных вычислений приходим
к интегральным уравнениям:

𝑟′11(𝑡) =𝑀3
1𝑃3 +𝑀5

1𝑃5 +𝑀4
1

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝑟′22(𝜏)− 𝑟′11(𝜏)

)︀
[𝜔3 + 𝜔4] (𝑦, 𝑡− 𝜏)𝑑𝜏+

+𝑀1
1

∫︁ 𝑡

0
𝑟′22(𝜏)

𝜕

𝜕𝑦
[̃︀𝜙3 + ̃︀𝜙4] (𝑦)𝑑𝜏 +𝑀2

1

∫︁ 𝑡

0
𝑟′22(𝜏)

𝑑

𝑑𝑡

[︁̃︀ℎ2 + ̃︀𝜓4

]︁
(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏+

+𝑀1
1

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0
𝑟′22(𝛼)

𝜕

𝜕𝑦
[𝜔3 + 𝜔4] (𝑦, 𝜏−𝛼)𝑑𝛼𝑑𝜏−𝑀5

1

∫︁ 𝑡

0
𝑟′11(𝜏)𝜔5(𝜂, 𝑡−𝜏)𝑑𝜏+

+𝑀3
1

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑦

[︀
𝑐33𝜔3(𝑦, 𝑡− 𝜏) + 𝑐34𝜔4(𝑦, 𝑡− 𝜏)

]︀
𝑑𝜏, (3.2)
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𝑟′12(𝑡) =𝑀3
2𝑃1 +𝑀1

2

∫︁ 𝑡

0
𝑟′12(𝜏)

𝜕

𝜕𝑦
[̃︀𝜙1 − ̃︀𝜙2] (𝑦)𝑑𝜏+

+𝑀2
2

∫︁ 𝑡

0
𝑟′12(𝜏)

𝑑

𝑑𝑡

[︁̃︀ℎ1 − ̃︀𝜓2

]︁
(𝜏)𝑑𝜏 +𝑀3

2

𝑡∫︁
0

𝜕

𝜕𝑦

[︀
𝜔1 − 𝜔2

]︀
(𝑦, 𝜏 − 𝛼)𝑑𝜏+

+𝑀1
2

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0
𝑟′12(𝛼)

𝜕

𝜕𝑦
[𝜔1 − 𝜔2] (𝑦, 𝜏 − 𝛼)𝑑𝛼𝑑𝜏, (3.3)

𝑟′22(𝑡) =𝑀3
3𝑃3 +𝑀1

3

∫︁ 𝑡

0
𝑟′22(𝜏)

𝜕

𝜕𝑦
[̃︀𝜙3 + ̃︀𝜙4] (𝑦)𝑑𝜏+

+𝑀2
3

∫︁ 𝑡

0
𝑟′22

𝑑

𝑑𝑡

[︁̃︀ℎ2 + ̃︀𝜓4

]︁
(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 +𝑀3

3

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑦

[︃
4∑︁

𝑘=3

𝑐3𝑘𝜔𝑘(𝑦, 𝑡− 𝜏)

]︃
𝑑𝜏+

+𝑀1
3

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0
𝑟′22(𝛼)

𝜕

𝜕𝑦
[𝜔3 + 𝜔4] (𝑦, 𝜏 − 𝛼)𝑑𝛼𝑑𝜏, (3.4)

где 𝑃𝑖 определены формулами

𝑃𝑖 =
𝑑2

𝑑𝑡𝑑𝑦
̃︀ℎ𝑖(𝑡𝑖1)− 𝑑

𝑑𝑦Φ𝑖(𝑦) +
(−1)𝑖

𝜈𝑖(𝑦)

4∑︀
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗 (𝐻)𝜔𝑗(𝐻, 𝑡
𝑖
1), 𝑖 = 1, 3,

здесь
𝑀1

1 = 𝜈1𝜆
𝜆(̃︀𝜙3+̃︀𝜙4+̃︀𝜙5)+2𝜇̃︀𝜙5

, 𝑀2
1 = − 𝜈1𝜆

2𝜈2(𝜆(̃︀𝜙3+̃︀𝜙4+̃︀𝜙5)+2𝜇̃︀𝜙5)
, 𝑀1

3 = 𝜈2̃︀𝜙3+̃︀𝜙4
,

𝑀3
3 = 2𝜈2̃︀𝜙3+̃︀𝜙4

, 𝑀3
1 = 2𝜈1𝜆

𝜆(̃︀𝜙3+̃︀𝜙4+̃︀𝜙5)+2𝜇̃︀𝜙5
, 𝑀4

1 =
𝑀3

1
2𝜈1
, 𝑀2

3 = − 1̃︀𝜙3+̃︀𝜙4
,

𝑀5
1 = 𝜆+2𝜇

𝜆(̃︀𝜙3+̃︀𝜙4+̃︀𝜙5)+2𝜇̃︀𝜙5
, 𝑀1

2 = 𝜈1̃︀𝜙1−̃︀𝜙2
, 𝑀2

2 = − 1̃︀𝜙1−̃︀𝜙2
, 𝑀3

2 = 2𝜈1̃︀𝜙1−̃︀𝜙2
.

В дальнейшем будем считать, что

̃︀𝜙1 ̸= ̃︀𝜙2, ̃︀𝜙3 ̸= −̃︀𝜙4, 𝜆
[︀̃︀𝜙3 + ̃︀𝜙4 + ̃︀𝜙5

]︀
+ 2𝜇̃︀𝜙5 ̸= 0. (3.5)

В уравнениях (3.2)− (3.4) присутствуют неизвестные функции 𝜕
𝜕𝑦𝜔𝑖,

𝑖 = 1, 5. Поэтому дифференцируем уравнения (2.12) по переменной 𝑦.
При этом имеем

𝜕

𝜕𝑦
𝜔𝑖(𝑦, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑦
𝜔𝑖(𝑦

𝑖
0, 𝑡

𝑖
0)−

𝜕

𝜕𝑦
𝑡𝑖0

[︃
4∑︁

𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝜔𝑘(𝑦
𝑖
0, 𝑡

𝑖
0) +

4∑︁
𝑘=1

̃︀𝑟𝑖𝑘 ̃︀𝜙𝑖(𝑦𝑖0)
]︃
+

+

∫︁ 𝑡

𝑡𝑖0

𝜕

𝜕𝑦

[︃
4∑︁

𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝜔𝑘(𝜂, 𝜏) +
4∑︁

𝑘=1

̃︀𝑟𝑖𝑘(𝜂, 𝜏)̃︀𝜙𝑖(𝜉)
]︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜂=𝜇−1

𝑖 [𝜏−𝑡+𝜇𝑖(𝑦)]

𝑑𝜏+

+
𝜕

𝜕𝑦
𝑡𝑖0

∫︁ 𝑡𝑖0

0

4∑︁
𝑘=1

̃︀𝑟𝑖𝑘(𝜂, 𝑡𝑖0 − 𝜏)𝜔𝑘(𝜂, 𝜏)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜂=𝜇−1

𝑖 [𝑡𝑖0−𝑡+𝜇𝑖(𝑦)]

𝑑𝜏+
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+

∫︁ 𝑡𝑖0

0

∫︁ 𝜏

0

𝜕

𝜕𝑦

4∑︁
𝑘=1

̃︀𝑟𝑖𝑘𝜔𝑘(𝜂, 𝛼)𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜂=𝜇−1

𝑖 [𝜏−𝑡+𝜇𝑖(𝑦)]

𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 5. (3.6)

Требуем выполнение следующих условий согласования:

𝑑

𝑑𝑡
̃︀ℎ𝑖(0) = −𝜈𝑖

𝑑

𝑑𝑦
̃︀𝜙𝑖(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦=0

−
5∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(0)̃︀𝜙𝑖(0), 𝑖 = 1, 3, 5. (3.7)

4. Основной результат и его доказательство

Основным результатом настоящей работы является следующее ут-
верждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и вектор функция̃︀ℎ(𝑥, 𝑡) - финитна по 𝑥 при каждом фиксированном 𝑡. Кроме того,̃︀𝜙𝑖(𝑦) ∈ 𝐶2 [0, 𝐻] , 𝑖 = 1, 5, ̃︀𝜓𝑖(𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑇 ] , ̃︀ℎ𝑖(𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑇 ] , 𝑖 = 1, 3 и
выполнены условия согласования (2.13), (2.14), (3.7). Тогда для любого
𝐻 > 0 на отрезке

[︀
0, 𝐻

]︀
существует единственное решение обратной

задачи (2.7)–(2.9), (2.10) из класса 𝑟𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶1
[︀
0, 𝐻

]︀
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Рассмотрим теперь квадрат 𝐷0 := {(𝑦, 𝑡) : 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝐻} .
Запишем уравнения (2.12), (3.2)–(3.4), (3.6) в виде замкнутой систе-
мы интегральных уравнений вольтерровского типа второго рода. Для
этого введем в рассмотрение векторную функцию 𝜐(𝑦, 𝑡) = (𝜐1𝑖 , 𝜐

2
𝑗 , 𝜐

3
𝑖 ),

𝑖 = 1, 5, 𝑗 = 1, 3, задав их компоненты равенствами:

𝜐1𝑖 (𝑦, 𝑡) = 𝜔𝑖(𝑦, 𝑡), 𝑖 = 1, 5, 𝜐21(𝑡) = 𝑟′11(𝑡), 𝜐
2
2(𝑡) = 𝑟′22(𝑡), (4.1)

𝜐23(𝑡) = 𝑟′12(𝑡), 𝜐
3
5(𝑦, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑦
𝜔5(𝑦, 𝑡), (4.2)

𝜐3𝑖 (𝑦, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑦
𝜔𝑖(𝑦, 𝑡)−

𝑟′12(𝑡
𝑖
0)

2

(︀̃︀𝜙2(𝑦
𝑖
0)− ̃︀𝜙1(𝑦

𝑖
0)
)︀ 𝜕
𝜕𝑦
𝑡𝑖0, 𝑖 = 1, 2, (4.3)

𝜐3𝑖 (𝑦, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑦
𝜔𝑖(𝑦, 𝑡)−

𝑟′22(𝑡
𝑖
0)

2

(︀̃︀𝜙3(𝑦
𝑖
0) + ̃︀𝜙4(𝑦

𝑖
0)
)︀ 𝜕
𝜕𝑦
𝑡𝑖0, 𝑖 = 3, 4. (4.4)

Тогда система уравнений (2.12), (3.2)–(3.4), (3.6) принимает опера-
торно-векторную форму

𝜐 = 𝐴𝜐, (4.5)

где оператор 𝐴 = (𝐴1
𝑖 , 𝐴

2
𝑗 , 𝐴

3
𝑖 ), 𝑖 = 1, 5, 𝑗 = 1, 3 и компоненты опера-

тора 𝐴 определены правыми частями уравнений (2.12), (3.2)–(3.4), (3.6)
соответственно, с учётом обозначений (4.1)-(4.4).

Определим на множестве непрерывных функций 𝐶𝑠(𝐷0) норму по-
средством формулы
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‖𝜐‖𝑠 = max

{︂
max
1≤𝑖≤5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒
𝜐1𝑖 (𝑦, 𝑡)𝑒

−𝑠𝑡⃒⃒ ,
max
1≤𝑖≤3

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃒⃒
𝜐2𝑖 (𝑡)𝑒

−𝑠𝑡⃒⃒ , max
1≤𝑖≤5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒
𝜐3𝑖 (𝑦, 𝑡)𝑒

−𝑠𝑡⃒⃒ }︂,
где 𝑠 ≥ 0 — некоторое число, которое будет выбрано позже. Подробно
можно рассмотреть в работе [5], и для 𝜐 ∈ 𝑆(𝜐0, 𝑟) имеет место оценка
‖𝜐‖𝑠 ≤ ‖𝜐0‖𝑠 + 𝑟 ≤ ‖𝜐0‖+ 𝑟 := 𝑟0. Таким образом, 𝑟0 известно.

Заметим, что оператор 𝐴 переводит пространство 𝐶𝑠(𝐷0) в себя.
Покажем, что при подходящем выборе 𝑠 (напомним, что 𝐻 > 0 —
произвольное фиксированное число) он является на множестве 𝑆(𝜐0, 𝑟)
оператором сжатия. Убедимся вначале в том, что оператор 𝐴 переводит
множество 𝑆(𝜐0, 𝑟) в себя, т.е. из условия 𝜐(𝑦, 𝑡) ∈ 𝑆(𝜐0, 𝑟) следует,
что 𝐴𝜐 ∈ 𝑆(𝜐0, 𝑟), если 𝑠 удовлетворяет некоторым ограничениям. На
самом деле для любых (𝑦, 𝑡) ∈ 𝐷0 и любого 𝜐 ∈ 𝑆(𝜐0, 𝑟) выполняются
неравенства ⃒⃒(︀

𝐴𝜐 − 𝜐0
)︀
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒
≤ 𝑟0

𝑠 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 13,

где 𝜙0 := max
𝑖=1,5

⃦⃦ ̃︀𝜙𝑖⃦⃦𝐶2[0,𝐻]
, ℎ0 := max

{︂
max
𝑖=1,4

⃦⃦
𝜓𝑖
⃦⃦
𝐶2[0,𝐻]

; max
𝑖=1,3

⃦⃦
ℎ𝑖
⃦⃦
𝐶2[0,𝐻]

}︂
,

𝑀0 := max

{︂
max

𝑖=1,2,3, 𝑗=1,2,3

⃦⃦
𝑀 𝑗
𝑖 (𝑦)

⃦⃦
𝐶1[0,𝐻]

; max
𝑖=1,5

⃦⃦
𝑐𝑖𝑗(𝑦)

⃦⃦
𝐶1[0,𝐻]

; 𝜆
𝜆+2𝜇 ;

1
2

}︂
и 𝛼𝑖 = 2𝑀0 [1 + 𝜙0 + 𝑟0] , 𝑖 = 1, 4, 𝛼5 = 4𝑀0𝑟0 + 𝑟0 + 3𝑀0 + 4𝑀0𝜙0 + 𝜙0,
𝛼6 = 2𝑀0

[︀
𝜙0 + ℎ0 +

5
2𝑟0 +𝑀0

]︀
, 𝛼𝑖 = 2𝑀0

[︀
𝜙0 + ℎ0 +𝑀0

[︀
𝑟0
2 + 1

]︀]︀
,

𝛼𝑖 = 2𝑀0 [𝑀0𝑟0 + 𝜙0 + 1 + 𝑟0] , 𝑖 = 9, 12, 𝛼13 = 4𝑀0 [𝑟0 + 𝜙0 + 1]+𝜙0+𝑟0.
Отсюда имеем

‖𝐴𝜐 − 𝜐0‖𝑠 = max

{︃
max
𝑖=1,5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒(︀
𝐴1
𝑖 𝜐 − 𝜐01𝑖

)︀
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒
,

max
𝑖=1,3

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃒⃒(︀
𝐴2
𝑖 𝜐 − 𝜐02𝑖

)︀
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒
, max
𝑖=1,5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒(︀
𝐴3
𝑖 𝜐 − 𝜐03𝑖

)︀
𝑒−𝑠𝑡

⃒⃒ }︃
,

где 𝛼0 := max {𝛼𝑖} , 𝑖 = 1, 13. Выбирая 𝑠 > (1/𝑟)𝛼0, получим, что
оператор 𝐴 переводит множество 𝑆

(︀
𝜐0, 𝑟

)︀
в себя.

Возьмем теперь любые функции 𝜐, ̃︀𝜐 ∈ 𝑆
(︀
𝜐0, 𝑟

)︀
и оценим норму

разности 𝐴𝜐 −𝐴̃︀𝜐. Аналогично приведенным выше получим⃒⃒
(𝐴𝜐 −𝐴̃︀𝜐) 𝑒−𝑠𝑡⃒⃒ ≤ 1

𝑠𝛾𝑖‖𝜐 − ̃︀𝜐‖𝑠, 𝑖 = 1, 13,

где 𝛾𝑖 = 2𝑀0 (1 + 2𝜙0 + 𝑟0) , 𝑖 = 1, 4, 𝛾5 = 10𝑀0𝑟0+𝑟0+3𝑀0+4𝑀0𝜙0+𝜙0,
𝛾6 = 2𝑀0 (𝜙0 + ℎ0 + 7𝑟0 +𝑀0) , 𝛾𝑖 = 2𝑀0 (𝜙0 + ℎ0 + 2𝑟0 +𝑀0) , 𝑖 = 7, 8,
𝛾𝑖 = 2𝑀0 (2𝑀0𝑟0 + 𝜙0 + 1 + 2𝑟0) , 𝑖 = 9, 12,
𝛾13 = 8𝑀0𝑟0 + 𝜙0 + 2𝑟0 + 3𝑀0 + 4𝑀0𝜙0.
Отсюда имеем
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‖𝐴𝜐 −𝐴̃︀𝜐‖𝑠 = max

{︂
max
𝑖∈1,5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒(︀
𝐴1
𝑖 𝜐 −𝐴1

𝑖 ̃︀𝜐)︀ 𝑒−𝑠𝑡⃒⃒ ,
max
𝑖=1,3

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃒⃒(︀
𝐴2
𝑖 𝜐 −𝐴2

𝑖 ̃︀𝜐)︀ 𝑒−𝑠𝑡⃒⃒ , max
𝑖∈1,5

max
(𝑦,𝑡)∈𝐷0

⃒⃒(︀
𝐴3
𝑖 𝜐 −𝐴3

𝑖 ̃︀𝜐)︀ 𝑒−𝑠𝑡⃒⃒ }︂,
где 𝛾0 := max (𝛾𝑖) 𝑖 = 1, 13. Выбирая теперь 𝑠 > 𝛾0, получим, что
оператор 𝐴 сжимает расстояние между элементами 𝜐, ̃︀𝜐 на 𝑆

(︀
𝜐0, 𝑟

)︀
.

Как следует из проделанных оценок, если число 𝑠 выбрано из усло-
вия 𝑠 > 𝑠* := 𝑚𝑎𝑥{𝛼0, 𝛾0}, то оператор 𝐴 является сжимающим на
𝑆
(︀
𝜐0, 𝑟

)︀
. В этом случае, согласно принципу Банаха [7], уравнение (4.5)

имеет единственное решение в 𝑆
(︀
𝜐0, 𝑟

)︀
для любого фиксированного

𝐻 > 0. Теорема 2 доказана.
По найденным функциям 𝑟′11(𝑡), 𝑟

′
22(𝑡), 𝑟

′
12(𝑡) функции 𝑟11(𝑡), 𝑟22(𝑡),

𝑟12(𝑡) находятся по формулам

𝑟𝑖𝑗(𝑡) = 𝑟𝑖𝑗(0) +
𝑡∫︀
0

𝑟′𝑖𝑗(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Заметим, что по функциям 𝑟11(𝑡), 𝑟22(𝑡), 𝑟12(𝑡) функции 𝐾11(𝑡), 𝐾22(𝑡),
𝐾12(𝑡) определяются как решения интегральных уравнений (1.4).

5. Заключение

В этой работе мы видим, что ядро 𝐾 представляет собой диагональ-
ную матрицу размерности 5 × 5, которая зависит от времени и входит
в уравнение (1.3) через функции 𝑅 (см. также уравнение (1.6)). Для
её определения задаются дополнительные условия (2.3) относительно
преобразования Фурье решения прямой задачи (1.10), (2.1), (2.2). Ме-
тодами характеристик и интегральных уравнений доказана теорема о
глобальной одназначной разрешимости поставленной задачи.
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