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Аннотация. Статья посвящена решению одного класса уравнений Вольтерра I
рода с переменными верхним и нижним пределами. Эти уравнения были введены в
связи с задачей идентификации несимметричных ядер для построения интеграль-
ных моделей нелинейных динамических систем типа «вход – выход» в виде полино-
мов Вольтерра. Для решения задачи идентификации используются ранее введенные
тестовые сигналы длительностью ℎ (шаг дискретизации сетки) в виде линейной
комбинации функций Хевисайда. В статье демонстрируется метод получения иско-
мого решения, развивающий метод шагов для одномерного случая. Устанавливаются
условия согласования, обеспечивающие желаемую гладкость решения.
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1. Введение

Математическое моделирование является актуальной областью ис-
следования динамических систем, поскольку дает инструмент для опи-
сания их характеристик. Математические модели типа «вход — выход»
обладают важным свойством универсальности: принципиально разные
физические явления могут описываться одним и тем же аппаратом. В
частности, для описания нелинейной динамики достаточно часто при-
меняют конечный отрезок интегро-степенного ряда Вольтерра [9]:

𝑦(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑛=1

∑︁
1≤𝑖1≤···≤𝑖𝑛≤𝑚

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1.1)

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑡) =

𝑡∫︁
0

· · ·
𝑡∫︁

0

𝐾𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑠1, . . . , 𝑠𝑛)

𝑚∏︁
𝑘=1

𝑥𝑘(𝑡− 𝑠𝑘)𝑑𝑠𝑘. (1.2)

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 41. С. 69–84



ФОРМУЛЫ ОБРАЩЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА I РОДА 71

Здесь 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑚(𝑡))
𝑇 является вектор-функцией времени, яд-

ра Вольтерра 𝐾𝑖1,...,𝑖𝑛 симметричны по переменным 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛, которые
соответствуют совпадающим индексам 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛.

Чтобы построить модель вида (1.1), (1.2), необходимо решить задачу
идентификации функции 𝑛 переменных 𝐾𝑖1,...,𝑖𝑛 в (1.2). Решение пред-
ставленной задачи в этой статье будет осуществляться в рамках актив-
ного эксперимента, который в отличие от пассивного эксперимента [1]
обеспечит редукцию исходной задачи к решению многомерных урав-
нений Вольтерра I рода с переменными верхним и нижним пределами
интегрирования [2].

Как показано в [2; 7], уравнения вольтерровского типа играют важ-
ную роль во многих прикладных задачах: в некоторых краевых зада-
чах [4], а также в задачах идентификации и управления сложными
динамическими системами. В научной литературе [6] достаточно по-
дробно рассмотрен случай со скалярным входным сигналом. Сложность
перехода к векторному случаю обусловлена появлением в (1.1) сла-
гаемых, отвечающих за одновременное изменение входных сигналов
разной физической природы. В частности, при 𝑁 = 3, 𝑚 = 3 в (1.1),
(1.2) появятся слагаемые, содержащие как частично-симметричные, так
и полностью несимметричные ядра.

Статья посвящена исследованию случая полностью несимметрич-
ных ядер в предположении, что задача декомпозиции отклика 𝑦(𝑡) на
составляющие решена, а правая часть 𝑓123(𝑡) = 𝑓(𝑡) в

𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑥1(𝑡− 𝑠1)𝑥2(𝑡− 𝑠2)𝑥3(𝑡− 𝑠3)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝑑𝑠3 = 𝑓(𝑡) (1.3)

известна. Для простоты в (1.3) функция 𝐾123(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) обозначена че-
рез 𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3). В отличие от алгоритмов, разработанных ранее в [2],
будем использовать тестовые сигналы минимальной длительности ℎ,
где ℎ – шаг дискретизации сетки.

2. Постановка задачи

Представим область определения функции 𝜓 в виде Ω =
6⋃︀
𝑖=1

Ω(𝑖), где

Ω(1) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑇},

Ω(2) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑇},

Ω(3) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑇},

Ω(4) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑇},
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Ω(5) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑇},

Ω(6) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 : 0 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑇}.

Требуется решить задачу идентификации функции трех перемен-
ных, поэтому введем дополнительные параметры 𝜈, 𝜇: 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 < 𝑡 ≤
𝑇 , чтобы получить трехмерный континуум исходных данных

(𝑖)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑖 = 1, 6, в правой части (1.3).
Для идентификации функции 𝜓 в подобласти Ω(1) подставим в (1.3)

сигналы вида ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1(𝑡) = e(𝑡)− e(𝑡− ℎ),

𝑥2𝜈 (𝑡) = e(𝑡− 𝜈)− e(𝑡− 𝜈 − ℎ),

𝑥3𝜇(𝑡) = e(𝑡− 𝜇)− e(𝑡− 𝜇− ℎ).

(2.1)

Здесь 𝑡 имеет смысл времени, e(𝑡) — функция Хевисайда, такая что

e(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 ≤ 0,

1, 𝑡 > 0.

Отметим, что указанный вид сигналов применялся ранее для иденти-
фикации интегралов от ядер методом Product Integration в [8].

Тестовые сигналы для остальных подобластей будут определяться
путем перестановки сигналов в (2.1). Таким образом, подставляя вход-
ные возмущения вида (2.1), получаем, что задача идентификации 𝜓
может быть сведена к решению интегрального уравнения Вольтерра I
рода

𝑉3(1)𝜓 ≡
𝑡∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡−𝜈∫︁
𝑡−𝜈−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡−𝜇∫︁
𝑡−𝜇−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(1)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑉3(2)𝜓 ≡
𝑡−𝜈∫︁

𝑡−𝜈−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡−𝜇∫︁
𝑡−𝜇−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(2)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑉3(3)𝜓 ≡
𝑡−𝜈∫︁

𝑡−𝜈−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡−𝜇∫︁
𝑡−𝜇−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(3)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑉3(4)𝜓 ≡
𝑡−𝜇∫︁

𝑡−𝜇−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡−𝜈∫︁
𝑡−𝜈−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(4)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑉3(5)𝜓 ≡
𝑡∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡−𝜇∫︁
𝑡−𝜇−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡−𝜈∫︁
𝑡−𝜈−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(5)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

(2.2)
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𝑉3(6)𝜓 ≡
𝑡−𝜇∫︁

𝑡−𝜇−ℎ

𝑑𝑠1

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝑠2

𝑡−𝜈∫︁
𝑡−𝜈−ℎ

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)𝑑𝑠3 =
(6)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇),

ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , 𝜈 ≤ 𝑡− ℎ, 𝜇 ≤ 𝑡− ℎ, 𝜇 ≤ 𝜈.
Заметим, что следует уточнить само понятие решения (2.2). В силу

𝑡 − ℎ ≥ 0 в нижних пределах интегрирования, областью определения
искомой функции 𝜓 по каждой ее переменной 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 является отрезок
[0, 𝑇 ], включающий [0, ℎ]. Поэтому уравнение (2.2) имеет смысл только
тогда, когда 𝜓 известна при 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ [0, ℎ), 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ]:

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠) = 𝜓(0)(𝑠1, 𝑠2, 𝑠), 𝜓(𝑠1, 𝑠, 𝑠3) = 𝜓(0)(𝑠1, 𝑠, 𝑠3),

𝜓(𝑠, 𝑠2, 𝑠3) = 𝜓(0)(𝑠, 𝑠2, 𝑠3), 𝜓(𝑠1, 𝑠, 𝑠) = 𝜓(0)(𝑠1, 𝑠, 𝑠),

𝜓(𝑠, 𝑠2, 𝑠) = 𝜓(0)(𝑠, 𝑠2, 𝑠), 𝜓(𝑠, 𝑠, 𝑠3) = 𝜓(0)(𝑠, 𝑠, 𝑠3).

(2.3)

Легко заметить, что при 𝜈 = 𝜇 = 0 правые части (2.2) равны:

(1)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) =

(2)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) =

(3)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) =

=
(4)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) =

(5)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) =

(6)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = 𝑧(𝑡, 0, 0).

Введем сетку узлов с шагом ℎ: 𝑁ℎ = 𝑇 . Для правых частей (2.2)
введем следующее разбиение:

Δ𝑘 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝜈 + ℎ ≤ 𝑡, 𝜇 ≤ 𝜈, 𝑘ℎ ≤ 𝑡 < (𝑘 + 1)ℎ}, 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,

Δ𝑁 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝜈 + ℎ ≤ 𝑡, 𝜇+ ℎ ≤ 𝑡, 𝜇 ≤ 𝜈, 𝑡 = 𝑁ℎ},
Δ0 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝐷1 ∪𝐷2, 𝜈 ≥ 𝜇 ≥ 0},

𝐷1 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 0 ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 ≤ 𝑡, 0 ≤ 𝑡 < ℎ, ℎ > 0},
𝐷2 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝑡− ℎ ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 ≤ 𝑡, ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, ℎ > 0}.

Здесь Δ0 совпадает с предысторией, а также

𝑁⋃︁
𝑘=1

Δ𝑘 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝜈 + ℎ ≤ 𝑡, 𝜇+ ℎ ≤ 𝑡, ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝜈 ≥ 𝜇 ≥ 0, ℎ > 0}.

Рассмотрим далее алгоритм получения искомого решения для (2.2),
(2.3). Он развивает метод шагов для одномерного случая [2]. Метод
шагов является классическим в теории дифференциальных уравнений
с отклоняющимся аргументом [5] и хорошо себя зарекомендовал при
построении решения одномерного уравнения Вольтерра I рода с двумя
переменными интегрирования [2].
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3. Модификация метода шагов

Пусть N(𝑡, 𝜈, 𝜇) — точка плоскости с соответствующими координа-
тами (𝑡, 𝜈, 𝜇). Конструктивная схема алгоритма построения решения
состоит из 𝑁+1 шага. При этом предполагается, что N(𝑡, 𝜈, 𝜇) ∈ Δ𝑖 при
фиксированном значении 𝑖 = 1, 𝑁 + 1. На каждом шаге сконцентриру-
емся на принципиально важных моментах, связанных с разрешимостью
(2.2), (2.3) в классе непрерывных несимметричных на Ω функций:

A. Проверка условия разрешимости для правых частей
(𝑖)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇), 𝑖 =

1, 6, которое в классическом случае имеет вид 𝑦(0) = 0.
B. Получение формул, определяющих искомое решение, путем диффе-
ренцирования (2.2) по 𝑡, 𝜈 и 𝜇.
C. Вывод условий согласования, обеспечивающих непрерывность реше-
ния.

Перейдем далее к подробному рассмотрению указанного алгоритма.
Шаг 1. А. Покажем, что условие разрешимости для (2.2) в началь-

ной точке N(ℎ, 0, 0) ∈ Δ1 выполняется:

𝑧(𝑡, 0, 0) =

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 =

=

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 +

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 +

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 +

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 +

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3.

Далее, учитывая (2.3), получаем

𝑧(𝑡, 0, 0) =

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+
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+

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

𝑡∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3+

+

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3.

Таким образом, имеет место

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 = 𝑧(𝑡, 0, 0)−

−
ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−
ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−

−
ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 −
𝑡∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−

−
𝑡∫︁

ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 −
𝑡∫︁

ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−

−
𝑡∫︁

ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 𝑔1(𝑡, 0, 0).

В результате, в начальной точке N(ℎ, 0, 0) ∈ Δ1 условие разрешимости
для (2.2) удовлетворяется, поскольку

𝑔1(ℎ, 0, 0) = 𝑧(ℎ, 0, 0)−
ℎ∫︁

0

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
0

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
0

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 0. (3.1)
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B. Полагая, что
(𝑖)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇), 𝑔1(𝑡, 𝜈, 𝜇) ∈ 𝐶

(3)
Δ1
, 𝑖 = 1, 6, решение (2.2)

находится путем дифференцирования его по 𝑡, 𝜈 и 𝜇. Уравнение (2.2) в
области Ω

(1)
1 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)) имеет решение следующего вида:

𝜓(1)(M1) = 𝒟3
(1)
𝑧 +𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇)+

+𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)− 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)+

+𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)− 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)−

−𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ) + 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ), (3.2)

𝒟3
(1)
𝑧 = (

(1)
𝑧 )

′′′
𝑡𝜈𝜇 + (

(1)
𝑧 )

′′′

𝜈2𝜇 + (
(1)
𝑧 )

′′′

𝜈𝜇2 ,

где M1 ∈ Ω
(1)
1 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)), 𝜓(1) – искомое решение 𝜓 на Ω

(1)
1 .

C. Теперь рассмотрим непрерывность (3.2) на Δ1. Для этого пред-
положим следующее: M1(𝑝, 𝑞, 𝑟) ∈ Ω

(1)
𝑘 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)), 𝑘 = 1, 𝑁 – точка с

декартовыми координатами (𝑝, 𝑞, 𝑟), так что 𝑡 − 𝜈 ≤ 𝑞 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 𝑡,
𝑡 − 𝜇 ≤ 𝑞 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 𝑡, 𝜇 ≤ 𝜈; также существует шесть точек, симмет-
ричных ей относительно 𝑝 = 𝑞, 𝑞 = 𝑟, 𝑝 = 𝑟, причем M𝑖 ∈ Ω

(𝑖)
𝑘 (N), где

𝑖 = 1, 6. Перепишем (3.2) следующим образом:

𝜓(𝑘)(M1) = 𝒟3
(1)
𝑧 +𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)−

−𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)−

−𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ)+

+𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ), (3.3)

где 𝑘 = 1. Тем самым, из (3.3) вытекает условие непрерывности сты-
ковки 𝜓(0) в точке M1 ∈ Ω

(1)
1 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)) для ℎ ≤ 𝑡 < 2ℎ, 𝜈 = 𝜇 =

𝑡− ℎ:

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝜇) = 𝜓(𝑘)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇)−

−𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)−

−𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)+

+𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ) =

= 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇)− (3.4)

−𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)−

−𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)+
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+𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ).

Также здесь стоит отметить, что стыковка областей Ω(𝑖), 𝑖 = 1, 6,
осуществляется специальным образом (рис. 1).

На рис. 1 сплошной линией соединены области, которые пересекают-
ся при 𝜈 = 𝜇 = 0, пунктирной точкой – при 𝜇 = 0 и 𝜈 ̸= 0, длинным
пунктиром – при 𝜈 = 𝜇 ̸= 0.

Рис. 1. Специфика соотношения областей Ω(𝑖), 𝑖 = 1, 6

В результате соотношение (3.4) верно при Ω
(1)
1 ∩ Ω

(5)
1 , т. е. ℎ ≤ 𝑡 <

2ℎ, 0 ≤ 𝜇 = 𝜈 ≤ 𝑡− ℎ и Ω
(1)
1 ∩ Ω

(4)
1 , т. е. ℎ ≤ 𝑡 < 2ℎ, 𝜈 = 𝑡− ℎ, 𝜇 = 0.

Если 𝜓(0)(𝑡, 𝑡−𝜈, 𝑡−𝜇) непрерывна на Ω0 (Ω0 – область, содержащая
предысторию), то в силу (3.4) 𝜓(1)(𝑡, 𝑡 − 𝜈, 𝑡 − 𝜇) непрерывна на Ω

(1)
1 .

Подобная логика работает и с 𝜓(1) из областей Ω
(𝑖)
1 , 𝑖 = 2, 6.

Шаг 2. Не нарушая общности, ограничимся на данном шаге по-
дробным рассмотрением пунктов A и C алгоритма.

A. Теперь рассмотрим область Δ2. Пусть N(𝑡, 0, 0) ∈ Δ2, тогда по
аналогии с предыдущим случаем получим

𝑡∫︁
2ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
2ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
2ℎ

𝜓(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 = 𝑧(𝑡, 0, 0)−

−
2ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−
2ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
2ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−

−
2ℎ∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
2ℎ

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 −
𝑡∫︁

𝑡−ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
2ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
2ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−

−
𝑡∫︁

2ℎ

𝑑𝜆1

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 −
𝑡∫︁

2ℎ

𝑑𝜆1

𝑡∫︁
2ℎ

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3−
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−
𝑡∫︁

2ℎ

𝑑𝜆1

2ℎ∫︁
𝑡−ℎ

𝑑𝜆2

𝑡∫︁
2ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 𝑔2(𝑡, 0, 0).

Условие разрешимости 𝑔2(2ℎ, 0, 0) = 0 заведомо выполняется, так
как

𝑔2(2ℎ, 0, 0) = 𝑧(2ℎ, 0, 0)−
2ℎ∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

2ℎ∫︁
ℎ

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
ℎ

𝜓(1)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 0. (3.5)

C. Также стоит отметить, что из-за специфики стыковки областей
(рис. 1) возникают дополнительные условия, которые выводятся по
аналогии с (3.4). Так для точки N(2ℎ, ℎ, ℎ) условие стыковки имеет вид

𝑔21(2ℎ, ℎ, ℎ)=
(𝑗)
𝑧 (2ℎ, ℎ, ℎ)−

2ℎ∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
0

𝑑𝜆2

ℎ∫︁
0

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 0, 𝑗=1, 5,

(1)
𝑧 (2ℎ, ℎ, ℎ) =

(5)
𝑧 (2ℎ, ℎ, ℎ), (3.6)

а в точке N(2ℎ, ℎ, 0) условие стыковки представляется как

𝑔22(2ℎ, ℎ, 0)=
(𝑗)
𝑧 (2ℎ, ℎ, 0)−

2ℎ∫︁
ℎ

𝑑𝜆1

ℎ∫︁
0

𝑑𝜆2

2ℎ∫︁
ℎ

𝜓(0)(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)𝑑𝜆3 ≡ 0, 𝑗=1, 4,

(1)
𝑧 (2ℎ, ℎ, 0) =

(4)
𝑧 (2ℎ, ℎ, 0). (3.7)

Таким образом, в предположении
(𝑖)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇), 𝑔2(𝑡, 𝜈, 𝜇), 𝑔21(𝑡, 𝜈, 𝜇),

𝑔22(𝑡, 𝜈, 𝜇) ∈ 𝐶
(3)
Δ2

, 𝑖 = 1, 6, решение (2.2) принимает вид (3.3) при 𝑘 = 2.
Убедимся, что условия (3.4) при 𝑘 = 2 обеспечивают непрерывность,
во-первых, функций 𝜓(0) и 𝜓(2) при 2ℎ ≤ 𝑡 < 3ℎ, 𝑡−ℎ ≤ 𝜈 < 𝑡, 𝜇 = 𝑡−ℎ,
во-вторых, функций 𝜓(1) и 𝜓(2) при 𝑡 = 2ℎ, 𝑡− 2ℎ ≤ 𝜇 ≤ 𝜈 ≤ 𝑡− ℎ.

Действительно, в первом случае из (3.4) следует, что

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝜇) = 𝜓(2)(𝑡, 𝑡− 𝜈, ℎ)−𝜓(1)(𝑡−ℎ, 𝑡− 𝜈, ℎ)−𝜓(1)(𝑡, 𝑡− 𝜈−ℎ, ℎ)+

+𝜓(1)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈−ℎ, ℎ)−𝜓(1)(𝑡, 𝑡−𝜈, 0)+𝜓(1)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈, 0)+𝜓(1)(𝑡, 𝑡−𝜈−ℎ, 0)−

−𝜓(1)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈−ℎ, 0)=𝜓(2)(𝑡, 𝑡−𝜈, ℎ)−𝜓(0)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈, ℎ)−𝜓(0)(𝑡, 𝑡−𝜈−ℎ, ℎ)+

+𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, ℎ)− 𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 0) + 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 0)+

+𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 0)− 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 0),

так что lim
𝜀→0

𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈, ℎ− 𝜀) = 𝜓(2)(𝑡, 𝑡− 𝜈, ℎ).
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Во втором случае

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝜇) = 𝜓(2)(2ℎ, 2ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇)− 𝜓(1)(ℎ, 2ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇)−

−𝜓(1)(2ℎ, ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇) + 𝜓(1)(ℎ, ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇)− 𝜓(1)(2ℎ, 2ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇)+

+𝜓(1)(ℎ, 2ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇) + 𝜓(1)(2ℎ, ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇)− 𝜓(1)(ℎ, ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇) =

= 𝜓(1)(2ℎ, 2ℎ−𝜈, 2ℎ−𝜇)−𝜓(1)(ℎ, 2ℎ−𝜈, 2ℎ−𝜇)−𝜓(1)(2ℎ, ℎ−𝜈, 2ℎ−𝜇)+

+𝜓(1)(ℎ, ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇)− 𝜓(1)(2ℎ, 2ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇) + 𝜓(1)(ℎ, 2ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇)+

+𝜓(1)(2ℎ, ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇)− 𝜓(1)(ℎ, ℎ− 𝜈, ℎ− 𝜇),

так что lim
𝜀→0

𝜓(1)(2ℎ− 𝜀, 2ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇) = 𝜓(2)(2ℎ, 2ℎ− 𝜈, 2ℎ− 𝜇).

Также отметим, что 𝜓(2) из области Ω
(1)
2 пересекается на границе с

𝜓(2) из областей Ω
(4)
2 и Ω

(5)
2 . Здесь непрерывность решения осуществля-

ется за счет равенства правых частей (2.2):
(1)
𝑧 (2ℎ, ℎ, 0) =

(4)
𝑧 (2ℎ, ℎ, 0),

(1)
𝑧 (2ℎ, ℎ, ℎ) =

(5)
𝑧 (2ℎ, ℎ, ℎ) (см. рис. 1).

Шаг 𝑁+1. Продолжая этот процесс по 𝑘 до значения 𝑁+1, находим
решение (2.2), (2.3). Для краткости ограничимся пунктом B алгоритма

и подобластью Ω(1). Таким образом, решение уравнения 𝑉3(1)𝜓 =
(1)
𝑧 из

(2.2) определяется формулой обращения (по терминологии [2])

𝜓(𝑡, 𝑡−𝜈, 𝑡−𝜇) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝜇)∈Δ𝑘

+

𝑁+1∑︁
𝑘=1

(𝜓(𝑘−1)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈, 𝑡−𝜇)+

+ 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇)+

+ 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)− 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 𝑡− 𝜇− ℎ)−
− 𝜓(𝑘−1)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ) + 𝜓(𝑘−1)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 𝑡− 𝜇− ℎ)).

(3.8)

Решение (2.2), (2.3) в остальных подобластях Ω(𝑖) ∈ Ω, 𝑖 = 2, 6 будет
иметь аналогичный вид.

Замечание 1. Следует отметить, что причина проверки условий типа
(3.1), (3.5), как и в классическом случае (см., например [3, c. 5-7]), свя-
зана с обеспечением взаимной обратимости операторов интегрирования
𝑉3(𝑖), 𝑖 = 1, 6, и дифференцирования 𝒟3 при действии 𝒟3 справа.

Анализируя условие (3.5) при 𝑘 = 1, 𝑁 + 1 можно выделить условия,
которые обеспечивают непрерывность 𝜓 внутри каждой из подобла-
стей Ω(𝑖), 𝑖 = 1, 6. Ограничившись для простоты подобластью Ω(1), по
аналогии с [7] сформулируем следующее утверждение.
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Утверждение 1. Пусть 𝜓 =
𝑁+1∑︀
𝑖=1

𝜓(𝑖) решение (2.2) на Ω(1) с предыс-

торией 𝜓(0) (2.3), непрерывной на Ω0(N), N ∈ Δ0, и пусть функция
(1)
𝑧

удовлетворяет условиям

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝜇) ∈ 𝐶Ω(1) ,

𝒟3
(1)
𝑧 |N(𝑡,𝜈,𝑡−ℎ) = 𝜓(0)(𝑡, 𝑡−𝜈, ℎ)−𝜓(0)(𝑡−ℎ, 𝑡−𝜈, ℎ)−𝜓(0)(𝑡, 𝑡−𝜈−ℎ, ℎ)+

+𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, ℎ)− 𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈, 0) + 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈, 0)+

+𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 0)− 𝜓(0)(𝑡− ℎ, 𝑡− 𝜈 − ℎ, 0).

Тогда

lim
𝜀→0

𝜓(0)(𝑡, 𝑡− 𝜈, ℎ− 𝜀) = 𝜓(𝑖)(𝑡, 𝑡− 𝜈, ℎ), 𝑖 = 1, 𝑁 + 1, N(𝑡, 𝜈, 𝑡− ℎ) ∈ Δ1,

lim
𝜀→0

𝜓(𝑖−1)(𝑡, 𝑡−𝜈−𝜀, 𝑡−𝜇−𝜀)=𝜓(𝑖)(𝑡, 𝑡−𝜈, 𝑡−𝜇), 𝑖=2, 𝑁+1, N(𝑡, 𝜈, 𝜇)∈Δ𝑖.

Доказательство следует из геометрических соображений.

4. Иллюстративный пример

Рассмотрим пример применения условий разрешимости и формулы
решения (3.8) уравнения (2.2), (2.3). Пусть ℎ = 1, так что из (2.2) имеем

(1)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3 + 𝜈2 − 𝜇− 1

4
𝑡𝜈 + 𝜈𝜇+2,

(3)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3 + 𝜈2 − 5

4
𝜇+2,

(4.1)
(2)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3−5𝜈2− 1

4
𝑡𝜈+𝜈𝜇+2,

(4)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3−𝜈2−𝜈𝜇+2, (4.2)

(5)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3+𝜇− 3

4
𝑡2𝜈+𝜈𝜇+2,

(6)
𝑧 (𝑡, 𝜈, 𝜇) = −𝑡3−𝜇− 7

4
𝑡2𝜈+2, (4.3)

где 𝑡 ∈ [0, 3], 𝜇 ≤ 𝜈 ≤ 𝑡− 1 и

𝜓(0)(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) =
1

2
𝑠1 − 𝑠2 +

5

2
𝑠3; 𝜓(0)(𝑠2, 𝑠1, 𝑠3) =

1

2
𝑠2 − 𝑠1 +

5

2
𝑠3;

𝜓(0)(𝑠2, 𝑠3, 𝑠1) =
1

2
𝑠2 − 𝑠3 +

5

2
𝑠1; 𝜓(0)(𝑠3, 𝑠2, 𝑠1) =

1

2
𝑠3 − 𝑠2 +

5

2
𝑠1;

𝜓(0)(𝑠1, 𝑠3, 𝑠2) =
1

2
𝑠1 − 𝑠3 +

5

2
𝑠2; 𝜓(0)(𝑠3, 𝑠1, 𝑠2) =

1

2
𝑠3 − 𝑠1 +

5

2
𝑠2,

𝑠1, 𝑠3 ∈ [0, 3], 𝑠2 ∈ [0, 1), 𝑠2 ≤ 𝑠3 ≤ 𝑠1. (4.4)
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Теперь поверим выполнение условия разрешимости (3.1). Принимая
во внимание, что Ω — куб, рассмотрим следующее равенство∫︁∫︁∫︁

Ω

𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)

3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜓(𝑠1, 𝑠3, 𝑠2)

3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

=

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜓(𝑠2, 𝑠1, 𝑠3)
3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜓(𝑠2, 𝑠3, 𝑠1)
3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

=

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜓(𝑠3, 𝑠2, 𝑠1)

3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜓(𝑠3, 𝑠1, 𝑠2)

3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖 =

=
1

6

∫︁∫︁∫︁
Ω

(𝜓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) + 𝜓(𝑠1, 𝑠3, 𝑠2) + 𝜓(𝑠2, 𝑠1, 𝑠3)+

+𝜓(𝑠2, 𝑠3, 𝑠1) + 𝜓(𝑠3, 𝑠2, 𝑠1) + 𝜓(𝑠3, 𝑠1, 𝑠2))
3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖.

Учитывая (4.1)–(4.4) и полагая, что мы находимся в Δ1, имеем

𝑉3(𝑗)𝜓 =
2

3

𝑡∫︁
𝑡−1

𝑡∫︁
𝑡−1

𝑡∫︁
𝑡−1

(𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3)
3∏︁
𝑖=1

𝑑𝑠𝑖, 𝑗 = 1, 6.

Далее найдем 𝑧(𝑡, 0, 0) =
(𝑖)
𝑧 (𝑡, 0, 0), 𝑖 = 1, 6, из (4.1)–(4.3) при 𝜈 = 𝜇 = 0:

𝑧(𝑡, 0, 0) = −𝑡3 + 2.

Теперь мы можем проверить условие (3.1) при 𝑡 ∈ [1, 2):

𝑧(1, 0, 0) = 1− 2

3

1∫︁
0

𝑑𝑠1

1∫︁
0

𝑑𝑠2

1∫︁
0

(𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3)𝑑𝑠3 = 1− 1 ≡ 0.

Таким образом, согласно (3.2), для N(𝑡, 𝜈, 𝜇)) ∈ Δ1 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝜇 ≤
𝜈 ≤ 𝑡− 1, 1 ≤ 𝑡 < 2} получим

𝜓(1)(M1) =
1

2
𝑠1 − 𝑠2 +

5

2
𝑠3, 𝜓

(1)(M2) =
1

2
𝑠2 − 𝑠1 +

5

2
𝑠3,

𝜓(1)(M3) =
1

2
𝑠2 − 𝑠3 +

5

2
𝑠1, 𝜓

(1)(M4) =
1

2
𝑠3 − 𝑠2 +

5

2
𝑠1,

𝜓(1)(M5) =
1

2
𝑠1 − 𝑠3 +

5

2
𝑠2, 𝜓

(1)(M6) =
1

2
𝑠3 − 𝑠1 +

5

2
𝑠2,



82 Е.Д.АНТИПИНА

где M𝑖(𝑝, 𝑞, 𝑟) ∈ Ω
(𝑖)
1 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)), 𝑖 = 1, 6, 𝑠1 = 𝑡, 𝑠2 = 𝑡− 𝜈, 𝑠3 = 𝑡−𝜇.

Поскольку условие согласования (3.4) правой части выполняется, то
𝜓(1) непрерывно в Ω

(𝑖)
1 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)), 𝑖 = 1, 6.

Далее предположим, что N(𝑡, 𝜈, 𝜇)) ∈ Δ2 = {𝑡, 𝜈, 𝜇 : 𝜇 ≤ 𝜈 ≤ 𝑡 −
1, 2 ≤ 𝑡 < 3}, тогда

𝑧(2, 0, 0) = −6 ̸= 2

3

2∫︁
1

𝑑𝑠1

2∫︁
1

𝑑𝑠2

2∫︁
1

(𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3)𝑑𝑠3 = 3.

Следовательно, задача (4.1)–(4.4) не разрешима в классе непрерывных
функций, ограниченных областями Ω

(𝑖)
2 (N(𝑡, 𝜈, 𝜇)), 𝑖 = 1, 6, ввиду того

что условие (3.6) не выполняется.

5. Заключение

В работе рассмотрено решение трехмерного интегрального уравне-
ния Вольтерра I рода, возникающего в задаче идентификации несим-
метричных ядер Вольтерра. Метод получения искомого решения раз-
вивает метод шагов для одномерного случая. Указаны условия согла-
сования, обеспечивающие непрерывность решения. Приведены явные
формулы обращения для выделенного класса интегрального уравнения
с двумя переменными пределами интегрирования. Специфика получен-
ных формул показана на тестовом примере.
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