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Аннотация. Пусть N — множество всех натуральных чисел. Все определения
и результаты рассматривать с учетом разбиения области определения спутников и
направлений. Всякий класс Фиттинга считается 0-кратно веерным классом Фиттин-
га; при n, равном или большим 1, класс Фиттинга называется n-кратно веерным,
если он имеет хотя бы один спутник f, все непустые значения которого являются (n-
1)-кратно веерными классами Фиттинга. Основным результатом работы является
описание n-кратно веерных классов Фиттинга, у которых решетка всех n-кратно
веерных подклассов Фиттинга является булевой. Показано, что такие классы пред-
ставимы в виде прямого разложения атомов решетки. В статье подробно изучены
прямые разложения n-кратно веерных классов Фиттинга. Направление этих клас-
сов является главным, причем берется из отрезка между направлениями полного
и локального классов Фиттинга. Частные результаты для n-кратно полных и n-
кратно локальных классов Фиттинга получены в виде следствий из соответствую-
щих теорем. При доказательстве утверждений использовались методы встречных
включений и математической индукции. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы в дальнейшем изучении булевых решеток n-кратно веерных классов
Фиттинга с направлениями из других промежутков, а также стоуновых решеток
n-кратно веерных классов Фиттинга.
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Abstract. Let N be the set of all natural numbers. Consider all definitions and
results taking into account the partitioning of the area for determining satellites and
directions. An arbitrary Fitting class is considered a 0-multiply fibered Fitting class; for
n equal to or greater than 1, a Fitting class is said to be n-multiply fibered if it has at
least one satellite f, all non-empty values which are (n-1)-multiply fibered Fitting classes.
The main result of this work is a description of n-multiply fibered Fitting classes, for
which the lattice of all n-multiply fibered Fitting subclasses is Boolean. It is shown that
such classes are representable in the form of a direct decomposition of lattice atoms.
In this article, direct decompositions of n-multiply fibered Fitting classes are studied in
detail. The direction of these classes is the main one, and is taken from the segment
between the directions of the complete and local Fitting classes. Particular results for
n-multiply complete and n-multiply local Fitting classes are obtained as corollaries of the
corresponding theorems. When proving the statements, the methods of counter inclusions
and mathematical induction were used. The results obtained can be used in the further
study of Boolean lattices of n–multiply fibered Fitting classes with directions from other
intervals, as well as Stone lattices of n-multiply fibered Fitting classes.
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1. Введение

Исследование таких классов групп, как формации и классы Фиттин-
га, часто сводится к изучению решеток их подклассов. Рассмотрение
свойств решетки помогает описать исследуемый класс групп. Напри-
мер, использование свойства дополняемости в булевой решетке позволи-
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ло изучить строение простейших подклассов (атомов решетки) и полу-
чить представление класса групп с помощью этих подклассов. Основной
вклад в изучение булевых решеток классов групп внес А.Н.Скиба ( [11],
раздел 4.3). Им была введена конструкция прямого разложения класса
групп, помогающая в данных исследованиях.

Ортогональной системой классов [5] называется такая совокупность
{F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} непустых классов групп F𝑗 , что F𝑗 ∩ F𝑘 = (1) для любых
𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐽 . Через ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 обозначается совокупность всех групп
вида 𝐴1 × ...×𝐴𝑡, где 𝐴1 ∈ F𝑗1 , ..., 𝐴𝑡 ∈ F𝑗𝑡 , 𝑗1, . . . , 𝑗𝑡 ∈ 𝐽 .

Булевы решетки различных видов формаций были изучены
А.Н.Скибой, Л.А.Шеметковым, Ю.А.Скачковой, Е.Н.Деминой (см.
[7; 10; 12; 13]). В теории классов Фиттинга этот вопрос исследован
Н.Н.Воробьевым, А.Н.Скибой ( [5]).
𝜎-разбиение области определения спутников локальных формаций

введено А.Н.Скибой ( [16]). Chi Z., В. Г.Сафоновым, А.Н.Скибой были
определены 𝑛-кратно 𝜎-локальные формации и установлены свойства
алгебраичности и модулярности решетки таких формаций ( [14]). В ра-
боте [15] впервые определен 𝜎-локальный класс Фиттинга и описаны его
локальные задания. На основе идеи 𝜎-разбиения автором введены и изу-
чены 𝜔𝜎-веерные классы Фиттинга ( [9]). В работе [8] исследованы спут-
ники и произведения этих классов. Цель данной работы — дать опре-
деление 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерных классов Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙
и изучить их булевы решетки.

Рассматриваются только конечные группы.
P обозначает множество всех простых чисел, ∅ ̸= 𝜔 ⊆ P, 𝜔′ = P ∖ 𝜔,

𝜋(𝐺) обозначает множество всех различных простых делителей порядка
группы 𝐺; G обозначает класс всех конечных групп, G𝜔 и G𝜔′ — класс
всех 𝜔- и 𝜔′-групп соответственно, 𝜔-группа — группа 𝐺, где 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜔;
𝜎 = {𝜎𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, где 𝜎𝑖 ̸= ∅ для любого 𝑖 ∈ 𝐼, P = ∪𝑖∈𝐼𝜎𝑖 и 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅
для всех 𝑖 ̸= 𝑗 ( [16]), 𝜔𝜎 = {𝜔 ∩ 𝜎𝑖 | 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ̸= ∅}, 𝜔𝜎(𝐺) = {𝜔 ∩ 𝜎𝑖 |
𝜔∩𝜎𝑖∩𝜋(𝐺) ̸= ∅}, 𝜔𝜎(F) = {𝜔𝜎(𝐺) | 𝐺 ∈ F} для любого класса групп F.

Функция 𝑓 : 𝜔𝜎 ∪ {𝜔′} → {классы Фиттинга групп}, где 𝑓(𝜔′) ̸=
∅, называется 𝜔𝜎𝑅-функцией; функция 𝜙 : 𝜔𝜎 ∪ {𝜔′} → {непустые
формации Фиттинга} называется 𝜔𝜎𝐹𝑅-функцией. 𝜔𝜎𝐹𝑅–функции 𝜙0

и 𝜙1 определяются следующим образом: 𝜙0(𝜔
′) = G𝜔, 𝜙0(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) =

G(𝜔∩𝜎𝑖)′ для любого 𝜔∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎; 𝜙1(𝜔
′) = G𝜔, 𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = G𝜔∩𝜎𝑖G(𝜔∩𝜎𝑖)′

для любого 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎.
Класс Фиттинга F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) = (𝐺 : 𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓(𝜔′) и 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈

𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) для всех 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(𝐺)), где 𝑓 — 𝜔𝜎𝑅-функция, 𝜙 — 𝜔𝜎𝐹𝑅-
функция, называется 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с 𝜔𝜎-спутником 𝑓
и 𝜔𝜎-направлением 𝜙. 𝜔𝜎-спутник 𝑓 класса Фиттинга F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙)
называется внутренним, если 𝑓(𝜔′) ⊆ F и 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ F для любого 𝜔 ∩
𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎. Класс Фиттинга F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) называется 𝜔𝜎-полным классом
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Фиттинга и обозначается F = 𝜔𝜎𝐴𝑅(𝑓), если 𝜙 = 𝜙0; 𝜔𝜎-локальным
классом Фиттинга и обозначается F = 𝜔𝜎𝐿𝑅(𝑓), если 𝜙 = 𝜙1.

Пусть 𝜇1 и 𝜇2 — произвольные 𝜔𝜎𝑅-функции (𝜔𝜎𝐹𝑅-функции). По-
лагаем, что 𝜇1 ≤ 𝜇2, если 𝜇1(𝜔′) ⊆ 𝜇2(𝜔

′) и 𝜇1(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ 𝜇2(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) для
всех 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎. ( [9])
𝜔𝜎-направление 𝜙 𝜔𝜎-веерного класса Фиттинга называется глав-

ным, если 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑖)G(𝜔∩𝜎𝑖)′ = 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) для всех 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎. ( [8])

2. Основная часть

Лемма 1. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система классов
Фиттинга, причем F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), где 𝑓𝑗 — внутренний 𝜔𝜎-спутник
F𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , и 𝜙 — главное 𝜔𝜎–направление, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1. Если F =
⊗𝑗∈𝐽F𝑗, то F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), где

𝑓(𝜔′) = F,
𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗),

𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = ∅, если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎 ∖
(︀
∪𝑗∈𝐽𝜔𝜎(F𝑗)

)︀
.

Доказательство. Пусть H = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), где 𝑓 — 𝜔𝜎𝑅-функция, описан-
ная в заключении леммы.

1. Покажем, что H ⊆ F. Допустим противное, и пусть 𝐺 — группа
наименьшего порядка из H ∖ F. Тогда 𝐺 — комонолитическая с комоно-
литом 𝑀 = 𝐺F.

Так как 𝐺 ∈ H = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), то 𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓(𝜔′) = F. Следовательно,
𝑂𝜔(𝐺) ⊆ 𝐺F =𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂𝜔(𝐺)/𝑀/𝑂𝜔(𝐺) ∈ G𝜔.

Пусть 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(𝐺/𝑀) ⊆ 𝜔𝜎(𝐺). Так как 𝐺 ∈ H = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), то
𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), т. е. 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ̸= ∅. Тогда существует такое 𝑗 ∈ 𝐽 ,
что 𝜔∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗), 𝑓(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝑓𝑗(𝜔∩𝜎𝑖) и 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓𝑗(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ F𝑗 ⊆ F.

Так как 𝜙 ≤ 𝜙1, то 𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ 𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = G𝜔∩𝜎𝑖G(𝜔∩𝜎𝑖)′ . По лемме 1
пункт 1) [4] получаем 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆𝑀 . По лемме 1 пункт 7) [4]
имеем 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝐺G𝜔∩𝜎𝑖G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ = (𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)
′ )G𝜔∩𝜎𝑖 . Если 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ̸= 𝐺,
то 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ⊆ 𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)
′/𝑀/𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ∈ G(𝜔∩𝜎𝑖)′ . Проти-
воречие. Следовательно, 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ = 𝐺. Значит, 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝐺G𝜔∩𝜎𝑖 =
𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ⊆𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺)/𝑀/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ∈ G𝜔∩𝜎𝑖 .

В силу леммы 3 пункт 2) [9] можем считать, что 𝑓𝑗(𝜔′) = F𝑗 . Учиты-
вая рассуждения, проведенные выше, получаем, что

𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) = 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖).

Так как G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ G𝜔, то по лемме 1 пункт 1) [4] 𝑂𝜔(𝐺) ⊆ 𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ∈
𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ F𝑗 = 𝑓𝑗(𝜔

′).
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Пусть 𝜔 ∩ 𝜎𝑘 ∈ 𝜔𝜎(𝐺) ∖ {𝜔 ∩ 𝜎𝑖}. Так как 𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) = 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆
𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖), то

𝐺/𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∼= 𝐺/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺)/𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖)/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ∈ G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ G(𝜔∩𝜎𝑘)′

и 𝜔∩𝜎𝑘 ∈ 𝜔𝜎(𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖)). Так как 𝜙 является главным 𝜔𝜎-направлением,
то 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑘)G(𝜔∩𝜎𝑘)′ = 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑘) и по лемме 1 пункт 9) [4] получаем
𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) = (𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖))𝜙(𝜔∩𝜎𝑘). Из 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙) следует,
что (𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖))𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) ∈ 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑘). Поэтому получаем, что 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) ∈
𝑓𝑗(𝜔∩𝜎𝑘) и по определению 𝐺 ∈ F𝑗 ⊆ F. Противоречие. Следовательно,
H ⊆ F.

2. Покажем, что F ⊆ H. Допустим противное, и пусть 𝐺 — группа
наименьшего порядка из F ∖ H. Тогда 𝐺 — комонолитическая с комо-
нолитом 𝑀 = 𝐺H. Из 𝐺 ∈ F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 следует, что существует такое
𝑗 ∈ 𝐽 , что 𝐺 ∈ F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙). Тогда для всех 𝜔∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(𝐺) ⊆ 𝜔𝜎(F𝑗)

имеем 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖). Кроме того, так как 𝐺 ∈ F,
𝑂𝜔(𝐺)▷𝐺 и F — класс Фиттинга, то 𝑂𝜔(𝐺) ∈ F = 𝑓(𝜔′). Таким образом,
𝐺 ∈ 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) = H. Противоречие. Следовательно, F ⊆ H.

Из 1) и 2) получаем, что F = H.
Лемма доказана.

Пусть 𝑛 ∈ N, N — множество всех натуральных чисел. Следуя [6;
14] произвольный класс Фиттинга будем считать 0-кратно 𝜔𝜎-веерным
классом Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. При 𝑛 > 1 класс Фиттинга
F назовем 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным с 𝜔𝜎-направлением 𝜙, если F имеет
хотя бы один 𝜔𝜎-спутник 𝑓 , все непустые значения которого являются
(𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-веерными классами Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙.
Коротко, 𝑓 будем называть (𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-спутником.

Лемма 2. Каждый 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-на-
правлением 𝜙 является (𝑛−1)-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга
с 𝜔𝜎-направлением 𝜙 для любого 𝑛 ∈ N.

Доказательство. Проведем индукцию по кратности 𝑛.
Пусть 𝑛 = 1 и F — 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением

𝜙. Тогда по определению 1 [9] F — класс Фиттинга и по определению
кратности F— 0-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением
𝜙. Следовательно, утверждение леммы выполнено.

Пусть 𝑛 > 1 и утверждение леммы выполняется для всех натураль-
ных чисел, меньших 𝑛.

Если F — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением
𝜙, то по определению кратности F имеет хотя бы один 𝜔𝜎-спутник 𝑓 ,
все непустые значения которого являются (𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-веерными
классами Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. По предположению индукции
все непустые значения 𝑓 являются (𝑛−2)-кратно 𝜔𝜎-веерными классами
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Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Тогда по определению кратности F —
(𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть F𝑗 — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга c (𝑛−
1)-кратно 𝜔𝜎-спутником 𝑓𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , и 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Тогда F =
∩𝑗∈𝐽F𝑗 является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с (𝑛 − 1)-
кратно 𝜔𝜎-спутником 𝑓 = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗 и 𝜔𝜎-направлением 𝜙 для любого
𝑛 ∈ N.

Доказательство. Проведем индукцию по кратности 𝑛.
Пусть 𝑛 = 1. Тогда утверждение леммы выполнено ввиду леммы

1 [8].
Пусть 𝑛 > 1 и утверждение леммы выполняется для всех натураль-

ных чисел, меньших 𝑛.
Если F𝑗 — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга c (𝑛 − 1)-кратно

𝜔𝜎-спутником 𝑓𝑗 , и 𝜔𝜎-направлением 𝜙, то F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), 𝑗 ∈ 𝐽 . По
лемме 1 [8] F = ∩𝑗∈𝐽F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) и 𝑓 = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗 . По предположению
индукции все непустые значения значения 𝜔𝜎-спутника 𝑓 являются (𝑛−
1)-кратно 𝜔𝜎-веерными классами Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Тогда
по определению кратности F — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с
(𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-спутником 𝑓 = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗 и 𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система классов
Фиттинга и F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗. Если F𝑗 является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным
классом Фиттинга с главным 𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1, 𝑗 ∈ 𝐽 ,
то F также является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с тем
же 𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Доказательство. Проведем индукцию по кратности 𝑛.
Случай 𝑛 = 0 доказан в теореме 3.2.14 [3].
Пусть 𝑛 = 1. Тогда F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙). По лемме 3 пункт 1) [9] F𝑗 =

𝜔𝜎𝑅(𝑔𝑗 , 𝜙), где 𝑔𝑗(𝜔′) = 𝑓𝑗(𝜔
′)∩F𝑗 и 𝑔𝑗(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝑓𝑗(𝜔∩𝜎𝑖)∩F𝑗 для всех

𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎, т.е. F𝑗 обладает внутренним 𝜔𝜎-спутником 𝑔𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Тогда
по лемме 1 получаем, что F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 — 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с
𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Пусть 𝑛 > 1 и утверждение теоремы выполняется для всех натураль-
ных чисел, меньших 𝑛.

Если F𝑗 — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением
𝜙, то F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), где 𝑓𝑗 — (𝑛−1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F𝑗 . По лемме 3
пункт 1) [9] F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑔𝑗 , 𝜙), где 𝑔𝑗 — внутренний 𝜔𝜎-спутник F𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 .
Используя лемму 1, получаем, что F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑔, 𝜙), где

𝑔(𝜔′) = F,
𝑔(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑔𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗),
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𝑔(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = ∅, если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎 ∖
(︀
∪𝑗∈𝐽𝜔𝜎(F𝑗)

)︀
.

По лемме 2 F𝑗 — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-
направлением 𝜙. Тогда по предположению индукции F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 также
является (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с 𝜔𝜎-направ-
лением 𝜙. Кроме того, так как 𝑓𝑗 — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F𝑗 , то
по лемме 3 𝑔𝑗 — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Таким образом,
получаем, что все непустые значения 𝜔𝜎-спутника 𝑔 — (𝑛 − 1)-кратно
𝜔𝜎-веерные классы Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Следовательно, по
определению кратности F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным
классом Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Теорема доказана.

Лемма 4. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система классов
Фиттинга, 𝜔𝜎(F𝑗)∩𝜔𝜎(F𝑙) = ∅ для любых 𝑗 ̸= 𝑙, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 , и F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗.
Если F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), где 𝑓 — внутренний 𝜔𝜎-спутник F, 𝜙 — главное
𝜔𝜎–направление, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1, то F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), где

𝑓𝑗(𝜔
′) = F𝑗,

𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗),
𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = ∅, если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎 ∖ 𝜔𝜎(F𝑗).

Доказательство. Пусть H𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), где 𝑓𝑗 — 𝜔𝜎𝑅-функция, опи-
санная в заключении леммы, 𝑗 ∈ 𝐽 .

1) Покажем, что H𝑗 ⊆ F𝑗 . Допустим противное, и пусть 𝐺 — груп-
па наименьшего порядка из H𝑗 ∖ F𝑗 . Тогда 𝐺 — комонолитическая с
комонолитом 𝑀 = 𝐺F𝑗 .

Так как 𝐺 ∈ H𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙), то 𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓𝑗(𝜔
′) = F𝑗 . Следователь-

но, 𝑂𝜔(𝐺) ⊆ 𝐺F𝑗 =𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂𝜔(𝐺)/𝑀/𝑂𝜔(𝐺) ∈ G𝜔.
Пусть 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(𝐺/𝑀) ⊆ 𝜔𝜎(𝐺). Так как 𝐺 ∈ H𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙),

то 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), т. е. 𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ̸= ∅. Тогда 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗),
𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) и 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖).

Так как 𝜙 ≤ 𝜙1, то 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ 𝜙1(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = G𝜔∩𝜎𝑖G(𝜔∩𝜎𝑖)′ . По лемме
1 пункт 1) [4] получаем 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖). По лемме 1 пункт 7) [4]
имеем 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝐺G𝜔∩𝜎𝑖G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ = (𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)
′ )G𝜔∩𝜎𝑖 . Если 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ̸= 𝐺,
то 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ⊆ 𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)
′/𝑀/𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ ∈ G(𝜔∩𝜎𝑖)′ . Проти-
воречие. Следовательно, 𝐺G(𝜔∩𝜎𝑖)

′ = 𝐺. Значит, 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) = 𝐺G𝜔∩𝜎𝑖 =
𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺).

В силу леммы 3 пункт 2) [9] можем считать, что 𝑓(𝜔′) = F. Учитывая
рассуждения, проведенные выше, получаем, что

𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) = 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆ 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ F.

Так как G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ G𝜔, то по лемме 1 пункт 1) [4] 𝑂𝜔(𝐺) ⊆ 𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ∈
𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ⊆ F = 𝑓(𝜔′).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 40. С. 34–48



БУЛЕВЫ РЕШЕТКИ 𝑛-КРАТНО 𝜔𝜎-ВЕЕРНЫХ КЛАССОВ ФИТТИНГА 41

Пусть 𝜔 ∩ 𝜎𝑘 ∈ 𝜔𝜎(𝐺) ∖ {𝜔 ∩ 𝜎𝑖}. Так как 𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) = 𝐺𝜙1(𝜔∩𝜎𝑖) ⊆
𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖), то

𝐺/𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∼= 𝐺/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺)/𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖)/𝑂𝜔∩𝜎𝑖(𝐺) ∈ G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ G(𝜔∩𝜎𝑘)′

и 𝜔∩𝜎𝑘 ∈ 𝜔𝜎(𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖)). Так как 𝜙 является главным 𝜔𝜎-направлением,
то 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑘)G(𝜔∩𝜎𝑘)′ = 𝜙(𝜔 ∩ 𝜎𝑘) и по лемме 1 пункт 9) [4] получаем
𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) = (𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖))𝜙(𝜔∩𝜎𝑘). Из 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) следует, что
(𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖))𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) ∈ 𝑓(𝜔∩𝜎𝑘). Поэтому получаем, что𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑘) ∈ 𝑓(𝜔∩𝜎𝑘)
и по определению 𝐺 ∈ F. Так как F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 , то, ввиду комонолитично-
сти группы 𝐺 существует такое 𝑙 ∈ 𝐽 , что 𝐺 ∈ F𝑙. Тогда 𝜔𝜎(𝐺) ⊆ 𝜔𝜎(F𝑙).
Пусть 𝑗 ̸= 𝑙. Тогда 𝜔 ∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗)∩𝜔𝜎(F𝑙) = ∅. Противоречие. Значит,
𝑗 = 𝑙 и 𝐺 ∈ F𝑗 . Противоречие. Следовательно, H𝑗 ⊆ F𝑗 .

2) Покажем, что F𝑗 ⊆ H𝑗 . Допустим противное, и пусть 𝐺 — группа
наименьшего порядка из F𝑗 ∖ H𝑗 . Тогда 𝐺 — комонолитическая с ко-
монолитом 𝑀 = 𝐺H𝑗 . Из 𝐺 ∈ F𝑗 ⊆ F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙) следует, что для
всех 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(𝐺) ⊆ 𝜔𝜎(F𝑗) имеет место 𝐺𝜙(𝜔∩𝜎𝑖) ∈ 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) =
𝑓𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖). Кроме того, так как 𝐺 ∈ F𝑗 , 𝑂𝜔(𝐺) ▷ 𝐺 и F𝑗 — класс Фит-
тинга, то 𝑂𝜔(𝐺) ∈ F𝑗 = 𝑓𝑗(𝜔

′). Таким образом, 𝐺 ∈ 𝜔𝜎𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙) = H𝑗 .
Противоречие. Следовательно, F𝑗 ⊆ H𝑗 .

Из 1) и 2) получаем, что F𝑗 = H𝑗 .
Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система классов
Фиттинга, 𝜔𝜎(F𝑗)∩𝜔𝜎(F𝑙) = ∅ для любых 𝑗 ̸= 𝑙, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 , и F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗.
Если F является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с главным
𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1, то F𝑗 также является 𝑛-кратно
𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с тем же 𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Доказательство. Проведем индукцию по кратности 𝑛.
Пусть 𝑛 = 0. Тогда F — 0-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-

направлением 𝜙. Так как по условию F𝑗 — непустой класс Фиттинга, то
по определению кратности F𝑗 — 0-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга
с 𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝑗 ∈ 𝐽 , и утверждение теоремы выполнено.

Пусть 𝑛 = 1. Тогда F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙). По лемме 3 пункт 1) [9] F =
𝜔𝜎𝑅(𝑔, 𝜙), где 𝑔(𝜔′) = 𝑓(𝜔′) ∩ F и 𝑔(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ∩ F для всех
𝜔∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎, т.е. F обладает внутренним 𝜔𝜎-спутником 𝑔. Тогда по лемме
4 получаем, что F𝑗 — 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением
𝜙.

Пусть 𝑛 > 1 и утверждение теоремы выполняется для всех натураль-
ных чисел, меньших 𝑛.

Если F — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением
𝜙, то F = 𝜔𝜎𝑅(𝑓, 𝜙), где 𝑓 — (𝑛− 1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F. По лемме 3
пункт 1) [9] F = 𝜔𝜎𝑅(𝑔, 𝜙), где 𝑔 — внутренний 𝜔𝜎-спутник F. Используя
лемму 4, получаем, что F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅(𝑔𝑗 , 𝜙), где
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𝑔𝑗(𝜔
′) = F𝑗 ,

𝑔𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = 𝑔(𝜔 ∩ 𝜎𝑖), если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗),
𝑔𝑗(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) = ∅, если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎 ∖ 𝜔𝜎(F𝑗).

По лемме 2 F — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-нап-
равлением 𝜙. Тогда по предположению индукции F𝑗 также является
(𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙,
𝑗 ∈ 𝐽 . Кроме того, так как 𝑓 — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F, то по
лемме 3 𝑔 — (𝑛 − 1)-кратно 𝜔𝜎-спутник F. Таким образом, получаем,
что все непустые значения 𝜔𝜎-спутника 𝑔𝑗 — (𝑛−1)-кратно 𝜔𝜎-веерные
классы Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Следовательно, по определению
кратности F𝑗 является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с 𝜔𝜎-
направлением 𝜙, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Теорема доказана.

Так как 𝜔𝜎-направление 𝜙0 𝜔𝜎-полного класса Фиттинга является
главным, то из теорем 1 и 2 получаем

Следствие 1. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система клас-
сов Фиттинга, 𝜔𝜎(F𝑗) ∩ 𝜔𝜎(F𝑙) = ∅ для любых 𝑗 ̸= 𝑙, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 , и
F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗. Тогда F является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-полным классом Фит-
тинга тогда и только тогда, когда F𝑗 является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-полным
классом Фиттинга, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Лемма 5. Пусть F ̸= ∅ — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-локальный класс Фиттинга.
Если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F), то G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F.

Доказательство. Согласно лемме 3 пункт 1 [9] F обладает внутренним
𝜔𝜎-спутником 𝑓 . Тогда по лемме 2 пункт 1 [8] 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖)G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F для
всех 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎.

Если 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F), то 𝑓(𝜔 ∩ 𝜎𝑖) ̸= ∅, а значит, G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ 𝑓(𝜔 ∩
𝜎𝑖)G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F.

Лемма доказана.

Следствие 2. Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — ортогональная система классов
Фиттинга и F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗. Тогда F является 𝑛-кратно 𝜔𝜎-локальным
классом Фиттинга тогда и только тогда, когда F𝑗 является 𝑛-кратно
𝜔𝜎-локальным классом Фиттинга, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Доказательство. Покажем, что 𝜔𝜎(F𝑗) ∩ 𝜔𝜎(F𝑙) = ∅ для любых 𝑗 ̸= 𝑙,
𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 . Допустим противное, и пусть 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗) ∩ 𝜔𝜎(F𝑙) для
некоторых 𝑗 ̸= 𝑙, 𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 .

Так как 𝜔 ∩ 𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑗), то по лемме 5 G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F𝑗 . Аналогично, так
как 𝜔∩𝜎𝑖 ∈ 𝜔𝜎(F𝑙), то G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F𝑙. Получаем, что G𝜔∩𝜎𝑖 ⊆ F𝑗 ∩F𝑙 = (1).
Противоречие. Таким образом, 𝜔𝜎(F𝑗) ∩ 𝜔𝜎(F𝑙) = ∅ для любых 𝑗 ̸= 𝑙,
𝑗, 𝑙 ∈ 𝐽 .

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 40. С. 34–48
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Тогда, поскольку 𝜔𝜎-направление 𝜙1 𝜔𝜎-локального класса Фиттин-
га является главным, утверждение следствия вытекает из теорем 1 и
2.

Пусть F — произвольный 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-
направлением 𝜙. Через 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F) обозначим решетку всех его 𝑛-кратно
𝜔𝜎-веерных подклассов Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙.

Пересечение всех 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерных классов Фиттинга с
𝜔𝜎-направлением 𝜙, содержащих непустой класс групп X, обозначим
𝜔𝜎𝑅𝑛(X, 𝜙) и назовем 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерным классом Фиттинга с 𝜔𝜎-
направлением 𝜙, порожденным X.

Далее рассмотрим необходимые понятия общей теории решеток [1]
относительно решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F).
𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга H с 𝜔𝜎-направлением 𝜙

класса F называется дополняемым в решетке 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), если существует
такой 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга K с 𝜔𝜎-направлением 𝜙
из F, что H ∩ K = (1), F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙). Решетка 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F) назы-
вается дистрибутивной, если для любых классов T, H, K ∈ 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F)
выполняется тождество

T ∩ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙) = 𝜔𝜎𝑅𝑛((T ∩ H) ∪ (T ∩ K), 𝜙).

Булевой решеткой называется дистрибутивная решетка с дополне-
ниями.

Элемент K называется атомом решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), если K покрывает
(1), т. е. не существует такого M ∈ 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), что (1) ⊂ M ⊂ K.

Лемма 6. Пусть F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех ато-
мов решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F). Если T ̸= ∅ — произвольный неединичный
𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга c 𝜔𝜎-направлением 𝜙 в F, то
во множестве 𝐽 найдется такое подмножество 𝐽1, что T = ⊗𝑗∈𝐽1F𝑗.

Доказательство. По следствию 3.2.8 [3] T = ⊗𝑗∈𝐽(T ∩ F𝑗). Так как
F𝑗 — атом решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), то T ∩ F𝑗 ∈ {(1),F𝑗}. Пусть 𝐽1 — такое
подмножество в 𝐽 , что 𝑗 ∈ 𝐽1 тогда и только тогда, когда T ∩ F𝑗 = F𝑗 .
Тогда T = ⊗𝑗∈𝐽1F𝑗 .

Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный класс
Фиттинга с главным 𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1. Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F).

Доказательство. Покажем, что из 1) следует 2). Пусть {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽}
— набор всех атомов решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F) и H = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 . Так как F𝑗 ⊆ F
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и F замкнут относительно произведений нормальных F-подгрупп, то
получаем, что H = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 ⊆ F. По теореме 1 H — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный
подкласс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙, т.е. H ∈ 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F). Покажем,
что F ⊆ H. Допустим противное, и пусть 𝐺 — группа наименьшего
порядка из F ∖H. Тогда H ⊂ F и 𝐺 — комонолитическая с комонолитом
𝑀 = 𝐺H. Так как булева решетка является решеткой с дополнениями,
то в F найдется такой 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга K с
𝜔𝜎-направлением 𝜙, что H ∩ K = (1) и F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙). Учитывая
теорему 1, получаем, что F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙) = H ⊗ K. Так как 𝐺 —
комонолитическая группа, то 𝐺 ∈ H или 𝐺 ∈ K. В первом случае имеем
противоречие. Если 𝐺 ∈ K, то𝑀 ∈ K, а следовательно,𝑀 ∈ H∩K = (1).
Значит, 𝐺 — простая группа.

Покажем, что 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) является атомом решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F). До-
пустим противное, и пусть M — неединичный 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный
подкласс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙 и (1) ⊂ M ⊂ 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) ⊆
F. Так как булева решетка является решеткой с дополнениями, то в
F найдется такой 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга L с 𝜔𝜎-
направлением 𝜙, что M ∩ L = (1) и F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(M ∪ L, 𝜙) = M ⊗ L.
Так как 𝐺 ̸∈ M, 𝐺 ∈ F и 𝐺 — простая группа, то 𝐺 ∈ L. Тогда (1) ⊂
M ⊂ 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) ⊆ L и M ∩ L ̸= (1). Противоречие. Следовательно,
𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) — атом решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F).

Таким образом 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) = F𝑗 для некоторого 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝐺 ∈ F𝑗 ⊆ H.
Противоречие. Значит, F = H.

Покажем, что из 2) следует 1). Для начала докажем, что 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F)
— решетка с дополнениями. Пусть T — произвольный неединичный 𝑛-
кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙 из F. Тогда
по лемме 6 существует набор {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽1} атомов решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F),
что T = ⊗𝑗∈𝐽1F𝑗 . Пусть 𝐽2 = 𝐽 ∖ 𝐽1 и H = ⊗𝑗∈𝐽2F𝑗 . Покажем, что
H — дополнение к T в решетке 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F). По теореме 1 H — 𝑛-кратно
𝜔𝜎-веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Кроме того, из за-
мкнутости класса Фиттинга F относительно произведений нормальных
F-подгрупп, получаем, что H ⊆ F.

Пусть T∩H ̸= (1). По лемме 3 T∩H — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс
Фиттинга в F с 𝜔𝜎-направлением 𝜙. Тогда по лемме 6 существует набор
{F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽3} атомов решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), что T ∩ H = ⊗𝑗∈𝐽3F𝑗 . Для
любого 𝑗 ∈ 𝐽3 имеем F𝑗 ⊆ T, а следовательно, 𝑗 ∈ 𝐽1. Аналогично, для
любого 𝑗 ∈ 𝐽3 имеем F𝑗 ⊆ H, а следовательно, 𝑗 ∈ 𝐽2. Но 𝐽1 ∩ 𝐽2 = ∅ и
𝐽1 ∪ 𝐽2 = 𝐽 . Противоречие. Таким образом, T ∩ H = (1).

Покажем, что F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∪H, 𝜙). Действительно, из T ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∪
H, 𝜙) и H ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∩H, 𝜙) в силу замнутости класса Фиттинга 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∪
H, 𝜙) относительно произведений нормальных 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∪H, 𝜙)-подгрупп,
получаем, что

F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 = (⊗𝑗∈𝐽1F𝑗)⊗ (⊗𝑗∈𝐽2F𝑗) = T⊗ H ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛(T ∪ H, 𝜙).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 40. С. 34–48
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Обратно, так как T ⊆ F и H ⊆ F, а значит, T∪H ⊆ F, и F — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-
веерный класс Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙, то 𝜔𝜎𝑅𝑛(T ∪ H, 𝜙) ⊆ F.
Следовательно, F = 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∪H, 𝜙). Таким образом, 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F)— решетка
с дополнениями.

Докажем дистрибутивность решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F). Пусть T, H и K —
произвольные 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерные подклассы Фиттинга с 𝜔𝜎-направ-
лением 𝜙 из F. Применяя лемму 3, непосредственно получаем включе-
ние

𝜔𝜎𝑅𝑛((T∩H)∪ (T∩K), 𝜙) = 𝜔𝜎𝑅𝑛(T∩ (H∪K), 𝜙) ⊆ T∩𝜔𝜎𝑅𝑛(H∪K, 𝜙).

Действительно, T ∩ (H ∪ K) ⊆ T, T ∩ (H ∪ K) ⊆ H ∪ K ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪
K, 𝜙). Следовательно, T ∩ (H ∪ K) ⊆ T ∩ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙). По лемме 3
T ∩ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙). — 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерный подкласс Фиттинга в F с
𝜔𝜎-направлением 𝜙. Тогда 𝜔𝜎𝑅𝑛(T ∩ (H ∪ K), 𝜙) ⊆ T ∩ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙).

Предположим, что обратное включение неверно и 𝐺 — группа наи-
меньшего порядка из T ∩ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙) ∖ 𝜔𝜎𝑅𝑛((T ∩ H) ∪ (T ∩ K), 𝜙).
Тогда 𝐺 — комонолитическая группа. Поскольку 𝐺 ∈ T ⊆ F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗 ,
то существует такое 𝑗 ∈ 𝐽 , что 𝐺 ∈ F𝑗 и 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙) ⊆ F𝑗 . Так как F𝑗 —
атом решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), то F𝑗 = 𝜔𝜎𝑅𝑛(𝐺,𝜙). Из 𝐺 ∈ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙)
получаем, что F𝑗 ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙). По лемме 6 существуют такие
наборы {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽1}, {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽2} атомов решетки 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F), что
H = ⊗𝑗∈𝐽1F𝑗 , K = ⊗𝑗∈𝐽2F𝑗 . Учитывая теорему 1, получаем, что F𝑗 ⊆
𝜔𝜎𝑅𝑛(H ∪ K, 𝜙) ⊆ ⊗𝑗∈𝐽1∪𝐽2F𝑗 . Значит, F𝑗 ⊆ H или F𝑗 ⊆ K. Тогда
𝐺 ∈ F𝑗 ⊆ H или 𝐺 ∈ F𝑗 ⊆ K, т. е. 𝐺 ∈ H ∪ K. Следовательно,

𝐺 ∈ T ∩ (H ∪ K) = (T ∩ H) ∪ (T ∩ K) ⊆ 𝜔𝜎𝑅𝑛((T ∩ H) ∪ (T ∩ K), 𝜙).

Противоречие. Таким образом, 𝜔𝜎𝑅𝑛𝜙(F) — дистрибутивная решетка, а
значит, учитывая доказанное выше, булева.

Теорема доказана.

Следствие 3. Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔𝜎-полный класс
Фиттинга. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝜔𝜎𝐴𝑛(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝜎𝐴𝑛(F).

Следствие 4. Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔𝜎-локальный класс
Фиттинга. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝜔𝜎𝐿𝑛(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝜎𝐿𝑛(F).

Следствие 5. Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔-веерный класс
Фиттинга с главным 𝜔-направлением 𝜙, 𝜙0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜙1. Тогда следую-
щие условия эквивалентны:
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1) решетка 𝜔𝑅𝑛𝜙(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝑅𝑛𝜙(F).

Следствие 6. Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔-полный класс
Фиттинга. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝜔𝐴𝑛(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝐴𝑛(F).

Следствие 7. [4] Пусть F — неединичный 𝑛-кратно 𝜔-локальный
класс Фиттинга. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝜔𝐿𝑛(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки

𝜔𝐿𝑛(F).

Следствие 8. [5] Пусть F — неединичный 𝑛-кратно локальный класс
Фиттинга. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) решетка 𝐿𝑛(F) булева;
2) F = ⊗𝑗∈𝐽F𝑗, где {F𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} — набор всех атомов решетки 𝐿𝑛(F).

Замечание 1. Следствия 3, 4 получаются из теоремы 3 при 𝜙 = 𝜙0

и 𝜙 = 𝜙1 соответственно. Следствие 5 получено из теоремы 3 в случае,
когда 𝜎 = {{2}, {3}, . . . }. Следствия 6, 7 вытекают тогда из следствия
5 при 𝜙 = 𝜙0 и 𝜙 = 𝜙1 соответственно. Из следствия 7 при 𝜔 = P имеем
следствие 8.

3. Заключение

В работе описаны 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерные классы Фиттинга с 𝜔𝜎-нап-
равлением 𝜙, у которых решетка всех 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерных подклассов
Фиттинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙 является булевой. Эти классы удалось
представить с помощью прямого разложения атомов решетки. Вызыва-
ет интерес решение следующих вопросов в дальнейших исследованиях:

1) изучение булевых решеток 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерных классов Фиттин-
га с 𝜔𝜎-направлением 𝜙, 𝜙 > 𝜙1;

2) изучение стоуновых решеток 𝑛-кратно 𝜔𝜎-веерных классов Фит-
тинга с 𝜔𝜎-направлением 𝜙.
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