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Аннотация. В работе представлен один из классов управляемых систем, способных
к изменению своей структуры в течение времени. Общее название подобных систем
— гибридные, в статье же рассматриваются так называемые дискретно-непрерывные
системы, содержащие параметры. По своей сути это двухуровневая иерархическая
модель. Верхний уровень модели представлен дискретной системой, а на нижнем
в порядке очереди действуют непрерывные управляемые системы. Все указанные
системы содержат параметры и связаны общей целью, роль которой выполняет
функционал.

Гибридные системы в последние десятилетия — предмет активного исследования
как самих систем, так и широкого спектра задач для них, разнообразными методами,
отражающими взгляды научных школ и направлений. При этом в исследовани-
ях представлен самый разнообразный математический аппарат. В данном случае
используется обобщение аппарата достаточных условий оптимальности Кротова,
преимущество которого состоит в возможности сохранения классических предпо-
ложений о свойствах объектов, фигурирующих в постановке задачи оптимального
управления.

Для рассматриваемой в работе задачи оптимального управления для дискретно-
непрерывных систем с параметрами предложен аналог достаточных условий опти-
мальности Кротова. Сформулированы две теоремы. На основе последних построен
простой в реализации алгоритм улучшения управления и параметров. Приведена
теорема о его сходимости по функционалу. Этот алгоритм содержит для сопряжен-
ных переменных векторную систему линейных уравнений, всегда имеющую реше-
ние, что гарантирует и решение исходной задачи. Приводится апробация алгоритма
на иллюстративном примере, представлены расчеты и графики.
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Abstract. The paper presents one of the classes of controlled systems capable of chang-
ing their structure over time. The general name for such systems is hybrid. In the article
it is discusses the so-called discrete-continuous systems containing parameters. It is a
two-level hierarchical model. The upper level of this model is represented by a discrete
system. At the lower level continuous controlled systems operate in turn. All these
systems contain parameters and are linked by the functional.
In recent decades hybrid systems have been the subject of active research both of the
systems themselves and of a wide range of problems for them, using various methods that
reflect the views of scientific schools and directions. At the same time the most diverse
mathematical apparatus is presented in the research. In this case a generalization of
Krotov’s sufficient optimality conditions is used. Their advantage is the possibility of
preserving the classical assumptions about the properties of objects that appear in the
formulation of the optimal control problem.
For the optimal control problem considered in this paper for discrete-continuous systems
with parameters an analogue of Krotov’s sufficient optimality conditions is proposed.
Two theorems are formulated. On their base an easy-to-implement algorithm for improv-
ing control and parameters is built. A theorem on its functional convergence is given.
This algorithm contains a vector system of linear equations for conjugate variables, which
always has a solution. It is guarantees a solution to the original problem. The algorithm
is tested on an illustrative example. Calculations and graphs are presented.
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1. Введение

Управляемые системы, особенностью которых является способность
изменять структуру своего описания с течением времени, имеют самый
разнообразный характер, широко представлены как на практике, так и
в литературе. Укажем лишь некоторые наиболее характерные из них [2;
3; 5; 11; 16; 17; 19], объединенные общим термином гибридные системы.
Один из подходов, позволяющих оставаться в рамках классических для
задач оптимального управления предположениях о свойствах перемен-
ных состояния и управления, отталкивается от абстрактной модели
многошаговых управляемых процессов, предложенной Кротовым [9].
Модификация этой модели и достаточных условий оптимальности то-
го же автора позволила провести декомпозицию неоднородной систе-
мы на однородные подсистемы и построить двухуровневую иерархиче-
скую модель [5], получившую название дискретно-непрерывной систе-
мы (ДНС). Развитие указанного аппарата дало возможность исследо-
вать неоднородные дискретные системы [13] и привело к построению
аналогов алгоритмов оптимизации [5; 7; 14; 15; 18], разработанных для
однородных систем, под которыми понимаются системы со стабиль-
ной структурой, исследуемые в рамках традиционных представлений
теории оптимального управления.

Заметим, что при таком подходе все однородные подсистемы связаны
общей целью, представленной в модели функционалом. Это не исклю-
чает того факта, что каждая однородная подсистема может при этом
иметь и свою собственную цель. Обобщение модели на этот случай дано
в [12].

В данной работе рассматриваются дискретно-непрерывные системы
с параметрами, которые широко распространены на практике. К этому
же классу систем приводят задачи идентификации моделей по серии
экспериментов, когда требуется определить коэффициенты построен-
ной модели, которые можно рассматривать как искомые параметры.
Для рассматриваемой модели ДНС с параметрами предложен и доказан
аналог достаточных условий оптимальности Кротова. На основе по-
следних построен простой в реализации алгоритм улучшения управле-
ния и параметров, содержащий для сопряженных переменных вектор-
ную систему линейных уравнений. Такая система всегда имеет решение,
что гарантирует и решение исходной задачи. Рассмотрен иллюстра-
тивный пример. Аналогичный подход к традиционным управляемым
процессам с параметрами представлен в [1].
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2. Модель дискретно-непрерывной системы с параметрами

Будем рассматривать систему, состоящую из двух уровней. Ее верх-
ний уровень представлен абстрактной дискретной управляемой систе-
мой:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝜖), 𝑘 ∈ K = {𝑘𝐼 , 𝑘𝐼 + 1, ..., 𝑘𝐹 }, (2.1)

𝑢 ∈ U(𝑘, 𝑥, 𝜖), 𝜖 ∈ E.

Заметим, что 𝑢 = 𝑢(𝑘, 𝑥, 𝜖). Периодически для краткости будем ука-
зывать 𝑢 = 𝑢(𝑘). На некотором подмножестве K′ множества K, явля-
ющегося подмножеством натурального ряда и областью определения
указанной дискретной системы, действует непрерывная система

�̇�𝑐 =
𝑑𝑥𝑐

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖𝑐) , 𝑡 ∈ T (𝑧) = [𝑡𝐼(𝑧), 𝑡𝐹 (𝑧)]. (2.2)

В этих системах 𝑘 — номер шага (этапа), не обязательно физическое
время, 𝑥, 𝑥𝑐 и 𝑢, 𝑢𝑐 — соответственно переменные состояния и управ-
ления, 𝜖, 𝜖𝑐 — параметры, 𝑥(𝑘) ∈ X(𝑘, 𝜖) — заданное при каждом 𝑘 и
𝜖 множество, U(𝑘, 𝑥, 𝜖) — заданное при каждом 𝑘, 𝑥 и 𝜖 множество, E
— заданное множество, 𝑓 — оператор, отображающий прямое произ-
ведение множеств K × U × X × E на множество X, 𝑓 𝑐 — оператор,
отображающий прямое произведение множеств T × U𝑐 × X𝑐 × E𝑐 при
каждых 𝑘 и 𝜖 на множество X𝑐, 𝑘𝐼 , 𝑘𝐹 — начальный и конечный шаги
соответственно, 𝑧 = (𝑘, 𝑥, 𝑢𝑑) — характеристика воздействия системы
верхнего уровня на нижний, играющая на нижнем роль параметров, в
ней 𝑢𝑑 = 𝑢𝑑(𝑘) — управляющее воздействие верхнего уровня на нижний
на каждом этапе,

𝑥𝑐 ∈ X𝑐(𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) ⊂ R𝑛(𝑘),

𝑢𝑐 ∈ U𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝜖𝑐) ⊂ R𝑝(𝑘), 𝜖𝑐 ∈ E𝑐(𝑘) ⊂ R𝑟(𝑘),

где X𝑐(𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐), U𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝜖𝑐) , E𝑐(𝑘) — заданные при указанных аргу-
ментах множества. Подчеркнем, что на каждом шаге 𝑘 набор парамет-
ров может изменяться. Система (2.1) имеет такую же структуру, как и
система, предложенная Кротовым в [9], и все указанные в ней объекты
— произвольной природы (возможно различной) для различных 𝑘 по
аналогии с [9].

Кроме того, для системы (2.2) на отрезке [𝑡𝐼(𝑧), 𝑡𝐹 (𝑧)] задана проме-
жуточная цель в форме функционала:

𝐼𝑘 =

∫︁
T(𝑧)

𝑓𝑘(𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐, 𝑥𝑐(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡))𝑑𝑡→ inf .
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На множестве K′ оператор правой части (2.1) в силу взаимодей-
ствия с системой (2.2) меняет свою структуру и представлен в виде
𝑓 (𝑘, 𝑥, 𝑢) = 𝜃 (𝑧, 𝛾𝑐, 𝜖𝑐) , где

𝛾𝑐 = (𝑡𝐼 , 𝑥
𝑐
𝐼 , 𝑡𝐹 , 𝑥

𝑐
𝐹 ) ∈ Γ𝑐(𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐),

Γ𝑐(𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐) = {𝛾𝑐 : 𝑡𝐼 = 𝜏(𝑧), 𝑥𝑐𝐼 = 𝜉(𝑧), (𝑡𝐹 , 𝑥
𝑐
𝐹 ) ∈ Γ𝑐

𝐹 (𝑧, 𝜖, 𝜖
𝑐)}.

Здесь 𝑡𝐼 = 𝜏(𝑧), 𝑥𝑐𝐼 = 𝜉(𝑧)— заданные функции 𝑧, Γ𝑐(𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐), Γ𝑐
𝐹 (𝑧, 𝜖, 𝜖

𝑐)
— заданные множества. Нетрудно видеть, что система (2.1) представ-
ляет верхний уровень рассматриваемой математической модели, тогда
как система (2.2) — система нижнего уровня.

Решением этой двухуровневой системы считается набор

𝑚 = (𝑥(𝑘, 𝜖), 𝑢(𝑘, 𝜖), 𝜖) ,

называемый дискретно-непрерывным процессом c параметрами, где
при 𝑘 ∈ K′:

𝑢(𝑘, 𝜖) =
(︁
𝑢𝑑(𝑘, 𝜖),𝑚𝑐(𝑘, 𝜖, 𝜖𝑐)

)︁
, 𝑚𝑐(𝑘, 𝜖, 𝜖𝑐) ∈ D𝑐 (𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐) .

Здесь 𝑚𝑐(𝑘, 𝜖, 𝜖𝑐) — непрерывный процесс (𝑥𝑐(𝑘, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐), 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐),
𝜖𝑐(𝑘)), 𝑡 ∈ T(𝑧), а D𝑐(𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐) — множество допустимых процессов 𝑚𝑐,
удовлетворяющих указанной дифференциальной системе (2.2) при ку-
сочно-непрерывных 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) и кусочно-гладких 𝑥𝑐(𝑘, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) (на каж-
дом дискретном шаге 𝑘). Совокупность элементов𝑚, удовлетворяющих
всем вышеперечисленным условиям, обозначим через D и назовем мно-
жеством допустимых дискретно-непрерывных процессов с параметра-
ми.

Для модели (2.1), (2.2) рассматривается задача о поиске минимума
на D функционала

𝐼 = Φ(𝑥 (𝑘𝐹 , 𝜖)) (2.3)

при фиксированных 𝑘𝐼 , 𝑘𝐹 и 𝑥 (𝑘𝐼). Очевидно, что на нижнем уровне мо-
дели (2.1), (2.2) представлены однородные процессы на отдельных эта-
пах, а верхний процесс выполняет связующую для них роль и управляет
функционированием всей системы в целом. Под однородными здесь
и далее понимаются системы с неизменной структурой, исследуемые
в рамках классических представлений теории оптимального управле-
ния. Взаимодействие верхнего уровня с каждой подсистемой нижнего
осуществляется через границу этой подсистемы и границу соответству-
ющего непрерывного процесса 𝛾𝑐.

Известия Иркутского государственного университета.
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3. Основные конструкции и теоремы

Для получения достаточных условий улучшения и оптимальности
управления с помощью функционалов 𝜙 (𝑘, 𝑥, 𝜖), 𝜙𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝑥𝑐, 𝜖𝑐) постро-
им ряд конструкций. Одна из них, обобщенный лагранжиан — аналог
лагранжианов Кротова для дискретных и непрерывных систем [9;10]:

𝐿 = 𝐺 (𝑥 (𝑘𝐹 , 𝜖))−
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

𝑅(𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝜖)+

+
∑︁
K′

(︁
𝐺𝑐(𝑧, 𝛾𝑐(𝑧, 𝜖))−

∫︁
T(𝑧)

𝑅𝑐(𝑘, 𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡), 𝜖, 𝜖𝑐)𝑑𝑡
)︁
,

𝐺 (𝑥, 𝜖) = Φ (𝑥, 𝜖) + 𝜙 (𝑘𝐹 , 𝑥, 𝜖)− 𝜙 (𝑘𝐼 , 𝑥 (𝑘𝐼) , 𝜖) ,

𝑅 (𝑘, 𝑥, 𝑢, 𝜖) = 𝜙 (𝑘 + 1, 𝑓 (𝑘, 𝑥, 𝑢, 𝜖))− 𝜙 (𝑘, 𝑥, 𝜖) ,

𝐺𝑐 (𝑧, 𝛾𝑐, 𝜖𝑐) = −𝜙 (𝑘 + 1, 𝜖, 𝜃 (𝑧, 𝛾𝑐, 𝜖𝑐)) + 𝜙 (𝑘, 𝑥, 𝜖)+

+𝜙𝑐 (𝑧, 𝑡𝐹 , 𝑥
𝑐
𝐹 , 𝜖, 𝜖

𝑐)− 𝜙𝑐 (𝑧, 𝑡𝐼 , 𝑥
𝑐
𝐼 , 𝜖, 𝜖

𝑐) ,

𝑅𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐) = 𝜙𝑐T
𝑥𝑐 𝑓 𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐)−

−𝑓𝑘 (𝑡, 𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐, 𝑥𝑐(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡)) + 𝜙𝑐
𝑡 (𝑧, 𝑡, 𝑥

𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐) ,

𝜇𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) = sup {𝑅𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐) : 𝑥𝑐 ∈ X𝑐(𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐),
𝑢𝑐 ∈ U𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝜖𝑐)},

𝑙𝑐 (𝑧, 𝜖𝑐) = inf {𝐺𝑐 (𝑧, 𝛾𝑐, 𝜖𝑐) : 𝛾𝑐 ∈ Γ(𝑧, 𝜖, 𝜖𝑐), 𝑥𝑐 ∈ X𝑐(𝑧, 𝑡𝐹 , 𝜖, 𝜖
𝑐)},

𝜇 (𝑘, 𝜖, 𝜖𝑐) =

{︃
sup{𝑅 (𝑘, 𝑥, 𝑢) : 𝑥 ∈ X(𝑘, 𝜖), 𝑢 ∈ U (𝑘, 𝑥)}, 𝑡 ∈ K∖K′,

− inf{𝑙𝑐 (𝑧, 𝜖𝑐) : 𝑥 ∈ X (𝑘, 𝜖) , 𝑢𝑑 ∈ U𝑑 (𝑘, 𝑥, 𝜖)}, 𝑘 ∈ K′,

𝑙(𝜖) = inf{𝐺 (𝑥, 𝜖) : 𝑥 ∈ X(𝑘𝐹 , 𝜖)},

𝜇*(𝑘, 𝜖) = inf {(𝜇 (𝑘, 𝜖, 𝜖𝑐)−
∫︁

T(𝑧)

𝜇𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) 𝑑𝑡) : 𝜖𝑐 ∈ E𝑐},

𝑙* = inf{
∑︁
K

𝜇*(𝑘, 𝜖) : 𝜖 ∈ E}.

Здесь 𝜙𝑐
𝑥𝑐 — градиент 𝜙𝑐 в пространстве (𝑥𝑐), T — знак транспониро-

вания.
Справедливы следующие теоремы — аналоги теорем для ДНС без

параметров [5; 12;14].
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Теорема 1. Для любого элемента 𝑚 ∈ D и любых 𝜙, 𝜙𝑐 имеет место
оценка

𝐼(𝑚)− inf
D
𝐼 ≤ Δ = 𝐼(𝑚)− 𝑙*.

Пусть имеются два процесса 𝑚I ∈ D и 𝑚II ∈ E и функционалы 𝜙 и
𝜙𝑐, такие, что 𝐿

(︀
𝑚II
)︀
< 𝐿

(︀
𝑚I
)︀
= 𝐼

(︀
𝑚I
)︀
, и 𝑚II ∈ D.

Тогда 𝐼(𝑚II) < 𝐼(𝑚I).

Теорема 2. Пусть заданы: последовательность дискретно-непрерыв-
ных процессов {𝑚𝑠} ⊂ D и функционалы 𝜙, 𝜙𝑐, для которых справед-
ливы следующие условия:

1) 𝜇𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖, 𝜖𝑐) — кусочно-непрерывна при каждом 𝑧;
2) 𝑅 (𝑘, 𝑥𝑠 (𝑘) , 𝑢𝑠 (𝑘) , 𝜖) → 𝜇 (𝑘, 𝜖) , 𝑘 ∈ K;
3)
∫︀
T(𝑧𝑠)

(𝑅𝑐 (𝑧𝑠, 𝑡, 𝑥
𝑐
𝑠(𝑡), 𝑢

𝑐
𝑠, 𝜖𝑠, 𝜖

𝑐
𝑠)− 𝜇𝑐 (𝑧𝑠, 𝑡, 𝜖𝑠, 𝜖

𝑐
𝑠)) 𝑑𝑡 → 0, 𝑘 ∈ K′,

𝑡 ∈ T (𝑧𝑠);
4) 𝐺𝑐 (𝑧𝑠, 𝛾

𝑐
𝑠, 𝜖

𝑐
𝑠)− 𝑙𝑐 (𝑧𝑠, 𝜖

𝑐) → 0, 𝑘 ∈ K′;
5) 𝐺 (𝑥𝑠 (𝑡𝐹 ) , 𝜖) → 𝑙(𝜖);
6) 𝜇 (𝑘, 𝜖𝑠) +

∫︀
T(𝑧𝑠)

𝜇𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝜖𝑠, 𝜖
𝑐
𝑠) 𝑑𝑡→ 𝜇*(𝑘, 𝜖);

7)
∑︀
K

𝜇*(𝑘, 𝜖𝑠) → 𝑙*.

Тогда последовательность {𝑚𝑠} — минимизирующая для 𝐼 на D.

Доказательство обоих утверждений аналогично доказательству тео-
рем для ДНС без параметров [5; 12;14].

4. Метод улучшения управления и параметров

Рассмотрим наиболее простой в реализации метод решения постав-
ленной оптимизационной задачи. Предположим, что X(𝑘, 𝜖) = R𝑚(𝑘),
X𝑐(𝑧, 𝑡, 𝜖𝑐) = R𝑛(𝑘), E = R𝑗 , E𝑐(𝑘) = R𝑏(𝑘), 𝑥𝑐𝐼 = 𝜉 (𝑧, 𝜖𝑐), 𝑘𝐼 , 𝑥𝐼 , 𝑘𝐹 ,
𝑡𝐼(𝑘), 𝑡𝐹 (𝑘) — заданы, 𝑥𝑐𝐹 ∈ R𝑛(𝑘) и системы нижнего уровня не зависят
от управления 𝑢𝑑. Суть задачи улучшения [6] состоит в построении
оператора 𝜃(𝑚), 𝜃 : D → D, такого что 𝐼(𝜃(𝑚)) ≤ 𝐼(𝑚). При на-
личии исходного элемента такой оператор генерирует улучшающую, в
частности, минимизирующую последовательность {𝑚𝑠} : 𝑚𝑠+1 = 𝜃(𝑚𝑠).

Возьмем за основу при выводе метода принципы расширения [4] и
локализации [8]. Последний указывает, что задачу улучшения некоторо-
го элемента 𝑚I можно заменить задачей о минимуме вспомогательного
функционала

𝐼𝛼(𝑚) = 𝛼𝐼(𝑚) +
1

2
(1− 𝛼)𝐽(𝑚I,𝑚), 𝛼 ∈ [0, 1]. (4.1)

В последнем выражении 𝐽(𝑚I,𝑚) — функционал типа метрики. Изме-
няя 𝛼 от 0 к 1, можно достичь необходимой степени близости 𝑚𝛼 к
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𝑚I и рассматривать разнообразные аппроксимации конструкций доста-
точных условий в окрестности 𝑚I. В результате получается алгоритм
с параметром 𝛼, позволяющим использовать его в роли регулятора и
настраивать при конкретном применении. Но основная задача этого
параметра — обеспечить наибольшее значение разности 𝐼(𝑚I)− 𝐼(𝑚𝛼),
тогда соответствующий элемент 𝑚𝛼 принимается за 𝑚II.

Вспомогательный функционал зададим в виде:

𝐼𝛼 = 𝛼𝐼 +
1

2
(1− 𝛼)

(︁ ∑︁
K∖K′∖𝑘𝐹

|Δ𝑢(𝑘)|2 +
∑︁
K′

∫︁
T(𝑧)

|Δ𝑢𝑐(𝑘, 𝑡)|2𝑑𝑡
)︁
.

В представленном выше выражении 𝛼 ∈ [0, 1], Δ𝑢 = 𝑢 − 𝑢I, Δ𝑢𝑐 =
𝑢𝑐 − 𝑢𝑐I.

На основе принципа расширения далее по заданному элементу 𝑚I ∈
D требуется найти элемент 𝑚II ∈ D, на котором 𝐼𝛼(𝑚

II) = 𝐿𝛼

(︀
𝑚II
)︀
<

𝐼𝛼(𝑚
I) = 𝐿𝛼

(︀
𝑚I
)︀
, или 𝐿𝛼

(︀
𝑚II
)︀
−𝐿𝛼

(︀
𝑚I
)︀
< 0. Рассмотрим приращение

функционала 𝐿𝛼(𝑚), имеем:

Δ𝐿𝛼 ≈ 𝐺T
𝑥𝐹

Δ𝑥𝐹 +𝐺T
𝜖 Δ𝜖 −

∑︁
K∖K′∖𝑘𝐹

(︁
𝑅T

𝑥Δ𝑥+𝑅T
𝑢Δ𝑢+

1

2
Δ𝑢T𝑅𝑢𝑢Δ𝑢+

+𝑅T
𝜖 Δ𝜖

)︁
+
∑︁

K′∖𝑘𝐹

(︁
𝐺𝑐T

𝑥𝑐
𝐹
Δ𝑥𝑐𝐹 +𝐺𝑐T

𝑥 Δ𝑥+𝐺𝑐T
𝜖 Δ𝜖+𝐺𝑐T

𝜖𝑐 Δ𝜖
𝑐−

−
∫︁

T(𝑧)

(︁
𝑅𝑐T

𝑥𝑐 Δ𝑥𝑐 +𝑅𝑐T
𝑥 Δ𝑥+𝑅𝑐T

𝑢𝑐 Δ𝑢𝑐 +𝑅𝑐T
𝜖 Δ𝜖+

+𝑅𝑐T
𝜖𝑐 Δ𝜖

𝑐 +
1

2
Δ𝑢𝑐T𝑅𝑐

𝑢𝑐𝑢𝑐Δ𝑢𝑐
)︁
𝑑𝑡
)︁
,

где Δ𝑢 = 𝑢−𝑢I, Δ𝑥 = 𝑥−𝑥I, Δ𝑢𝑐 = 𝑢𝑐−𝑢𝑐I, Δ𝑥𝑐 = 𝑥𝑐−𝑥𝑐I, Δ𝑥𝑐𝐹 = 𝑥𝑐𝐹−
𝑥𝑐I𝐹 , Δ𝜖 = 𝜖−𝜖I, Δ𝜖𝑐 = 𝜖𝑐−𝜖𝑐I, 𝑥𝐹 = 𝑥(𝑘𝐹 ). Здесь функции 𝑅, 𝐺, 𝑅𝑐, 𝐺𝑐

определены для функционала 𝐼𝛼, а их первые и вторые производные
подсчитаны при 𝑢 = 𝑢I, 𝑥 = 𝑥I, 𝑥𝑐 = 𝑥𝑐I, 𝜖 = 𝜖I, 𝑢𝑐 = 𝑢𝑐I, 𝜖𝑐 = 𝜖𝑐I.

Предположим, что матрицы 𝑅𝑢𝑢 и 𝑅𝑐
𝑢𝑐𝑢𝑐 отрицательно определены

(это достижимо за счет выбора параметра 𝛼 [8]). Найдем Δ𝑢,Δ𝑢𝑐, до-
ставляющие максимум выражениям, стоящим под знаками сумм

∑︀
K∖K′∖𝑘𝐹

и
∑︀

K′∖𝑘𝐹
соответственно. Нетрудно видеть, что

Δ𝑢 = −(𝑅𝑢𝑢)
−1𝑅𝑢, Δ𝑢𝑐 = −(𝑅𝑐

𝑢𝑐𝑢𝑐)−1𝑅𝑐
𝑢𝑐 .

Зададим функции 𝜙(𝑘, 𝑥, 𝜖) и 𝜙𝑐 (𝑧, 𝑡, 𝑥, 𝜖, 𝜖𝑐) явно не зависящими от
параметров:

𝜙 = 𝜓T (𝑘)𝑥 (𝑘) , 𝜙𝑐 = 𝜆T (𝑘, 𝑡)𝑥(𝑘) + 𝜓𝑐T (𝑘, 𝑡)𝑥𝑐 (𝑘, 𝑡) ,
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где 𝜓,𝜓𝑐, 𝜆 — вектор-функции. Для выполнения неравенства Δ𝐿 < 0
потребуем далее, чтобы остальные слагаемые под знаками выше ука-
занных сумм не зависели от Δ𝑥, Δ𝑥𝑐𝐹 , Δ𝑥𝑐. Это требование будет
достигнуто, если:

𝐺𝑥𝐹 = 0, 𝑅𝑥 = 0, 𝐺𝑑
𝑥𝑐
𝐹
= 0, 𝐺𝑐

𝑥 = 0, 𝑅𝑐
𝑥𝑐 = 0, 𝑅𝑐

𝑥 = 0.

Добавим к указанным равенствам условие стыковки уровней:

𝑑

𝑑𝑥
(𝜙(𝑘 + 1, 𝜃(𝑘, 𝑥, 𝑥𝑐𝐹 , 𝑥

𝑐
𝐼))− 𝜙𝑐(𝑘, 𝑥, 𝑡𝐹 , 𝑥

𝑐
𝐹 )) = 0. (4.2)

Расшифровка выше приведенных равенств c учетом условия стыков-
ки уровней приводит к задаче Коши для ДНС относительно 𝜓, 𝜓𝑐, 𝜆 с
начальными условиями на правом конце:

𝜓 (𝑘𝐹 ) = −𝛼Φ𝑥(𝑘𝐹 ), 𝜓 (𝑘) = 𝐻𝑥(𝜓(𝑘 + 1)), (4.3)

𝐻(𝑘, 𝜓, 𝑥, 𝑢, 𝜖) = 𝜓T(𝑘 + 1)𝑓(𝑘, 𝑥, 𝑢, 𝜖), 𝑘 ∈ K∖K′∖𝑘𝐹 ,

𝜓 (𝑘) = 𝐻𝑥 + (𝐻𝑥𝑐𝜉𝑥)
𝑇 + 𝜆(𝑘, 𝑡𝐹 )− 𝜆(𝑘, 𝑡𝐼) + 𝜉𝑇𝑥 𝜓

𝑐(𝑡𝐼), 𝑘 ∈ K′∖𝑘𝐹 ,

𝐻(𝑘, 𝜓, 𝜖, 𝑥𝑐𝐼 , 𝑥
𝑐
𝐹 ) = 𝜓T(𝑘 + 1)𝜃(𝑧, 𝑥𝑐𝐼 , 𝑥

𝑐
𝐹 ), 𝑘 ∈ K′,

�̇� = −𝐻𝑐
𝑥, 𝜆 (𝑘, 𝑡𝐹 ) = 𝐻𝑥 + 𝜉𝑇𝑥𝐻𝑥𝑐

𝐼
, �̇�𝑐 = −𝐻𝑐

𝑥𝑐 , 𝜓𝑐(𝑘, 𝑡𝐹 ) = 𝐻𝑥𝑐
𝐹
,

𝐻𝑐(𝑧, 𝑡, 𝜓𝑐, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐) = 𝜓𝑐T𝑓 𝑐(𝑧, 𝑡, 𝑥𝑐, 𝑢𝑐, 𝜖, 𝜖𝑐(𝑘))−

−𝑓𝑘(𝑡, 𝑥𝑐(𝑘, 𝑡), 𝑢𝑐(𝑘, 𝑡), 𝜖, 𝜖𝑐(𝑘)), 𝑘 ∈ K′.

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь аргументы 𝜓(𝑘+1)
и 𝜓𝑐(𝑘, 𝑡), необходимые для понимания соотношений. Легко видеть, что
полученная система линейна, т. е. заведомо разрешается.

При этом приращения управляющих воздействий имеют вид:

Δ𝑢 = −(𝐻𝑢𝑢 − (1− 𝛼)𝐸)−1𝐻𝑢,
Δ𝑢𝑐 = −(𝐻𝑐

𝑢𝑐𝑢𝑐 − (1− 𝛼)𝐸)−1𝐻𝑐
𝑢𝑐 ,

(4.4)

где 𝐸 — единичные матрицы соответствующих размеров.
Запишем оставшиеся слагаемые в выражении для приращения функ-

ционала Δ𝐿𝛼, учитывая подстановку в него формул для приращений
управлений обоих уровней, и обозначая итог через Δ𝑀𝛼. Имеем:

Δ𝑀𝛼 ≈ 𝐺T
𝜖 Δ𝜖 −

∑︁
K∖K′∖𝑘𝐹

(︂
𝑅T

𝜖 Δ𝜖−
1

2
Δ𝑢T𝑅𝑢𝑢Δ𝑢

)︂
+
∑︁

K′∖𝑘𝐹

(︁
𝐺𝑐T

𝜖 Δ𝜖+

+𝐺𝑐T
𝜖𝑐 Δ𝜖

𝑐 −
∫︁

T(𝑧)

(︁
𝑅𝑐T

𝜖 Δ𝜖+𝑅𝑐T
𝜖𝑐 Δ𝜖

𝑐 − 1

2
Δ𝑢𝑐T𝑅𝑐

𝑢𝑐𝑢𝑐Δ𝑢𝑐
)︁
𝑑𝑡
)︁
.
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В приведенном выражении при сделанных ранее предположениях
квадратичные формы от Δ𝑢 и Δ𝑢𝑐 отрицательно определены. Рассмот-
рим теперь слагаемые, зависящие от Δ𝜖 и Δ𝜖𝑐. Выберем Δ𝜖 и Δ𝜖𝑐 таким
образом, чтобы рассматриваемое выражение обеспечивало выполнение
неравенства Δ𝑀𝛼 < 0. Выбор становится очевидным, если прибегнуть
к подробной записи скалярных произведений, входящих в выражение
для Δ𝑀𝛼. Итак:

Δ𝑀𝛼 ≈
𝑗∑︁

𝑖=1

𝐺𝜖𝑖Δ𝜖𝑖 −
∑︁

K∖K′∖𝑘𝐹

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑅𝜖𝑖Δ𝜖𝑖 +
1

2

∑︁
K∖K′∖𝑘𝐹

ΔT
𝑢𝑅𝑢𝑢Δ𝑢+

+
∑︁

K′∖𝑘𝐹

𝑗∑︁
𝑖=1

(︁
𝐺𝑐

𝜖𝑖Δ𝜖𝑖 −
∫︁

T(𝑧)

𝑅𝑐
𝜖𝑖Δ𝜖𝑖𝑑𝑡

)︁
+

+
∑︁

K′∖𝑘𝐹

𝑏(𝑘)∑︁
𝑖=1

(︁
𝐺𝑐

𝜖𝑐𝑖
Δ𝜖𝑐𝑖 −

∫︁
T(𝑧)

𝑅𝑐
𝜖𝑐𝑖
Δ𝜖𝑐𝑖𝑑𝑡

)︁
+

1

2

∑︁
K′∖𝑘𝐹

∫︁
T(𝑧)

Δ𝑢𝑐T𝑅𝑐
𝑢𝑐𝑢𝑐Δ𝑢𝑐𝑑𝑡.

Отсюда следует, что

Δ𝜖𝑖 = 𝛽
(︁
𝐺𝜖𝑖 −

∑︁
K∖K′∖𝑘𝐹

𝑅𝜖𝑖 +
∑︁

K′∖𝑘𝐹

𝐺𝑐
𝜖𝑖

)︁
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗,

Δ𝜖𝑐𝑖 (𝑘) = 𝛽𝑐
(︁
𝐺𝑐

𝜖𝑐𝑖
−
∫︁

T(𝑧)

𝑅𝑐
𝜖𝑐𝑖
𝑑𝑡
)︁
, 𝑘 ∈ K′∖𝑘𝐹 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑏(𝑘),

где 𝛽, 𝛽𝑐 — коэффициенты, 𝛽 < 0, 𝛽𝑐 < 0.

5. Алгоритм метода

На основе полученных соотношений можно сформулировать алго-
ритм метода в виде следующей итерационной процедуры.
1. Задаются 𝛼, 𝛽, 𝛽𝑐(𝑘). «Слева направо» просчитывается ДНС (2.1),

(2.2) при 𝑢 = 𝑢𝑠(𝑘), 𝑢𝑐 = 𝑢𝑐𝑠(𝑘, 𝑡), 𝜖𝑠, 𝜖𝑐𝑠, заданных начальных усло-
виях, получаются соответствующие траектории (𝑥𝑠(𝑘), 𝑥

𝑐
𝑠(𝑘, 𝑡)).

2. «Справа налево» разрешается ДНС относительно 𝜓 (𝑘), 𝜓𝑐 (𝑘, 𝑡) и
𝜆(𝑘, 𝑡).

3. Находятся Δ𝑢, Δ𝑢𝑐, новые управления 𝑢 = 𝑢𝑠(𝑘) + Δ𝑢, 𝑢𝑐 =
𝑢𝑐𝑠(𝑘, 𝑡) + Δ𝑢𝑐 и новые значения параметров 𝜖, 𝜖𝑐.

4. При найденных управлениях, параметрах и начальном условии
𝑥(𝑘𝐼) = 𝑥𝐼 просчитывается «слева направо» исходная ДНС (2.1),
(2.2). Тем самым определяется новый элемент 𝑚𝑠+1.
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Процесс итераций заканчивается, когда |𝐼𝑠+1 − 𝐼𝑠| ≈ 0 с заданной
точностью.

Имеет место следующее утверждение о сходимости.

Теорема 3. Предположим, что функционал 𝐼 ограничен снизу и для
ДНС (2.1), (2.2) построена указанная итерационная процедура. Тогда
последовательность элементов {𝑚𝑠} ∈ D, сходится по функционалу,
т. е. существует число 𝐼*, такое что 𝐼* ≤ 𝐼(𝑚𝑠), 𝐼(𝑚𝑠) → 𝐼*.

Доказательство проводится по аналогии с представленным в [12].
Продемонстрируем работу предложенного алгоритма на примере.

6. Пример

Рассмотрим работу метода на примере системы, динамика которой
включает в себя два этапа.

1-ый этап:

�̇�𝑐1 = (𝑥𝑐1)
3 + 𝜖𝑐𝑥𝑐2𝑢

𝑐, �̇�𝑐2 = (𝜖𝑐)2𝑥𝑐1(𝑥
𝑐
2)

2 +
1

3
(𝑢𝑐)3,

𝑥𝑐1(0) = 0.5, 𝑥𝑐2(0) = 1, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝐼0 =

1∫︁
0

(︀
(𝜖𝑐𝑥𝑐1𝑢

𝑐)2 − 𝑥𝑐2𝑢
𝑐
)︀
𝑑𝑡.

2-ой этап:

�̇�𝑐1 = 𝑥𝑐2𝑢
𝑐, �̇�𝑐2 = −𝜖𝑐(𝑥𝑐1)2 + (𝑢𝑐)2, 𝑡 ∈ [1, 3], 𝐼1 =

3∫︁
1

𝜖𝑐(𝑢𝑐)2𝑒−𝑥𝑐
1𝑑𝑡.

Функционал в примере: 𝐼 = 𝑥𝑐1(3) → min. Построим ДНС. Нетрудно
видеть, что K = 0, 1, 2; K′ = 1. Поскольку оба этапа связаны через
переменную 𝑥𝑐1, то она и играет роль 𝑥, а дискретный процесс верхнего
уровня принимает вид:

𝑥1(0) = 𝑥𝑐1(0, 0) = 0.5, 𝑥2(0) = 𝑥𝑐2(0, 0) = 1,

𝑥(1) = 𝑥𝑐(0, 1), 𝑥(2) = 𝑥𝑐(1, 3),

𝐼 = 𝑥1(2), 𝑥𝑐(1, 1) = 𝑥(1), 𝜉 = 𝑥(1), 𝜃(1) = 𝑥𝑐(0, 1).

Модель ДНС может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда
𝑥(3) = 𝑥(2) = 𝑥𝑐(1, 3).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 39. С. 34–50
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Основные конструкции имеют вид:

𝐻𝑐(0, 𝑡, 𝑥𝑐1, 𝑥
𝑐
2, 𝑢

𝑐, 𝜓𝑐
1, 𝜓

𝑐
2) = 𝜓𝑐

1

(︀
(𝑥𝑐1)

3 + 𝜖𝑐𝑥𝑐2𝑢
𝑐
)︀
+

+𝜓𝑐
2

(︂
(𝜖𝑐)2𝑥𝑐1(𝑥

𝑐
2)

2 +
1

3
(𝑢𝑐)3

)︂
− (𝜖𝑐𝑥𝑐1𝑢

𝑐)2 + 𝑥𝑐2𝑢
𝑐,

𝐻𝑐(1, 𝑡, 𝑥𝑐1, 𝑥
𝑐
2, 𝑢

𝑐, 𝜓𝑐) = 𝜓𝑐
1𝑥

𝑐
2𝑢

𝑐 + 𝜓𝑐
2(−𝜖𝑐(𝑥𝑐1)2 + (𝑢𝑐)2)− 𝜖𝑐(𝑢𝑐)2𝑒−𝑥𝑐

1 .

Поскольку процессы нижнего уровня не зависят от 𝑥, то на обоих этапах
𝜆 = 0. На первом этапе при 𝑘 = 0 имеем:

�̇�𝑐
1 = 2𝑥𝑐1(𝜖

𝑐𝑢𝑐)2 − 3𝜓𝑐
1(𝑥

𝑐
1)

2 − (𝜖𝑐)2𝜓𝑐
2(𝑥

𝑐
2)

2,

�̇�𝑐
2 = −

(︀
(𝜖𝑐𝜓𝑐

1 + 1)𝑢𝑐 + 2𝜓𝑐
2(𝜖

𝑐)2𝑥𝑐1𝑥
𝑐
2

)︀
,

𝐻𝑐
𝑢𝑐 = 𝜖𝑐𝜓𝑐

1𝑥
𝑐
2 + 𝜓𝑐

2(𝑢
𝑐)2 − 2𝑢𝑐(𝜖𝑐𝑥𝑐1)

2 + 𝑥𝑐2, 𝐻𝑐
𝑢𝑐𝑢𝑐 = 2

(︀
𝜓𝑐
2𝑢

𝑐 − (𝜖𝑐𝑥𝑐1)
2
)︀
,

𝐻𝑐
𝜖𝑐 = 𝜓𝑐

1𝑥
𝑐
2𝑢

𝑐 + 2𝜖𝑐𝑥𝑐1
(︀
𝜓𝑐
2(𝑥

𝑐
2)

2 − 𝑥𝑐1(𝑢
𝑐)2
)︀
.

На втором этапе при 𝑘 = 1 конструкции принимают вид:

�̇�𝑐
1 = 2𝜖𝑐𝜓𝑐

2𝑥
𝑐
1 − 𝜖𝑐(𝑢𝑐)2𝑒−𝑥𝑐

1 , �̇�𝑐
2 = −𝜓𝑐

1𝑢
𝑐,

𝐻𝑐
𝑢𝑐 = 𝜓𝑐

1𝑥
𝑐
2 + 2𝜓𝑐

2𝑢
𝑐 − 2𝜖𝑐𝑢𝑐𝑒−𝑥𝑐

1 , 𝐻𝑐
𝑢𝑐𝑢𝑐 = 2𝜓𝑐

2 − 2𝜖𝑐𝑒−𝑥𝑐
1 ,

𝐻𝑐
𝜖𝑐 = −𝜓𝑐

2(𝑥
𝑐
1)

2 − (𝑢𝑐)2𝑒−𝑥𝑐
1 .

Выпишем остальные конструкции. Поскольку K′ = 1, то

𝐺𝑐 = −𝜓1(1)𝑥
𝑐
1(0, 1)− 𝜓2(1)𝑥

𝑐
2(0, 1) + 𝜓1(0)𝑥

𝑐
1(0, 0) + 𝜓2(0)𝑥

𝑐
2(0, 0)+

+𝜓𝑐
1(1, 3)𝑥

𝑐
1(1, 3) + 𝜓𝑐

2(1, 3)𝑥
𝑐
2(1, 3)− 𝜓𝑐

1(0, 0)𝑥
𝑐
1(0, 0)− 𝜓𝑐

2(0, 0)𝑥
𝑐
2(0, 0),

𝐻(1, 𝜓1, 𝜓2, 𝑥
𝑐
1(0, 1), 𝑥

𝑐
2(0, 1)) = 𝜓1(2)𝑥

𝑐
1(0, 1) + 𝜓2(2)𝑥

𝑐
2(0, 1),

𝐺 = 𝛼𝑥1(2) + 𝜓1(2)𝑥1(2) + 𝜓2(2)𝑥2(2)− 𝜓1(0)𝑥1(0)− 𝜓2(0)𝑥2(0),

𝜓1(2) = −𝛼, 𝜓2(2) = 0, 𝜓𝑐
1(0, 1) = 𝜓𝑐

1(1, 3) = 𝜓1(2),

𝜓𝑐
2(0, 1) = 𝜓𝑐

2(1, 3) = 𝜓2(2).

Формулы для приращений управления и параметра на этапах имеют
следующий вид. На первом этапе:

Δ𝑢𝑐(0, 𝑡) = −𝜖
𝑐𝜓𝑐

1𝑥
𝑐
2 + 𝜓𝑐

2(𝑢
𝑐)2 − 2𝑢𝑐(𝜖𝑐𝑥𝑐1)

2 + 𝑥𝑐2
𝛼− 1 + 2

(︀
𝜓𝑐
2𝑢

𝑐 − (𝜖𝑐𝑥𝑐1)
2
)︀ ,

Δ𝜖𝑐(0) = 𝛽𝑐(0)

1∫︁
0

(︁
𝜓𝑐
1𝑥

𝑐
2𝑢

𝑐 + 2𝜖𝑐𝑥𝑐1
(︀
𝜓𝑐
2(𝑥

𝑐
2)

2 − 𝑥𝑐1(𝑢
𝑐)2
)︀)︁
𝑑𝑡.
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Второй этап:

Δ𝑢𝑐(1, 𝑡) = −𝜓
𝑐
1𝑥

𝑐
2 + 2𝜓𝑐

2𝑢
𝑐 − 2𝜖𝑐𝑢𝑐𝑒−𝑥𝑐

1

𝛼− 1 + 2𝜓𝑐
2 − 2𝜖𝑐𝑒−𝑥𝑐

1
,

Δ𝜖𝑐(1) = −𝛽𝑐(1)
3∫︁

1

(︀
𝜓𝑐
2(𝑥

𝑐
1)

2 + (𝑢𝑐)2𝑒−𝑥𝑐
1
)︀
𝑑𝑡.

На решение примера потребовалось 4 итерации. При этом значение
функционала с 𝐼1 = 1.2988 уменьшилось до 𝐼4 = 0.8057. Изменение
функционала по итерациям представлено в таблице 1. Графики управ-
ляющих воздействий и состояний процесса на первой и последней ите-
рациях даны на рисунках 1, 2. При расчетах параметр 𝛼 = 0.3, 𝛽𝑐(1) =
−1, изменение параметра 𝛽𝑐(0) представлено в таблице.

Таблица 1
Изменение значений функционала по итерациям

𝑘 𝛽𝑐(0) 𝜖𝑐(0) 𝜖𝑐(1) 𝐼𝑘 |𝐼𝑘 − 𝐼𝑘−1|
0 0.8 0.9 1.2988
1 −0.3 0.7533 1.0526 1.0235 0.2753
2 −0.3 0.6775 1.1752 0.9173 0.1062
3 −0.6 0.4624 1.2762 0.8271 0.0902
4 −0.5 0.1945 1.3710 0.8057 0.0214

Рис. 1. График управляющих воздействий по итерациям

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 39. С. 34–50
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Рис. 2. График состояний 𝑥𝑐
1(𝑡) и 𝑥𝑐

2(𝑡) процесса по итерациям

7. Заключение

В работе построена двухуровневая дискретно-непрерывная система с
параметрами, для которой приведен аналог достаточных условий опти-
мальности Кротова. Этот аналог далее использован для построения ал-
горитма улучшения управления и параметров. Последний апробирован
на иллюстративном примере, подтверждающим его работоспособность.
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