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Аннотация. Исследуются свойства образов гауссовской меры под действием три-
гонометрических полиномов фиксированной степени на конечномерных простран-
ствах произвольной размерности. Показано, что образы n-мерной гауссовской меры
под действием тригонометрических полиномов являются мерами с плотностями из
класса Никольского – Бесова с дробным показателем. Эти свойства образов гауссов-
ской меры использованы для получения оценок расстояния по вариации между дву-
мя образами n-мерной гауссовской меры под действием тригонометрических поли-
номов через расстояние по Форте – Мурье между этими образами. Также получены
обобщения данных результатов на случай образов гауссовской меры под действи-
ем k-мерных отображений, компоненты которых являются тригонометрическими
полиномами.

Ключевые слова: класс Никольского – Бесова, гауссовская мера, распределение
тригонометрического полинома.
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1. Введение

Пусть f, g — два многочлена степени d от n переменных, а γn —
стандартная гауссовская мера на R

n. Для оценивания расстояния по
вариации между распределениями многочленов полезны оценки вида:

dTV(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1) ≤ C‖f − g‖Θ(d)
Lp(γn)

. (1.1)

где число C может зависеть от степени d и некоторых числовых харак-
теристик f и g (например, некоторых норм или дисперсий).

Оценки вида (1.1) с Θ(d) = 1/d можно найти в работах [20] и [6],
но необходимо заметить, что в [20] и [6] нет полного доказательства.
Доказательства из [20] и [6] используют теорему I.3 из диссертации
Г.В.Мартыновой [9]. Альтернативный подход к получению оценки вида
(1.1) с Θ = 1/d предложен в работе автора [26].

Также оценка вида (1.1) с Θ = 1/2d была получена в [24]. Помимо
(1.1), в [24] получена оценка (см. [24, доказательство теоремы 3.1]):

dTV(γ ◦ f−1, γ ◦ g−1) ≤ CdFM(γ ◦ f−1, γ ◦ g−1)θ, θ =
1

2d+ 1
, (1.2)

где f, g — два многочлена степени d на пространстве с гауссовской мерой
γ, а dFM — расстояние по Форте – Мурье. Позже в [23] была получена
похожая оценка для k-мерных случайных векторов f и g, составленных
из многочленов степени d.

Затем в работах [3] и [18] были получены оценки типа (1.2) с лучшими
(т.е. большими) показателями Θ, чем в [24] и [23]: оказалось, что можно
взять Θ = 1/(d + 1) в случае двух многочленов f, g и Θ = 1/(4k(d −
1) + 1 + τ) в случае k-мерных случайных векторов f и g, составленных
из многочленов степени d. (см. [18, теорема 5.9] и [18, теорема 4.2]).
Попутно в [3] и [18] было доказано, что если f 6= const — многочлен
степени d, а γn — стандартная гауссовская мера на R

n, то мера γn ◦
f−1 лежит в классе Никольского – Бесова с дробным показателем (см.
[18, теорема 5.7] и [18, теорема 4.1]; о дробных классах Соболева см.
[1; 12; 13; 25]). Близкие вопросы исследуются в [2; 4; 5; 7; 8; 22].

Стоит заметить, что все константы и показатели в перечисленных
выше результатах не зависят от числа n. Это позволяет устремлять n к
бесконечности и переходить к измеримым полиномам от бесконечного
числа переменных.

Представляют интерес свойства меры γn ◦ f−1 в том случае, когда
f — не многочлен, а функция какого-нибудь другого класса. Напри-
мер, можно рассмотреть случай, когда f — тригонометрический поли-
ном степени d. В частности, в [20, раздел 4] приводится следующий
результат:

dTV(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1) ≤ C‖f − g‖
1

2d+1
∞ (1.3)
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где f, g : R
n → R — тригонометрические полиномы степени d, γn —

стандартная гауссовская мера на R
n.

В данной работе мы получим обобщения результатов [3] и [18] на
случай тригонометрических полиномов. Будет доказано, что в случае,
когда f 6= const — тригонометрический полином, меры γn ◦f−1 лежат в
классах Никольского – Бесова, а также получена оценка вида (1.2) для
тригонометрических полиномов (см. теорему 3 и следствие 3). Также
будут получены аналоги этих результатов на случай отображений с об-
разами в R

k, компоненты которых составлены из тригонометрических
полиномов (см. теорему 1 и следствие 4).

2. Определения и обозначения

Стандартная гауссовская мера γn на R
n задается плотностью

(2π)−n/2 exp(−|x|2/2).

Нам понадобятся стандартные нормы ‖f‖Lp(γn) для функций f на R
n.

Для краткости мы часто будем писать ‖f‖p вместо ‖f‖Lp(γn) Также нам
понадобится норма ‖f‖∞ = supx∈Rn |f(x)|.

Выражение µ ◦ f−1 обозначает образ меры µ под действием измери-
мого отображения f : R

m → R
k. По определению,

µ ◦ f−1(A) = µ(f−1(A)),

для борелевского множества A ⊂ R
k. Если ξ1, . . . , ξn — независимые

стандартные нормальные случайные величины, а f : R
n → R

k — изме-
римое отображение, то мера γn ◦ f−1 будет в точности законом распре-
деления вектора f(ξ1, . . . , ξn).

Напомним определение расстояния по вариации dTV(µ, ν) между бо-
релевскими мерами µ, ν на R

k. Это расстояние задается нормой

‖σ‖TV := sup

{∫
ϕdσ, ϕ ∈ C∞

b (Rk), ‖ϕ‖∞ ≤ 1

}
,

где C∞
b (Rk) — множество ограниченных бесконечно дифференцируемых

функций, у которых ограничены все производные.
Для формулировки нескольких результатов нам потребуется ввести

метрику Форте – Мурье (см. [21, с. 277–279]):

dFM(µ, ν) := sup

{∫
ϕd(µ − ν), ϕ ∈ C∞

b (Rk), ‖ϕ‖∞ + ‖∇ϕ‖∞ ≤ 1

}
.

Это расстояние, вообще говоря, меньше расстояния по вариации.

Известия Иркутского государственного университета.
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Введем дробный соболевский класс Bα(Rk) = Bα
1,∞(Rk) (см. [1], [12]).

По определению, класс Никольского–Бесова Bα
1,∞(Rk) порядка α ∈ (0, 1)

состоит из таких ̺ ∈ L1(Rk), что для некоторого C(̺)

‖̺(· + h)− ̺‖L1 ≤ C(̺)|h|α ∀h ∈ R
k. (2.1)

Для класса Bα(Rk) есть и другие обозначения: он обозначен символом

Hα
1 (R

k) в [12], символом Bα;1,∞(Rk) в [13] и символом Λ1,∞
α в [25].

В данной работе классы Bα(Rk) возникают при изучении борелев-
ских мер. Пусть ν — ограниченная борелевская мера на R

k, а νh — ее
сдвиг на вектор h:

νh(A) = ν(A− h).

Пусть 0 < α < 1. Тогда Bα(Rk) совпадет с множеством плотностей
тех ограниченных борелевских мер ν на R

k, которые удовлетворяют
условию

‖νh − ν‖TV ≤ Cν |h|α ∀h ∈ R
k (2.2)

для некоторого числа Cν . Мы будем говорить, что мера ν лежит в
Bα(Rk), подразумевая, что ее плотность лежит в Bα(Rk).

Замечание 1. Наличие плотности у мер на R
k, удовлетворяющих

условию (2.2), следует из результатов [14, глава 3, предложение 3.4.3].

Введем норму ‖ · ‖Bα на просатранстве Bα(Rk):

‖ν‖Bα := inf{C : ‖ν − νh‖TV ≤ C|h|α}.

Заметим, что пространство Bα(Rk) не является полным по этой норме.
Принадлежность меры ν к классу Bα(Rk) проверяется с помощью

предложения: (см. [3, предложение 3.1], [18, теорема 1], [17, §2])

Предложение 1. Пусть α ∈ (0, 1) и ν — такая борелевская мера
на R

k, что для каждой функции ϕ ∈ C∞
b (Rk) и каждого единичного

вектора e ∈ R
k верна оценка

∫

R
k

∂eϕ(x) ν(dx) ≤ C‖ϕ‖α∞ ‖∂eϕ‖1−α
∞ .

Тогда ν ∈ Bα(Rk) и ‖ν‖Bα ≤ 21−αC.

Для мер из ν ∈ Bα(Rk) имеет место следующая теорема (см. [18,
теорема 3.2, замечание 3.3], а также [3, теорема 2]).

Теорема 1. Пусть ν, σ ∈ Bα(Rk) — борелевские вероятностные меры
на R

k. Пусть C(k, α) = 1 + ‖xα‖L1(γk). Имеет место оценка

‖σ − ν‖TV ≤ C(k, α)‖σ − ν‖1/(1+α)
Bα dFM(σ, ν)α/(1+α). (2.3)
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Замечание 2. Из (2.3) следует, что в множестве борелевских веро-
ятностных мер ν с условием ‖ν‖Bα ≤ C0 (C0 ∈ R) из сходимости по
метрике dFM следует сходимость по вариации. Это довольно неожи-
данный факт, поскольку для вероятностных мер сходимость в метрике
dFM равносильна слабой сходимости (см. [16, §8.3, 8.10]).

Определение 1. Пространство T Rd(R
n) тригонометрических по-

линомов степени d от n переменных — это линейное пространство
функций f : R

n → R следующего вида:

P (cos x1; sinx1; . . . ; cos xn; sinxn),

где P — полином степени не выше d от 2n переменных.

Пусть f ∈ T Rm(Rn) для некоторого m. Скажем, что тригонометри-
ческий полином f имеет степень в точности d, если d — наименьшее
из всех m, при которых f ∈ T Rm(Rn).

3. Вспомогательные утверждения

По определению T Rd(R
n), всякая f ∈ T Rd(R

n) ограничена и все
частные производные f тоже ограничены. Поэтому T Rd(R

n) вложено
в пространство Соболева W 2,1(γn), состоящее из таких ϕ ∈ L2(γn), у
которых все частные производные ∂kϕ сами лежат в L2(γn).

Отсюда, в частности, следует, что для f ∈ T Rd(R
n) выполнено нера-

венство Пуанкаре (см. теорему 1.6.4 из [15]):

σ2f =

∫

R
n

(
f(x)−

∫

R
n

f(y) dγn(y)

)2

dγn(x) ≤
∫

R
n

〈∇f,∇f〉 dγn(x). (3.1)

В этом выражении σ2f — дисперсия f (функция f является случайной

величиной на вероятностном пространстве (Rn;B(Rn); γn)).
Пусть ∆ — оператор Лапласа. Введем оператор Орнштейна–Уленбе-

ка L, ассоциированный с гауссовской мерой γn на R
n:

Lϕ(x) = ∆ϕ(x)− 〈x,∇ϕ(x)〉,

L — симметричный оператор на L2(γn). Ясно, что что L корректно
определен для всех ϕ ∈ C∞

b (Rn).
Известно, что для f, g из C∞

b (Rn) справедлива формула:
∫

R
n

Lf g dγn = −
∫

R
n

〈∇f,∇g〉 dγn. (3.2)

(См. предложение 1.5.5 в [15]; на самом деле, эта формула интегриро-
вания по частям верна для всех f ∈W 2,2(γn), g ∈W 2,1(γn).)

Известия Иркутского государственного университета.
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Если подставить в (3.2) g = u ·v, где u, v ∈ C∞
b (Rn), и вспомнить, что

∇(u · v) = u · (∇v) + v · (∇u), то можно получить формулу

∫

R
n

u · 〈∇f,∇v〉 dγn = −
∫

R
n

Lf · u · v dγn −
∫

R
n

v · 〈∇f,∇u〉 dγn. (3.3)

Так как T Rd(R
n) ⊂ C∞

b (Rn), (3.2) и (3.3) верны при f ∈ T Rd(R
n).

Кроме формул (3.2) и (3.3), нам понадобятся оценки, связанные c
Lp-нормами функций из T Rd(R

n). В работе [10] доказана теорема:

Теорема 2 (Лемма Турана). Пусть d ∈ N, I ⊂ R — интервал. Су-
ществует число A0, что для произвольного p(t) из T Rd(R

1), и произ-
вольного измеримого E ⊂ I с мерой Лебега µ(E) > 0 выполнено

sup
t∈I

|p(t)| ≤ C(d, |I|) sup
t∈E

|p(t)|(A0|I|)2d
(
µ(E)

)−2d
,

где C(d, |I|) зависит только от d ∈ N и |I| — длины I.

Пусть f ∈ T Rd(R
n) и f 6= const. При 0 < p < 1 введем величины

‖f‖p = ‖f‖Lp(γn) по аналогии с нормами ‖f‖Lq(γn) с q ≥ 1. В случае p = 0
положим: ‖f‖0 = limp→0 ‖f‖p. При p ∈ [0, 1) нарушается неравенство
треугольника, и поэтому ‖ · ‖p — не нормы. Введем M(f) такое, что
γn(x ∈ R

n | f(x) ≥M(f)) = e−1. Доказано (см. [11, п. 2]), что из леммы
Турана можно вывести оценки:

Предложение 2. Для f ∈ T Rd(R
n) верны неравенства:

γn(x ∈ R
n | f(x) ≤ (A0λ)

−2dM(f) ) ≤ λ−1; (3.4)

‖f‖p ≤ (3A0 max(1, 2dp))2d ·M(f) (3.5)

(eA0)
−2dM(f) ≤ ‖f‖0 ≤ (3A0)

2d ·M(f). (3.6)

Следствие 1. Пусть p, q ∈ [0,+∞); d ∈ N. Существуют такие
m = m(d, p, q) > 0 и M = M(d, p, q) > 0, что для всех f ∈ T Rd(R

n)
выполнено неравенство

m · ‖f‖p ≤ ‖f‖q ≤M · ‖f‖p. (3.7)

Доказательство. Из обычного неравенства Гёльдера, примененного к
функциям |f |p и 1, следует, что ‖f‖Lp(γn) ≤ ‖f‖Lq(γn) при 0 ≤ p < q ≤ ∞.
Теперь применим (3.5) и (3.6), и закончим доказательство .

Замечание 3. Следует отметить тот факт, что при фиксированном d
числа m и M в неравенстве (3.7) одинаковы для любого значения n.

Следующее утверждение, является аналогом неравенства Карбери–
Райта (см. [19], а также [11]) для функций из T Rd(R

n).
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Предложение 3. Для всякого d ∈ N существует такое c(d), что
для всякого n ∈ N, и всякого f ∈ T Rd(R

n) выполнено неравенство

γn(|f | ≤ t) · ‖f‖1/2d1 ≤ c(d)t1/2d, t ≥ 0.

Доказательство. В (3.4) возьмем λ = M1/2d(f) · A−1
0 · t−1/2d, t ≥ 0,

применим (3.5) c p = 1 и получим γ(|f | ≤ t) · ‖f‖1/2d1 ≤ c(A0, d) · t1/2d.
Предложение доказано.

Следствие 2. Пусть d ∈ N и p ≥ 1. Существует такое c(d, p), что
для всякого n ∈ N и всякого f ≥ 0, f ∈ T Rd(R

n) верно неравенство
∫

R
n

1

(f + ε)p
dγn ≤ ε−p+1/2dc(d, p)‖f‖−1/2d

1 . (3.8)

Доказательство. Функция ξ = (f + ε)−1 является случайной величи-
ной на вероятностном пространстве (Rn;B; γ). Мы знаем, что f ≥ 0.
Следовательно, ξ ∈ (0, ε−1). Отсюда следует, что

∫

R
n

(f + ε)−p dγn = E(ξp) =

∫ ε−1

0
p · tp−1γn

(
(f + ε)−1 ≥ t

)
dt =

=p

∫ ∞

0
(s+ ε)−p−1γn

(
f ≤ s

)
ds = p · ε−p

∫ ∞

0
(u+ 1)−p−1γn

(
f ≤ ε · u

)
du.

Из этой выкладки и предложения 3 следует, что

∫

R
n

(f + ε)−p dγn ≤ ε1/2d · c(d, p)
εp · ‖f‖1/2d1

; c(d, p) := 2c(d)p

∫ ∞

0

u1/2d

(u+ 1)1+p
du.

Мы получили искомую оценку.

Нам также потребуется следующая лемма, которая позволяет оце-
нить норму градиента f ∈ T Rd(R

n) через норму самой f .

Лемма 1. Существует такое C(d), что

‖∇f‖2 ≤ C(d)‖f‖2

для всякого тригонометрического полинома f ∈ T Rd(R
n) от произ-

вольного числа переменных n ∈ N.

Доказательство. Пусть n = 1. В пространстве T Rd(R) возьмем базис

1, cos t, sin t, . . . , cos (d · t), sin (d · t).

Применив ортогонализацию относительно скалярного произведения из
L2(γ1), получим e0 = 1, e1, e−1, . . . , ed, e−d — ортонормированный

Известия Иркутского государственного университета.
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базис. При этом e±k будут лежать в T Rk(R). Заметим, что ‖∇f‖2 =
‖f ′‖2 — полунорма на (2d + 1)-мерном пространстве T Rd(R), поэтому
найдется число M(d) такое, что

‖∇f‖2 ≤M(d)‖f‖2 (3.9)

для всех f ∈ T Rd(R
1). Мы доказали оценку для n = 1 с C(d) =M(d).

Покажем, что при n > 1 искомая оценка выполнена с C(d)=
√
dM(d).

Стандартная гауссовская мера γn на R
n представима в виде

γn(dx1 . . . dxn) = γ1(dx1)× γ1(dx2)× . . . × γ1(dxn).

Поэтому из теоремы Фубини следует, что в T Rd(R
n) можно рассмотреть

ортонормированный базис

ej1(x1)ej2(x2) . . . ejn(xn); |j1|+ . . . + |jn| ≤ d

В этом базисе f ∈ T Rd(R
n) запишется в виде

f(x1, . . . , xn) =
∑

|J1n|≤d

aj1...jn · ej1(x1) . . . ejn(xn).

Для краткости введем обозначение |Jkn| = |jk|+ . . .+ |jn|. Ясно, что

‖f‖22 =
∑

|J1n|≤d

a2j1...jn .

Чтобы оценить норму градиента f , сначала оценим норму ‖∂1f‖2. Для
этого обозначим Dj = d− |J2n| и перепишем f = f(x1, . . . , xn) в виде

f =
∑

|J2n|≤d

ej2(x2) . . . ejn(xn) ·
∑

|j1|≤Dj

aj1...jn · ej1(x1).

Поскольку ∂1e0(x1) = ∂11 = 0, мы можем написать

∂1f =
∑

|J2n|≤d

ej2(x2) . . . ejn(xn) ·
∑

|j1|≤Dj

δ(j1 6=0)aj1...jn · ∂1ej1(x1),

где δ(j1 6=0) = 1 при j1 6= 0 и 0 в противном случае.
Применяя теорему Фубини и ортонормированность базиса ek про-

странства T Rd(R
1), мы получаем, что

‖∂1f‖22 =
∑

|J2n|≤d

1 ·
∥∥∥∥
∑

|j1|≤Dj

δ(j1 6=0)aj1...jn · ∂1ej1(x1)
∥∥∥∥
2

L2(γ1)

(3.10)

Обозначим Fj2...jn(x1) =
∑

|j1|≤Dj
δ(j1 6=0)aj1...jn · ej1(x1). Легко заметить,

что Fj2...jn(x1) ∈ T Rd(R
1), и к нему можно применить (3.9):

‖∂1Fj2...jn‖2L2(γ1)
≤M2(d)‖Fj2...jn‖2L2(γ1)

=M2(d)
∑

|j1|≤Dj

δ(j1 6=0)a
2
j1...jn .



86 Г. И. ЗЕЛЕНОВ

(последнее равенство получаем из того, что δ2(j1 6=0) = δ(j1 6=0)) Подстав-

ляя этот результат в (3.10), получаем

‖∂1f‖22 =
∑

|J2n|≤d

‖∂1Fj2...jn‖2L2(γ1)
≤M2(d)

∑

|J1n|≤d

δ(j1 6=0)a
2
j1...jn .

Для ‖∂kf‖22 получаются аналогичные оценки. Следовательно,

‖∇f‖22 =
n∑

k=1

‖∂kf‖22 ≤M2(d)
∑

|J1n|≤d

n∑

k=1

δ(jk 6=0)a
2
j1...jn .

Первая сумма берется по таким числам j1, . . . , jn от −d до d, что

|J1n| = |j1|+ . . .+ |jn| ∈ {0, . . . , d}.

По условию, степень f не превышает d. Поэтому для каждого набора
j1, . . . , jn найдется не более d чисел jk, отличных от 0. Поэтому

‖∇f‖22 ≤M2(d)
∑

|J1n|≤d

d · a2j1...jn = d ·M2(d) · ‖f‖22.

Теорема доказана.

Пусть a ∈ R
n — вектор, B = (bij) — n× n-матрица. Тогда:

|Ba| ≤ ‖B‖HS |a|, 〈Ba, a〉 ≤ ‖B‖HS〈a, a〉, (3.11)

где ‖B‖HS =
(∑

i,j b
2
ij

)1/2
— норма Гильберта-Шмидта. ‖B‖HS оцени-

вается сверху многочленом от модулей |bij | элементов матрицы bij .

4. Основные результаты

Пусть на пространстве R
n со стандартной гауссовской мерой γn за-

дана f ∈ T Rd(R
n) и f 6= const. Рассмотрим меру γn ◦ f−1 и покажем,

что эта мера лежит в классе Никольского – Бесова.

Теорема 3. Пусть d ∈ N, τ > 0. Существует такое C(d, τ) > 0, что
при f ∈ T Rd(R

n) для всякой функции ϕ ∈ C∞
b (R1) выполнено

∫

R
n

ϕ′(f(x)) γn(dx) ≤ C(d, τ)σ−α
f ‖ϕ‖α∞‖ϕ′‖1−α

∞ , α =
1

4d+ τ
.

Как следствие, если f 6= const, то мера γn ◦ f−1 принадлежит всем
классам Bα(R) с α < 1

4d вне зависимости от числа переменных n.
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Доказательство. Не теряя общности, можно считать, что ‖ϕ‖∞ ≤ 1.
Заметим, что ϕ′(f)〈∇f,∇f〉 = 〈∇(ϕ ◦ f),∇f〉. Введем параметр ε >
0. Интеграл, который нам надо оценить, представляется в виде (для
краткости опускаем символ R

n при интегрировании):

∫

R
n

ϕ′(f) dγn =

∫ 〈∇ϕ ◦ f,∇f〉
〈∇f,∇f〉+ ε

dγn +

∫
ε · ϕ′(f)

〈∇f,∇f〉+ ε
dγn = I1 + I2.

(4.1)
Оценим каждое из слагаемых. В случае первого слагаемого, интегрируя
по частям по формуле (3.3), получим оценку (вспомним, что ‖ϕ‖∞ ≤ 1)

I1 = −
∫
ϕ(f)

( Lf

〈∇f,∇f〉+ ε
− 〈D2f · ∇f,∇f〉

(〈∇f,∇f〉+ ε)2

)
dγn

≤
(
‖Lf‖Lq′(γn)

+ ‖‖D2f‖HS‖Lq′ (γn)

)(∫ 1

(〈∇f,∇f〉+ ε)q
dγn

)1/q

,

(4.2)

где q > 1, q′ = q/(q−1) появляется из неравенства Гёльдера, а ‖D2f‖HS

обозначает норму Гильберта – Шмидта (3.11) матрицы вторых про-
изводных. При помощи леммы 1 и неравенства (3.7) можно показать,
что

‖Lf‖Lq′ (γn)
+ ‖D2f‖Lq′ (γn)

≤ C(d, q)σf .

При помощи неравенства (3.8), примененного к тригонометрическому
полиному 〈∇f,∇f〉 ≥ 0 степени 2d, и неравенства Пуанкаре (3.1) мы
получаем, что (4.2) не превосходит

C(d, q)σfε
−1+1/4dq‖〈∇f,∇f〉‖−1/4dq

1 ≤ C(d, q)σ
1−1/2dq
f ε−1+1/4dq.

Нам осталось оценить второе слагаемое в (4.1). Используя (3.8) и нера-
венство Пуанкаре, получаем

I2 = ε

∫
ϕ′(f)

〈∇f,∇f〉+ ε
dγn ≤

∫
ε‖ϕ′‖∞

〈∇f,∇f〉+ ε
dγn ≤ c(d)‖ϕ′‖∞

σ
1/2d
f

ε1/4d.

Возвращаясь к (4.1), приходим к оценке

∫
ϕ′(f(x)) γn(dx) ≤ C(d, q)σ

1−1/2dq
f ε−1+1/4dq +

c(d)‖ϕ′‖∞
σ
1/2d
f

ε1/4d

Подставим β = 1
4d , τ = q−1

q , ε = ‖ϕ′‖ω∞, ω = − 1
1+βτ . Тогда получится

∫
ϕ′(f(x)) γn(dx) ≤ (C(d, q)σ

1−2β/q
f + c(d)σ−2β

f )‖ϕ′‖1−α
∞ , α =

1

4d+ τ
.
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Введем функцию ϕ̃(t) = ϕ(tσ−1
f ) и применим полученное неравенство к

тригонометрическому полиному f̃ = f · σ−1
f . Получится

∫
ϕ̃′(f(x)) γn(dx) = σ−1

f

∫
ϕ′(f(x)σ−1

f ) γn(dx) ≤

≤ σ−1
f (c1(d, q) + c(d))‖ϕ′‖1−α

∞ = σ−α
f (c1(d, q) + c(d))‖ϕ̃′‖1−α

∞ .

(4.3)

Здесь α = 1
4d+τ , где τ > 0 — произвольное. Неравенство из утверждения

теоремы доказано. Из (4.3) следует, что мера γn ◦ f−1 удовлетворяет
условиям предложения 1. Поэтому γn ◦ f−1 действительно лежит в
классе Никольского – Бесова Bα(R).

Следствие 3. Пусть d ∈ N, a > 0, τ > 0. Существует такое чис-
ло C = C(d, c, τ), что для всяких двух функций f, g ∈ T Rd(Rn), для
которых σf , σf ≥ c > 0, выполнена оценка

dTV(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1) ≤ CdFM(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1)θ, θ =
1

4d+ 1 + τ
.

Доказательство. Рассмотрим ν1 = γn ◦ f−1 и ν2 = γn ◦ g−1. По теореме
3 меры ν1 и ν2 лежат во всех классах Bα(R) с α = 1

4d+τ . При этом в
силу теоремы 3 и предложения 1 имеет место оценка

‖ν1 − ν2‖Bα ≤ ‖ν1‖Bα + ‖ν2‖Bα ≤ C(d, τ)(σ−α
f + σ−α

g ) ≤ 2C(d, τ)c−α

Применяя теорему 1 нашим мерам ν1 и ν2, получаем искомое утвержде-
ние. Следствие доказано.

Теперь разберем k-мерный случай. Пусть на R
n со мерой γn задано

k функций f1, . . . , fk ∈ T Rd(R
n). Рассмотрим следующее f : R

n → R
k

f(x) = f
(
x1, . . . , xn

)
=
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)

)
.

Попробуем подобрать f так, чтобы мера γn ◦ f−1 попадет в Bα(Rk).
Введем матрицу Маллявэна Mf для отображения f :

Mf (x) = (mi,j(x))i,j≤k, mi,j(x) := 〈∇fi(x),∇fj(x)〉.

Введем ∆f := detMf . Заметим, что ∆f ≥ 0 и ∆f ∈ T R2kd(R
n).

Пусть M i,j — алгебраическое дополнение к элементу mi,j. Составим
матрицу Af := (ai,j)i,j≤k, где ai,j =M j,i из этих алгебраических допол-
нений. Заметим, что ai,j — это полином степени k − 1 от переменных
ms,t. Из формул Крамера следует:

∆f ·M−1
f = Af . (4.4)

Известия Иркутского государственного университета.
2020. Т. 31. Серия «Математика». С. 78–95



ДРОБНАЯ ГЛАДКОСТЬ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 89

Теорема 4. Пусть k, d ∈ N, a > 0, b > 0, τ > 0. Тогда найдется такое
число C(d, k, a, b, τ) > 0, что для всякого отображения

f = (f1, . . . , fk) : R
n → R

k,

где все компоненты fi лежат в T Rd(R
n), ‖∆f‖1 ≥ a и maxi≤k σfi ≤ b,

для всякой функции ϕ ∈ C∞
b (Rk) и всякого вектора e ∈ R

k с |e| = 1
выполнено неравенство
∫

R
n

∂eϕ(f(x)) γn(dx) ≤ C(d, k, a, b, τ)‖ϕ‖α∞‖∂eϕ‖1−α
∞ , α =

1

8kd + τ
.

Следовательно, γn ◦ f−1 ∈ Bα(Rk) для каждого α < 1/8kd.

Доказательство. Не теряя общности можно считать, что ‖ϕ‖∞ ≤ 1.
Если ‖∂eϕ‖∞ ≤ 1, то для всякого α > 0 мы имеем (снова опускаем
индекс R

n у всех интегралов в этом доказательстве)
∫
∂eϕ(f(x)) γn(dx) ≤ ‖∂eϕ‖∞ ≤ ‖∂eϕ‖1−α

∞ .

Теперь разберем случай ‖∂eϕ‖∞ ≥ 1. Введем числовой параметр ε ∈
(0, 1). Интеграл, который мы хотим оценить, можно представить в виде
суммы
∫
∂eϕ(f) dγn =

∫
∂eϕ(f) ·∆f

∆f + ε
dγn + ε

∫
∂eϕ(f)

∆f + ε
dγn = I1 + I2. (4.5)

Оценим каждое слагаемое из этой суммы. Введем вектор

V =
(
〈∇(ϕ ◦ f),∇f1〉, . . . , 〈∇(ϕ ◦ f),∇fk〉

)
,

где ∇ обозначает градиент функции n переменных Из свойств произ-
ведения матриц следует, что

Mf × (∂x1ϕ(f), . . . , ∂xk
ϕ(f))T = V T . (4.6)

Левую часть этого выражения следует понимать как произведение мат-
рицы на вектор-столбец с компонентами ∂xi

ϕ(f), правую — как вектор-
столбец. Из (4.6) и (4.4) мы получаем

(∂eϕ)(f)∆f =
〈
V,Afe

〉
=

k∑

i=1

〈∇ϕ ◦ f,∇fi〉hi,

где hi — это компонента вектора h(x) = Af (x)e. Поэтому первое слага-
емое из (4.5) перепишется в виде

I1 =

∫
∂eϕ(f) ·∆f

∆f + ε
dγn =

∫ k∑

i=1

〈∇ϕ ◦ f,∇fi〉hi
∆f + ε

dγn,
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Проинтегрируем по частям это выражение по формуле (3.3):

I1 = −
k∑

i=1

∫
ϕ ◦ f ·

( hiLfi
∆f + ε

− hi〈∇fi,∇(∆f )〉
(∆f + ε)2

+
〈∇fi,∇hi〉
∆f + ε

)
dγn

Поскольку ∆f ≥ 0 и ‖ϕ‖∞ ≤ 1, отсюда следует:

I1 ≤
∫ ∣∣∑k

i=1 Ui

∣∣
0 + ε

dγn +

∫ ∣∣∑k
i=1 Vi

∣∣
(∆f + ε)2

dγn +

∫ ∣∣∑k
i=1Wi

∣∣
0 + ε

dγn, (4.7)

где Ui = hiLfi, Vi = hi〈∇fi,∇(∆f )〉, Wi = 〈∇fi,∇hi〉. Нужно оценить
каждое из трех слагаемых в (4.7). Оценим первое слагаемое:

∫ ∣∣∑k
i=1 hiLfi

∣∣
0 + ε

dγn ≤ ε−1

∫
‖Af‖HS

( k∑

i=1

|Lfi|2
)1/2

dγn.

Здесь ‖Af‖HS – норма Гильберта–Шмидта матрицы Af (см (3.11)). Мы
применили неравенство |h| = |Afe| ≤ ‖Af‖HS · |e| = ‖Af‖HS .

Теперь мы оценим второе слагаемое из правой части (4.7). Сначала
получим вспомогательное неравенство. Применяя два раза неравенство
Коши – Буняковского и один раз оценку |h| ≤ ‖Af‖HS , получаем

∣∣∣
k∑

i=1

Vi(x)
∣∣∣ ≤ Φ(x); Φ(x) = ‖Af‖HS · |∇∆f | ·

( k∑

i=1

|∇fi|2
)1/2

Взяв β = 1
2 · 1

2kd = 1
4kd , для второго слагаемого (4.7) получаем:

∫ ∣∣∑k
i=1 Vi(x)

∣∣
(∆f + ε)2

dγn ≤ ‖(∆f + ε)−2‖q‖Φ‖q′ ≤ ε−2+β/q c(2q, 2kd)
2 · ‖Φ‖q′

‖∆f‖β/q1

где число q′ = q/(q − 1) возникает из неравенства Гёльдера, а число
c(2q, 2kd) — из неравенства (3.8), примененного к ∆f ∈ T R2kd(R

n).
Наконец, используя неравенство Коши – Буняковского и неравенство

2xy ≤ x2 + y2, получим оценку для третьего слагаемого из (4.7):

∫ ∣∣∑k
i=1〈∇fi,∇hi〉

∣∣
∆f + ε

dγn ≤ 1

2ε

∫ k∑

i=1

(
|∇fi|2 + |∇hi|2

)
dγn.

Оценив сверху все три слагаемые правой части (4.7), мы оценили
первое слагаемое из (4.5). При этом у нас имеет место неравенство ε−1 ≤
ε−2+β/q, поскольку −2 + β/q < −1 и ε ≤ 1, .

Теперь мы применим (3.8) к тригонометрическому полиному ∆f ,
чтобы оценить второе слагаемое из (4.5):

∫
∂eϕ(f)

∆f + ε
dγn ≤ ‖∂eϕ‖∞c(1, 2kd)ε−1+β‖∆f‖−β

1 ,
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Положим τ = q−1
q и возьмем ε = ‖∂eϕ‖ω∞, ω = − 1

2+τβ = − 4kd
8kd+τ . Из

неравенств (4.7) и (4.5) получаем

∫
∂eϕ(f) dγn ≤ (C1 + C2 +C3 + C4)‖∂eϕ‖1−α

∞ , α =
1

8kd + τ
, (4.8)

с громоздкими выражениями для Ck:

C1 =

∫
‖Af‖HS

( k∑

i=1

|Lfi|2
)1/2

dγn; C2 =
c(2q, 2kd)2 · ‖Φ‖q′

‖∆f‖β/q1

C3 =
1

2

∫ k∑

i=1

(
|∇fi|2 + |∇hi|2

)
dγn; C4 =

c(1, 2kd)

‖∆f‖β1
.

Лемма 1, неравенство (3.7) и неравенство Пуанкаре (3.1) позволяют
заменить число (C1 + C2 + C3 + C4) на число C(d, k, a, b, τ), зависящее
только от d, k, a, b и τ . Здесь мы используем то, что ‖Af‖HS оцени-
вается многочленом от функций mi,j(x). Поэтому Lp-нормы ‖Af‖HS

ограничены степенями b.
Выбирая q > 1 достаточно близким к 1, можно получить любое

положительное τ = q−1
q в выражении (4.8). Принадлежность γn ◦ f−1

к классу Бесова – Никольского следует из предложения 1. Теорема
доказана.

Следствие 4. Пусть k, d ∈ N, a > 0, b > 0, τ > 0. Тогда найдется
такое C = C(d, k, a, b, τ), что для всяких отображений f = (f1, . . . , fk)
и g = (g1, . . . , gk) из R

n в R
k c компонентами fi, gi из T Rd(Rn), для

которых выполнены условия ‖∆f‖1 ≥ a, ‖∆g‖1 ≥ a, maxi≤k σfi ≤ b,
maxi≤k σgi ≤ b, выполнено неравенство

dTV(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1) ≤ CdFM(γn ◦ f−1, γn ◦ g−1)θ, θ =
1

8kd+ 1 + τ
.

Доказательство. По теореме 4 меры γn ◦ f−1 и γn ◦ g−1 лежат во всех
классах Bα(R) где α = 1

8kd+τ . Далее действуем по аналогии с доказа-
тельством следствия 3.

5. Заключение

Мы показали, что образы n-мерной гауссовской меры γn под действи-
ем тригонометрических полиномов имеют плотность из класса Николь-
ского – Бесова Bα(R). Также мы доказали аналогичный результат для
образов γn под действием k-мерных отображений, компоненты которых
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являются тригонометрическими полиномами. Используя принадлеж-
ность к классам Bα(Rk), мы установили оценки расстояния по вариации
между двумя такими образами через расстояние по Форте – Мурье.

При этом все параметры (показатели у классов Никольского – Бе-
сова, а также коэффициенты в оценках) оказались не зависящими от
числа n. Таким образом, те свойства, которыми обладают образы n-
мерной гауссовской меры γn под действием многочленов, характерны и
для образов γn под действием тригонометрических полиномов.

Работа поддержана грантом РНФ 17-11-01058 (выполняемым при
МГУ им. М.В. Ломоносова).
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Fractional Smoothness of Distributions of Trigonometric
Polynomials on a Space with a Gaussian Measure

G. I. Zelenov1,2

1Moscow State University, Moscow, Russian Federation
2National Research University Higher School of Economics, Moscow, Rus-
sian Federation

Abstract. In this paper we study properties of images of a gaussian measure under
trigonometric polynomials of a fixed degree, defined on finite-dimensional space with
fixed number of dimensions. We prove that the images of the n-dimensional Gaussian
measure under trigonometric polynomials have densities from the Nikolskii – Besov
class of fractional parameter. This property of images of a gaussian measure is used
for estimating the total variation distance between such images via the Fortet–Mourier
distance. We also generalize these results to the case of k-dimensional mappings whose
components are trigonometric polynomials.

Keywords: Nikolskii – Besov class, Gaussian measure, distribution of a trigonomet-
ric polynomial.
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