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Аннотация. При ослабленных предположениях исследуется проблема необходи-
мых условий оптимальности высокого порядка в дискретных задачах оптималь-
ного управления со свободным правым концом траектории. Здесь используется,
во-первых, понятие относительной внутренности множества в широком смысле, во-
вторых, сочетание линейной (т. е. равномерно малой) и игольчатой вариаций до-
пустимого управления. В результате получается новая формула приращения функ-
ционала качества с членами нулевого, первого и второго порядков малости. Она и
служит источником известного необходимого условия оптимальности нулевого по-
рядка, если отсутствует линейная вариация допустимого управления, или известных
необходимых условий оптимальности первого и второго порядков, если на некотором
подмножестве области допустимых управлений приращение функционала качества
нулевого порядка отсутствует. Следуя полученной формуле приращения функцио-
нала качества, вводятся понятия нулевой, первой и второй вариаций функционала
качества в более общем виде, из которых в частности следуют известные вариации
функционала качества. На основе полученных формул для вариаций функциона-
ла качества с помощью игольчатой вариации допустимого управления получают-
ся более конструктивные необходимые условия оптимальности нулевого, первого и
второго порядков, имеющие широкую сферу действия.
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1. Введение

В течение более чем полувека, начиная с [7; 15], дискретные зада-
чи оптимального управления были основательно исследованы многими
авторами и в этом направлении опубликованы сотни статей и моно-
графий, содержащих ряд важных результатов. Более подробный об-
зор по дискретным проблемам оптимизации приводится, например, в
[1; 2; 6; 10; 12–14;16; 18].

Известно, что (см. например, [3; 6, с. 431]) непосредственное пере-
несение принципа максимума Л. С. Понтрягина на дискретные задачи
оптимального управления в общем случае невозможно. В отличие от
непрерывного в дискретном случае аналог уравнения Эйлера не всегда
является следствием дискретного принципа максимума. Поэтому полу-
чение дискретного аналога уравнения Эйлера имеет самостоятельное
значение. Естественно возникает теоретический и практический инте-
рес получения конструктивных и имеющих широкую сферу действия
необходимых условий оптимальности первого (в форме уравнения Эй-
лера) и второго порядков. Получению таких необходимых условий оп-
тимальности и посвящена настоящая статья, которая является суще-
ственным обобщением [8].

В данной работе, используя понятие относительной внутренности
множества в широком смысле, введенное в [9], и применяя специаль-
ный вид вариации допустимого управления, получается формула при-
ращения функционала качества с членами нулевого, первого и вто-
рого порядков малости. На основе этой формулы, введя понятия ну-
левой, первой и второй вариаций функционала качества, получаются
конструктивные необходимые условия оптимальности нулевого, перво-
го (в форме уравнения Эйлера) и второго (типа Габасова [4]) порядков,
имеющие широкую сферу действия.

2. Постановка задачи, определение и предположения

Пусть Rm −m-мерное евклидово пространство, R− множество дей-
ствительных чисел, I := {t0, t0+1, ..., t1−1} ⊂ R, I−1 := I \{t1−1}, I1 :=
I ∪ {t1}. Пусть, кроме того, заданы функции f(x, u, t) : Rn × Rr × I →
Rn,Φ(x) : Rn → R и конечная последовательность множеств U(t) ⊂
Rr, t ∈ I.

Рассмотрим дискретную задачу оптимального управления:

S(u(·)) = Φ(x(t1)) → min
u(·)

, (2.1)

x(t+ 1) = f(x(t), u(t), t), t ∈ I, x(t0) = x∗, (2.2)

u(t) ∈ U(t), t ∈ I. (2.3)
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Векторы x = (x1, x2, ..., xn)
T ∈ Rn и u = (u1, u2, ..., ur)

T ∈ Rr будем
называть, соответственно, вектором состояния и вектором управления
системы (2.2), начальное состояние x∗, а также моменты t0, t1 будем
предполагать фиксированными.

Допустимым процессом в задаче (2.1)−(2.3) будем называть пару
(u(·), x(·)), такую, что u(·) удовлетворяет условию (2.3), а x(·) явля-
ется решением системы (2.2). Компоненту u(·) допустимого процесса
(u(·), x(·)) будем называть допустимым управлением, а компоненту x(·)
— соответствующей траекторией.

Допустимый процесс (u0(·), x0(·)) назовем оптимальным процессом
в задаче (2.1)−(2.3), если он доставляет минимум функционалу (2.1).

Напомним следующее определение.

Определение 1. [9] Пусть Z ⊂ Rm, z0 ∈ Z и ẑ ∈ Z\{z0} 6= ∅. Точку
z0 назовем относительной внутренней точкой множества Z вдоль
прямой ℓ(z0, ẑ) := {z̃ : z̃ = z0 + τ(ẑ − z0), τ ∈ R}, если существует
число γ = γ(ẑ) ∈ (0, 1], такое, что при всех ε ∈ (−γ, γ) справедливо
включение z0+ε(ẑ−z0) ∈ Z. Точку z0 назовем относительной внутрен-
ней точкой множества Z в широком смысле, если точка z0 является
относительной внутренней точкой множества Z вдоль любых пря-
мых из множества {ℓ(z0; z) : z ∈ Z\{z0}}. Совокупность таких точек
назовем относительной внутренностью множества Z |0|. Множество
Z назовем относительно открытым в широком смысле, если Z |0| = Z.

При исследовании допустимого процесса (u0(·), x0(·)) будем исполь-
зовать следующие предположения:

(A1) функционал Φ(·) непрерывно дифференцируем в Rn;
(A2) функционал Φ(·) дважды непрерывно дифференцируем в Rn;
(B1) для каждого t ∈ I функции f(·, ·, t), fx(·, ·, t) и для каждого

t ∈ I−1 функция fu(·, ·, t) непрерывны по x, u в Rn ×Rr;
(B2) для каждого t ∈ I функции f(·, ·, t), fx(·, ·, t), fxx(·, ·, t) и для

каждого t ∈ I−1 функции fu(·, ·, t), fxu(·, ·, t), fuu(·, ·, t) непрерывны по
x, u в Rn ×Rr;

(C1) для каждого t ∈ I−1 имеет место включение u0(t) ∈ U |0|(t).
Особо отметим, что при исследовании задачи (2.1)−(2.3) множество

U (t1 − 1) может быть произвольным.

3. Формула приращения функционала качества

Пусть u0(·) −допустимое управление такое, что u0(t) ∈ U |0|(t), t ∈
I−1, т. е. выполняется предположение (C1). Пусть выполняются пред-
положения (A2) и (B2).

Для каждого t ∈ I−1 определяем следующее множество:

K
(
u0(·), U(·)

)
(t) =
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=
{
v ∈ Rr : v = u0(t) + β

(
u− u0(t)

)
, u ∈ U(t), β ∈ R

}
. (3.1)

Ясно, что U(t) ⊆ K
(
u0(·), U(·)

)
(t), t ∈ I−1 и если u0(t) ∈ intU(t),

t ∈ I−1 , то K
(
u0(·), U(·)

)
(t) = Rr, t ∈ I−1.

Наряду с u0(·) рассмотрим функцию u(·; ε) вида

u(t; ε) =

{
û, t = t1 − 1,

u0(t) + ε(v(t)− u0(t)), t ∈ I−1.
(3.2)

Здесь û ∈ U(t1− 1) и v(t) ∈ K
(
u0(·), U(·)

)
(t), t ∈ I−1 −произвольные

фиксированные точки, далее ε ∈ (−ε0, ε0), где число ε0 > 0 такое, что
для каждого t ∈ I−1 и для всех ε ∈ (−ε0, ε0) имеет место включение
u(t; ε) ∈ U(t). Подчеркнем, что так как u0(t) ∈ U |0|(t), t ∈ I−1, то в
силу определения множества K(u0(·), U(·))(·) такое число ε0 существует.

Очевидно, что при всех ε ∈ (−ε0, ε0) функция u(·; ε) является допу-
стимым управлением.

Рассмотрим допустимый процесс (u(·; ε), x(·; ε)) и приращение

x(t; ε)− x0(t) =: ∆εx(t), t ∈ I1.

Тогда ∆εx(·) является решением системы

{
∆εx(t+ 1) = f(x0(t) + ∆εx(t), u(t; ε), t) − f(x0(t), u0(t), t), t ∈ I,
∆εx(t0) = 0.

(3.3)
Согласно (3.2) и по формуле Тейлора из (3.3) с помощью метода шагов
нетрудно получить

‖∆εx(t)‖ ≤ q1ε, t ∈ I, (3.4)

где q1 = const > 0, ‖∆εx(·)‖− евклидова норма вектора ∆εx(·).
Отметим, что решение системы (3.3) в точке t = t1 является конеч-

ным относительно ε : ‖∆εx(t)‖ ∼ ε0.
Из (3.3), выделяя главную часть приращения ∆εx(t1), имеем

∆εx(t1) = ∆ûf(x
0(t), u0(t), t)

∣∣
t=t1−1

+

+ ∆x̃f(x
0(t), û, t)

∣∣
t=t1−1

, û ∈ U(t1 − 1), (3.5)

где

∆x̃f(x
0(t), û, t)

∣∣
t=t1−1

= f(x0(t) + ∆εx(t), û, t)
∣∣
t=t1−1

−

− f(x0(t), û, t)
∣∣
t=t1−1

. (3.6)

Далее, учитывая (3.4) и (3.6), получаем, что второй член в (3.5) имеет
порядок ε, т.е.

∥∥∆x̃f(x
0(t1 − 1), û, t1 − 1|)

∥∥ ≤ q2ε, q2 = const > 0. (3.7)
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Теперь вычисляем приращение

S(u(t; ε)) − S(u0(·)) =: ∆εS(u
0(·); v(·), û)

функционала (2.1), вызванное (3.2).

Следуя [11], введем в рассмотрение вектор-функцию
◦
ψ(t; û), t ∈ I

и симметричную матричную функцию
◦
Ψ(t; û), t ∈ I как решение

линейных дискретных систем:




◦
ψ(t− 1; û) = fTx (t)

◦
ψ(t; û),

◦
ψ(t1 − 2; û) = fTx (x

0(t1 − 1), û, t1 − 1)
◦
ψ(t1 − 1; û),

◦
ψ(t1 − 1; û) = −Φx(f(x

0(t1 − 1), û, t1 − 1))

(3.8)





◦
Ψ(t− 1; û) = fTx (t)

◦
Ψ(t; û)fx(t) +Hxx(

◦
ψ(t; û),

◦
x(t),

◦
u(t), t)

◦
Ψ(t1 − 2; û) = fTx (x

0(t), û, t)
◦
Ψ(t; û)fx(x

0(t), û, t)

∣∣∣∣
t=t1−1

+

+Hxx(
◦
ψ(t; û), x0(t), û, t)

∣∣∣∣
t=t1−1

,

◦
Ψ(t1 − 1; û) = −Φxx(f(x

0(t1 − 1), û, t1 − 1)),

(3.9)

где fx(t) := fx(x
0(t), u0(t), t), û ∈ U(t1 − 1),H(ψ, x, u, t) = ψT f(x, u, t)−

функция Гамильтона – Понтрягина.
Следуя [8] с учетом (3.2)−(3.9), для ∆εS(u

0(·); v(·), û) нетрудно по-
лучить следующее представление:

∆εS(u
0(·); v(·), û) = ∆ûΦ(f(t1 − 1)) −

◦
ψ T (t1 − 2; û)∆εx(t1 − 1)−

−1

2
∆εx

T (t1 − 1)
◦
Ψ(t1 − 2; û)∆εx(t1 − 1) + o(ε2), ε ∈ (−ε0, ε0), (3.10)

где ε−2o(ε2) → 0 при ε→ 0,

∆ûΦ(f(t1 − 1)) := Φ(f(x0(t), û, t))|t=t1−1

−Φ(f(x0(t), u0(t), t))
∣∣
t=t1−1

, û ∈ U(t1 − 1). (3.11)

Используя тождество вида

◦
ψ T (t1 − 2; û)∆εx(t1 − 1) =

t−2∑

t=t0

◦
ψ T (t; û)∆εx(t+ 1)−

−
t1−2∑

t=t0+1

◦
ψ T (t− 1; û)∆εx(t),
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учитывая (3.2)−−(3.4),(3.8) и применяя формулу Тейлора, имеем

◦
ψ T (t1 − 2; û)∆εx(t1 − 1) = ε

t1−2∑

t=t0

HT
u (t; û)(v(t) − u0(t))+

+
1

2

t1−2∑

t=t0

[
∆εx

T (t)Hxx(t; û)∆εx(t) + 2ε∆εx
T (t)Hxu(t; û)(v(t) − u0(t)) +

+ε2(v(t)− u0(t))THuu(t; û)(v(t)− u0(t))
]
, (3.12)

где Hu(t; û) := Hu(
◦
ψ(t, û), x0(t), u0(t), t) (аналогично определяются и

функции Hxx(t; û),Hxu(t; û),Huu(t; û)).
Для достижения цели осталось выделить в ∆εx(t), t ∈ I главный

член по ε, ибо справедливо свойство (3.4). С помощью метода шагов
(последовательно по t : t = t0, t0 + 1, ..., t1 − 2) и формулы Тейлора для
∆εx(t), t ∈ I получаем справедливость представления вида

∆εx(t) = εδx(t) + o(ε; t), t ∈ I, (3.13)

где δx(t), t ∈ I− решение линейной дискретной системы

{
δx(t+ 1) = fx(t)δx(t) + fu(t)

(
v(t)− u0(t)

)
, t ∈ I,

δx(t0) = 0.
(3.14)

Согласно (3.12) и (3.13) приращение (3.10), т.е. ∆εS(u
0(·); v(·), û) при-

нимает вид:

∆εS
(
u0 (·) ; v (·) , û

)
= ∆ûΦ (f (t1 − 1))−

−ε
t1−2∑

t=t0

HT
u (t; û)

(
v(t)− u0(t)

)
−

−ε
2

2

{
δxT (t1 − 1)

◦
Ψ(t1 − 2; û) δx(t1 − 1) +

+

t1−2∑

t=t0

[
δxT (t)Hxx (t; û) δx(t) + 2δxT (t)Hxu (t; û)

(
v(t)− u0(t)

)
+

+
(
v(t)− u0(t)

)T
Huu (t; û)

(
v(t)− u0(t)

)]}
+ o(ε2), (3.15)

ε ∈ (−ε0, ε0) , û ∈ U(t1 − 1), u(t) ∈ K(
◦
u(·), U(·))(t), t ∈ I−1,

где δx (·) −решение системы (3.14);
◦
Ψ(t1 − 2; û) , ∆ûΦ (f(t1 − 1)) опре-

деляются по (3.9) и (3.11), соотвественно.
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Определение 2. [8] Если приращение функционала

∆εS
(
u0 (·) ; v (·) , û

)

допускает представление

∆εS
(
u0 (·) ; v (·) , û

)
= ε0A0 + ε1A1 +

ε2

2
A2 + o(ε2), ε ∈ (−ε0, ε0) ,

где Ai, i = 0, 1, 2 не зависят от ε, то соответственно, A0 и A1 на-
зываются нулевой и первой, а A2− второй вариациями функционала
S (u (·)). Для них существуют специальные символы

A0 = δ0S
(
u0; û

)
, A1 = δ1S

(
u0; û

)
, A2 = δ2S

(
u0; û

)
.

Принимая во внимание определение 2 и (3.15), имеем

δ0S
(
u0; û

)
= ∆ûΦ (f (t1 − 1)) , (3.16)

δ1S
(
u0; v (·) , û

)
= −

t1−2∑

t=t0

HT
u (t; û)

(
v(t)− u0(t)

)
, (3.17)

δ2S
(
u0; v(·), û

)
= −δxT (t1 − 1)

◦
Ψ(t1 − 2; û) δx(t1 − 1)−

−
t1−2∑

t=t0

[
δxT (t)Hxx (t; û) δx(t) + 2δxT (t)Hxu(t; û)

(
v(t) − u0(t)

)
+

+
(
v(t)− u0(t)

)T
Huu(t; û)

(
v(t)− u0(t)

)]
. (3.18)

Итак, учитывая (3.16)-(3.18) в (3.15), получаем следующую формулу
приращения для ∆εS (·):

∆εS
(
u0 (·) ; v (·) , û

)
=

= δ0S
(
u0; û

)
+ εδ1S

(
u0; v(·), û

)
+
ε2

2
δ2S

(
u0; v(·), û

)
+ o(ε2), (3.19)

где δiS(·), i = 0, 1, 2 определяются по (3.16)−(3.18).

4. Необходимые условия оптимальности

Введем множество
U0(t1 − 1) =

= {û ∈ U(t1 − 1) : ∆ûΦ (f (t1 − 1)) = 0} , (4.1)

где ∆ûΦ (f (t1 − 1)) определяется по (3.11).
Используя формулу (3.19) с учетом (4.1), без особого труда доказы-

вается следующая
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Теорема 1. Пусть
(
u0 (·) , x0 (·)

)
− оптимальный процесс. Тогда име-

ют место соотношения:
(i) если функции Φ (·) и f (·) непрерывны, то выполняется неравен-

ство
δ0S

(
u0 (·) , û

)
≥ 0, ∀û ∈ U(t1 − 1); (4.2)

(ii) если выполняются предположения (A1), (B1) и (C1), то спра-
ведливо равенство

δ1S(u0(·); v(·), û) = 0,

∀û ∈ U0(t1 − 1),∀v(t) ∈ K(u0(·), U(·))(t), t ∈ I−1; (4.3)

(iii) если выполняются предположения (A2),(B2) и (C1), то спра-
ведливо неравенство

δ2S(u0(·); v(·), û) ≥ 0,

∀û ∈ U0(t1 − 1),∀v(t) ∈ K(u0(·), U(·))(t), t ∈ I−1, (4.4)

где δiS(·), i = 0, 1, 2 определяются по (3.16)−(3.18).

Как видно, что необходимые условия оптимальности (4.3) и (4.4) не
являются конструктивной для применения при решении конкретных
задач. Но из этих условий можно получить легко проверяемые необ-
ходимые условия оптимальности. Теперь займемся получением именно
таких условий оптимальности.

Пусть (u0(·), x0(·)) — оптимальный процесс. Так как в теореме 1
функция v(·) — произвольный элемент множества K(u0(·), U(·))(t), t ∈
I−1, то ее можно выбрать в следующем виде:

v(t) =

{
v, t = θ ∈ I−1,

u0(t), t ∈ I−1 \ {θ} ,
(4.5)

где θ и v являются произвольными фиксированными элементами мно-
жеств I−1 и K(u0(·), U(·))(θ), соответственно.

Тогда, во-первых, учитывая (4.5) в (3.17), из (4.3) получаем

HT
u (θ; û)(v − u0(θ)) = 0, û ∈ U0(t1 − 1),

θ ∈ I−1, v ∈ K(u0(·), U(·))(θ); (4.6)

во-вторых, в силу (3.14), (3.18) и (4.5) из (4.4) имеем

δxT (t1 − 1)
◦
Ψ(t1 − 2; û)δx(t1 − 1) + (v − u0(θ))THuu(θ; û)(v − u0(θ))+

+

t1−2∑

t=θ1

δxT (t)Hxx(t; û)δx(t) ≤ 0, (4.7)
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где θ1 = θ + 1,
◦
Ψ(t1 − 2; û) определяется по (3.9) , а δx(·)- решение

системы

δx(t+ 1) = fx(t)δx(t), t ∈ {θ1, θ1 + 1, · · · , t1 − 2},

δx(θ1) = fu(θ), δx(t) = 0, t ∈ {t0, t0 + 1, · · · , θ}. (4.8)

Используя тождество

δxT (t1 − 1)
◦
Ψ(t1 − 2; û)δx(t1 − 1) =

=

t1−2∑

t=θ

δxT (t+ 1)
◦
Ψ(t; û)δx(t + 1)−

t1−2∑

t=θ1

δxT (t)
◦
Ψ(t− 1; û)δx(t),

с учетом (3.9) и (4.8), неравенство (4.7) принимает вид

(v − u0(θ))T [fTu (θ)
◦
Ψ(θ; û)fu(θ) +Huu(θ; û)](v − u0(θ)) ≤ 0,

û ∈ U0(t1 − 1), θ ∈ I−1, v ∈ K(u0(·), U(·))(θ), (4.9)

где множества K(u0(·), U(·))(θ), U0(t1 − 1) и функция
◦
Ψ(·; û) определя-

ются по (3.1),(4.1) и (3.9), соответственно.
Следовательно, принимая во внимание утверждение (4.2) с учетом

(3.16), а также (4.6) и (4.9), получим справедливость следующей теоре-
мы.

Теорема 2. Пусть (u0(·), x0(·))− оптимальный процесс. Тогда

(j) Φ(f(x0(t1 − 1), û, t1 − 1)) − Φ(f(x0(t1 − 1), u0(t1 − 1), t1 − 1)) ≥ 0,

∀û ∈ U(t1 − 1);

(jj) если выполняются предположения (A1), (B1), (C1), то для всех
θ ∈ {t0, t0 + 1, . . . , t1 − 2}, û ∈ U0(t1 − 1), v ∈ K(u0(·), U(·))(θ) имеет
место равенство (4.6);

(jjj) если выполняются предположения (A2), (B2), (C1), то для всех
(θ, û, v) ∈ {t0, t0+1, . . . t1−2}×U0(t1−1)×K(u0(·), U(·))(θ) справедливо
неравенство (4.9).

5. Заключение

На основе полученных результатов приходим к выводу, что понятие
относительной внутренности множества в широком смысле позволяет
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обобщить ряд необходимых условий оптимальности, которые получе-
ны, например в [3; 5; 8; 17] при предположении открытости множества
значений допустимых управлений.

Утверждение (j) теоремы 2 впервые получено в [8]. Остальные утвер-
ждения теоремы 2 получены в [8] при u0(t) ∈ intU(t), t ∈ I−1. Утвер-
ждения (jj) и (jjj) теоремы 2 являются усилением соответствующих
результатов [3; 5; 17]. Аналоги теорем 1, 2 можно получить для более
общих дискретных и непрерывных задач оптимального управления.

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензенту за
ценные и полезные замечания, позволившие существенно улучшить ка-
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On Necessary Optimality Conditions for Discrete Control
Systems

M. J. Mardanov1, T. K. Melikov1,2

1Institute of Mathematics and Mechanics, Azerbaijan National Academy of
Sciences, Baku, Azerbaijan
2Institute of Control System, Azerbaijan National Academy of Sciences,
Baku, Azerbaijan

Abstract. In this article, under weakened assumptions, we study high-order necessary
optimality conditions for discrete optimal control problems with the free right end of the
trajectory. Here, we first use the concept of the relative interior of a set in the broad
sense, and then the combination of linear (i.e. uniformly small) and needle variation
of the admissible control. As a result, a new formula for the increment of the quality
functional with the members of zeroth, first and second order of smallness is obtained.
This formula serves as a source of the well-known zeroth order necessary optimality
condition, if the admissible control has no linear variation, or the well-known first and
second order necessary optimality conditions, if the increment of the quality functional of
order zero is vanished on a certain subset of the domain of admissible controls. Following
the obtained formula of the increment of the quality functional, the concepts of zeroth,
first and second variations of the quality functional are introduced in a more general form,
from which, in particular, the well-known variations of the quality functional follow.
Based on the obtained formulae for the variations of the quality functional, using the
needle variation of the admissible control, more constructive the zeroth, first and second
order necessary optimality conditions with broad applications area are obtained.
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Keywords: discrete control systems, optimal control, necessary conditions, varia-
tions of cost function.
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