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Аннотация. Рассматривается задача представления функций алгебры логики об-
ратимыми схемами, построенными из элементов Тоффоли. Интерес к данной зада-
че связан с актуальными исследованиями возможности организовать «холодные»
вычисления с помощью дискретных преобразователей информации, т. е. такие вы-
числения, при выполнении которых технические устройства, их реализующие, не
выделяли бы тепла.

Поскольку обратимые схемы реализуют в общем случае обратимые функции? в
исследовании использован метод Тоффоли – Фредкина для представления функций
алгебры логики обратимыми функциями.

В работе описывается алгоритм нахождения минимального представления функ-
ции алгебры логики в классе обратимых схем, построенных из элементов Тоффоли.
Алгоритм использует полиномиальную нормальную форму функции алгебры логи-
ки в операторном представлении и задачу нахождения минимального представления
функции алгебры логики в классе операторных пучков определенного вида. Выбран-
ный класс операторных пучков соответствует классу расширенных поляризованных
полиномов Жегалкина (далее расширенных полиномов), который включает в себя
известный класс поляризованных полиномов Жегалкина.

В заключение приводятся вычислительные результаты алгоритма минимизации
функций алгебры логики в классе обратимых схем.

Ключевые слова: обратимая схема, функции Тоффоли, функции алгебры логики,
поляризованные полиномы Жегалкина.

1. Введение

В работе представлены результаты исследования задачи представле-
ния функций алгебры логики в классе обратимых схем.
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Предварительно описывается представление функции алгебры логи-
ки в виде обратимой функции. Для этого используется метод Фредкина
– Тоффоли, предложенный в [9]. Обратимые функции реализуются об-
ратимыми схемами, построенными из элементов Тоффоли [10]. Понятие
обратимой функции, способы ее задания, структурное описание обрати-
мых схем, реализующих обратимые функции, и их функционирование
подробно изложены в [2]. В [3] описан вид обратимых схем, реали-
зующих такие обратимые функции, которые представляют функции
алгебры логики. В работе приведены только ключевые определения
необходимые для представления функций алгебры логики обратимыми
схемами.

Для того чтобы функцию алгебры логики представить в виде обра-
тимой схемы, составленной из элементов Тоффоли, требуется получить
ее полиномиальную нормальную форму (ПНФ). Для этого в работе
используется операторный подход, подробно изложенный в [4].

На основе введенных определений операторного подхода предлага-
ется алгоритм 1 минимизации функций алгебры логики в одном из
классов операторных пучков KE. Важно, что для работы данного ал-
горитма несущественным является выбор базисной функции, алгоритм
использует только базисный пучок.

Алгоритм 2 минимизации функций алгебры логики в классе обрати-
мых схем RS опирается на предыдущий алгоритм 1 и для его работы
требуется выбрать в качестве базисной функции функцию конъюнкции,
в результате чего класс операторных пучков KE ассоциируется с клас-
сом расширенных поляризованных полиномов Жегалкина ZhE. Класс
ZhE содержит известный класс поляризованных полиномов Жегалки-
на (или форм Рида-Маллера) Zh. Сложность представлений функции
в данном классе существенно меньше, чем в классе Zh, что, в свою
очередь, влияет на сложность представлений в классе обратимых схем
RS.

В заключение работы представлены вычислительные результаты ал-
горитма 2.

2. Представления функций алгебры логики обратимыми

схемами Тоффоли

Для удобства в дальнейшем множество переменных x1, ..., xn обозна-
чим через x̃, а множество x0, x1, ..., xn – через x̃0.

Обратимым представлением функции алгебры логики f(x̃) будем
называть обратимую функцию следующего вида:

F (x̃0) = (f0(x̃0), f1(x̃0), ..., fn(x̃0)), где

f0(x0, x1, ..., xn) = x0 ⊕ f(x̃),
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fi(x0, x1, ..., xn) = xi,

по всем 1 ≤ i ≤ n, т.е. функция F (x̃0) осуществляет следующее взаимно
однозначное отображение:

F (x̃0) : (x0, x1, ..., xn)→ (x0 ⊕ f(x̃), x1, ..., xn). (2.1)

Пусть даны две обратимые функции F (x̃0) и G(x̃0), которые пред-
ставляют функции f(x̃) и g(x̃), соответственно. Тогда по определению
суперпозиции обратимых функций [2] функция H(x̃0) = F (G(x̃0)) пред-
ставляет функцию h(x̃) = f(x̃)⊕ g(x̃).

Рассмотрим множество T обратимых функций (называемых функ-
циями Тоффоли [10]) следующего вида:

1) T n+1
0 (xi) : (x0, x1, ..., xi, ..., xn)→ (x0, x1, ..., x̄i, ..., xn),
i ∈ {0, 1, ..., n};

2) T n+1
k (xi1 , ..., xik , x0) : (x0, x1, ..., xn)→ (x0 ⊕ xi1 · ... · xik , x1, ..., xn),
k > 0, {i1, ..., ik} ⊆ {1, ..., n}.

Обратимой схемой Тоффоли будем называть обратимую схему, ко-
торая составлена из элементов, реализующих функции множества T.

Обратимые схемы Тоффоли реализуют обратимые функции вида
(2.1).

Класс обратимых схем Тоффоли обозначается через RS.
Обратимую функцию F (x̃0) реализуют несколько обратимых схем

Тоффоли. Они зависят от вида полиномиальной нормальной формы
(ПНФ) соответствующей функции алгебры логики f(x̃). Для описания
используемого в работе класса ПНФ применяется операторный подход,
подробно изложенный в [4].

3. Операторное описание функций алгебры логики

Двоичные наборы длины n будем обозначать греческими буквами,
например, так: δ̃ = δ1...δn; нулевой набор: 0...0 = 0̃; единичный набор:
1...1 = 1̃.

Под оператором t, представленным в виде последовательности t =
t1...tn, ti ∈ {e, d, p}, будем понимать отображение t : Bn → Bn из ли-
нейного пространства всех функций алгебры логики Bn в Bn. Элементы
ti последовательности t1...tn называются компонентами оператора t, а
n – его длиной.

Компонент ti оператора t действует на функцию f(x̃) по переменной
xi следующим образом:

tif(x̃) =





f(x̃), если ti = e,

f(x1, ..., x̄i, ..., xn), если ti = p,

f ′xi(x̃), если ti = d.
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где f ′xi(x̃) — производная функции f(x̃) по переменой xi.
Действие оператора t = t1...tn на функцию f(x̃) по переменным

x1, ..., xn определяется индуктивно: t(f(x̃)) = t1(t2...tnf(x̃)).

Набор T = (t0̃, ..., tτ̃ , ..., t1̃) из 2n операторов, где каждый опера-
тор имеет длину n, называется пучком операторов. Пучок операторов

B = (b0̃, ..., bτ̃ , ..., b1̃) называется базисным, если существует функция

g(x̃) такая, что операторные образы b0̃g(x̃), ..., bτ̃ g(x̃), ..., b1̃g(x̃) обра-
зуют базис пространства Bn как линейного векторного пространства;
функция g(x̃) называется базисной.

Операторный пучок A = (a0̃, ..., aτ̃ , ..., a1̃) называется однородным,
если существуют такие операторы b = b1...bn и c = c1...cn, bi 6= ci для
любого i, что оператор aτ̃ = a1...an пучка A определяется следующим
образом:

ai =

{
bi, если τi = 0,

ci, если τi = 1.

Любой однородный операторный пучок является базисным [4].
Оператор c будем называть суммой операторов a и b, если для лю-

бой функции алгебры логики f(x̃) верно следующее равенство: cf(x̃) =
af(x̃)⊕ bf(x̃). Далее удобно записывать так: c = a⊕ b.

Для любого однородного операторного пучка A = (a0̃, ..., aτ̃ , ..., a1̃)
существует оператор c такой, что c =

⊕
τ̃∈{0,1}n a

τ̃ [4].
Пусть по некоторому однородному операторному пучку A =

(a0̃, ..., aτ̃ , ..., a1̃) функция f(x̃) имеет следующую операторную форму:

O(f) =
⊕

τ̃∈{0,1}n

ατ̃a
τ̃g(x̃), (3.1)

где ατ̃ ∈ {0, 1}.
В дальнейшем для удобства записи обозначим через

⊕
τ̃ сумму вида⊕

τ̃∈{0,1}n , а через
⋃
δ̃ — объединение вида

⋃
δ̃∈{0,1}n .

В форме (3.1) для всех ατ̃ = 1 вместо оператора aτ̃ подставим
сумму операторов соответствующего однородного операторного пучка

T τ̃ = (tτ̃ ,0̃, ..., tτ̃ ,1̃), проведем операцию сокращения пар одинаковых
слагаемых и получим для функции f(x̃) операторное представление
SOF (f), называемое специальной операторной формой. В [1] доказа-
но, что данное представление единственно с точностью до порядка
слагаемых.

Через Kb, где b — оператор длины n, обозначается класс таких од-

нородных операторных пучков A = (a0̃, ..., a1̃), в которых a0̃ = b.
Через H обозначается класс всех однородных операторных пучков,

H =
⋃
bKb (по всем операторам b).

Пусть A = (a0̃, ..., aτ̃ , ..., a1̃) – однородный операторный пучок и
c =

⊕
τ̃ a

τ̃ . Класс HEA =
⋃
δ̃{Tδ̃}

⋃{A} называется расширением одно-
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родного пучка A, если пучки Tδ̃ = (t0̃, ..., tτ̃ , ..., t1̃) построены следующим
образом:

tτ̃ =

{
aτ̃ , если τ̃ 6= δ̃,

c, если τ̃ = δ̃.
(3.2)

Через HE обозначим класс всех расширенных однородных оператор-
ных пучков, HE =

⋃
A∈H HEA.

Если рассматривать в качестве базисной функции g(x̃) функцию про-
изведения x1 · ... ·xn, то классы операторных форм становятся классами
полиномиальных нормальных форм [4]. В частности, класс H станет
классом кронекеровых форм Kro, класс HE — классом расширенных
кронекеровых форм KroE.

Пусть функция алгебры логики f(x̃) по некоторому однородному

операторному пучку A = (a0̃, ..., a1̃) ∈ H имеет операторную форму

(3.1). По определению (3.2) по пучку Tδ̃ = (t0̃, ..., tτ̃ , ..., t1̃) ∈ HEA, Tδ̃ 6=
A, функция f(x̃) имеет следующую операторную форму [3]:

O+(f) =
⊕

τ̃

ᾱτ̃ b
τ̃g(x̃)⊕ cg(x̃). (3.3)

Сложность функции алгебры логики f(x̃) в классе H однородных
операторных пучков определяется следующим образом:

LH(f) = min
O(f)

(L(O(f)))

по всем операторным формам O(f) вида (3.1), представляющим функ-
цию f(x̃); L(O(f)) — сложность операторной формы O(f), равная числу
ненулевых коэффициентов ατ̃ в разложении (3.1).

В классе расширенных однородных операторных форм HE слож-
ность функции f(x̃) в соответствии с (3.3) равна:

LHE(f) = min
O(f)

(min{L(O+(f)), L(O(f))}) =

= min
O(f)

(min{2n − L(O(f)) + 1, L(O(f))}).

В работе рассматривается класс операторных пучков Kd...d ∈ H,
который при g(x̃) = x1 · ... · xn соответствует классу поляризованных
полиномов Жегалкина Zh =

⋃
σ̃ Zhσ̃. Функции базиса Zhσ̃ представ-

ляют собой операторные образы aσ̃,τ̃ (x1 · ... · xn), где операторы aσ̃,τ̃

по всем τ̃ ∈ {0, 1}n составляют однородный операторный пучок A =
(d...d, ..., a1 ...an), в котором

ai =

{
e, если σi = 1,

p, если σi = 0.

Известия Иркутского государственного университета.
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Класс KE =
⋃
A∈Kd...d

HEA ⊂ HE соответствует классу расши-
ренных поляризованных полиномов Жегалкина ZhE =

⋃
σ̃ Zhσ̃E, где

Zhσ̃E =
⋃
δ̃{Zhδ̃σ̃E}

⋃{Zhσ̃} и функции базиса Zhδ̃σ̃E есть образы
операторов пучка Tδ̃ по функции x1 · ... · xn.

4. Алгоритм 1 минимизации функций алгебры логики в

классе операторных пучков KE

В алгоритме вычисляется сложность функций алгебры логики в
классе операторных пучков KE. Для работы алгоритма предваритель-
но требуется выполнить следующие действия:

1) Сгенерировать вспомогательную библиотеку, содержащую инфор-
мацию о классе операторных пучков Kd...d.

2) Построить специальную операторную форму SOF (f) функции f.

Построение библиотеки класса Kd...d. Рассмотрим однородные

операторные пучки Aσ̃ = (aσ̃,0̃, ..., aσ̃,τ̃ , ..., a1̃,τ̃ ) класса Kd...d, σ̃ ∈ {0, 1}n.
По построению класса Kd...d в качестве операторов aσ̃,τ̃ пучков Aσ̃
по всем σ̃, τ̃ ∈ {0, 1}n, τ̃ 6= 0̃ могут быть всевозможные операторы
ti = t1...tn длины n, компоненты которых tj ∈ {e, d, p}, 1 ≤ j ≤ n.
Упорядочим операторы ti по натуральному порядку, поставив в соот-
ветствие оператору e число 0, оператору d число 1, оператору p число
2. Тогда каждому оператору ti соответствует единственное число в тро-
ичной системе счисления, а индекс i является его десятичным номером
и принадлежит множеству {0, 1, ..., 3n − 1}.

Пучкам Aσ̃ соответствуют операторы cσ̃ =
⊕

τ̃ a
σ̃,τ̃ , которые по всем

σ̃ ∈ {0, 1}n составят однородный операторный пучок

C = (e...e, . . . , p...p).

Построим бинарную матрицу P, строки которой обозначены всевоз-
можными операторами вида ti, а столбцы операторами cσ̃ следующим
образом: единицы в столбце c

¯̃σ матрицы P соответствуют тем операто-
рам ti, которые совпадают с операторами aσ̃,τ̃ соответствующего пучка
Aσ̃; нули стоят на остальных местах каждого столбца.

Построение SOF (f). По пучку C = (e...e, . . . , p...p) построим опе-
раторную форму O(f) = c1g(x̃)⊕ ...⊕ ckg(x̃) функции f(x̃). На матрице
P отметим те столбцы cσ̃, которые совпадают с операторами cj , j ∈
{1, 2, ...k}. Тогда для того чтобы получить специальную операторную
форму SOF (f) функции f(x̃), достаточно по каждой строке ti, i ∈
{0, 1, ..., 3n−1}, осуществить сложение по модулю 2 элементов матрицы
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по столбцам cj . Если сумма равна 1, то ti находится среди элемен-
тов множества операторов M(SOF (f)), образы которых составляют
SOF (f).

Пусть M(SOF (f)) = {b1, ..., bN}. Отметим на матрице P те строки
ti, которые соответствуют операторам bm, m ∈ {1, 2, ...N}. Тогда слож-
ность L(Oσ̃(f)) операторной фурмы Oσ̃(f) функции f(x̃) по пучку Aσ̃
вычисляется так: в столбце c

¯̃σ сложить те элементы матрицы P,
которые по строкам совпадают с операторами bm из M(SOF (f)) [7].

При n = 1 матрица P имеет вид:

P1 =




0 1
1 1
1 0




Если сохранить порядок операторов e, d, p при построении операто-
ров длины n, то матрица P = Pn есть кронекерово произведение n
матриц P1 :

Pn =




0 1
1 1
1 0


⊗




0 1
1 1
1 0


⊗ ...⊗




0 1
1 1
1 0




Матрица P имеет фрактальную структуру. Если числу 1 поставить
в соответствие пиксель черного цвета, а числу 0 – пиксель белого цвета
и повернуть изображение на 90 градусов, то вид матрицы будет таким,
как показано на рис. 1.

Рис. 1. Матрица P при n = 5, повернутая на 90 градусов

Основные шаги алгоритма 1:

1) Сгенерировать матрицу P.

2) Сгенерировать специальную операторную форму SOF (f) функции
f(x̃).

3) По всем σ̃ ∈ {0, 1}n :

а) получить операторную форму Oσ̃(f) функции f(x̃), используя
специальную операторную форму SOF (f) и матрицу P,

б) вычислить сложности L(Oσ̃(f)), L(O
+
σ̃ (f)) = 2n−L(Oσ̃(f))+1

и выбрать минимальное значение
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4) Найти LKE(f) = minOσ̃(f)(min{2n − L(Oσ̃(f)) + 1, L(Oσ̃(f))}).

Алгоритм 1. integerMinBoolKE(f) {
vars
s, P : integer array;
Cost, Q, Ex : integer;
i, j : integer; // вспомогательные переменные;

Cost← J ; gen(P ); s← gen_sof(P, f);
for j ← 0 to J { // по столбцам матрицы P, σ̃ ∈ {0, 1}n;
Q← 0;
for i← 0 to I { // по строкам матрицы P ;
if(si&Pij = 1) Q← Q+ 1; }

Ex← J −Q+ 1;
if(Q < Ex) { if(Q < Cost) Cost← Q; }
else { if(Ex < Cost) Cost← Ex; } }

returnCost; }
Замечания по работе алгоритма:
1. В алгоритме используются следующие программные функции и

обозначения:

1) функция gen(P ) генерирует бинарную матрицу P, содержащую ин-
формацию о классе Kd...d;

2) функция gen_sof(P, f); выводит в массив s данные о специальной
операторной форме SOF (f) функции f(x̃) :

si =

{
1, если ti ∈M(SOF (f)),

0, иначе.

2. Для небольших значений n (зависит от возможности загрузки биб-
лиотеки в оперативную память) матрица P строится предварительно
через кронекерово произведение матриц меньшей размерности. Свой-
ства фрактальной структуры матрицы позволяют динамически стро-
ить необходимые столбцы матрицы, если невозможно загрузить всю
библиотеку в оперативную память.

3. Бинарные массивы s и P представлены целочисленными массива-
ми, меньшей размерности. Все операции над элементами этих массивов
сводятся к использованию различных масок, логических операций и
операций побитового сдвига.
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5. Алгоритм 2 минимизации функций алгебры логики в

классе обратимых схем RS

Пусть функция алгебры логики f(x̃) по некоторому пучку Aσ̃ ∈ Kd...d

имеет следующую операторную форму:

Oσ̃(f) =
⊕

τ̃

ατ̃a
σ̃,τ̃ (x1 · ... · xn) = k1 ⊕ ...⊕ km, (5.1)

m — число ненулевых коэффициентов ατ̃ .
Обратимая функция F (x̃0) представляет функцию f(x̃) по определе-

нию (2.1). Построим обратимую схему S1, которая реализует функцию
F (x̃0), в соответствии с операторной формой (5.1). Обратимая схема S1
состоит из следующих элементов Тоффоли (рис. 2):

1) Ni1 , ..., Nil расположены на входах xi1 , ..., xil , реализуют функции
T n+1
0 (xi1), ..., T

n+1
0 (xil), соответствуют компонентам σi1 , ..., σil вектора

поляризации σ̃, равным 0;
2) Bk1

n+1, ..., B
km
n+1 реализуют функции вида T n+1

r , r > 0, которые
представляют слагаемые k1, ..., km;

3) Ni1 , ..., Nil реализуют по определению (2.1) условия fi(x̃0) = xi,
1 ≤ i ≤ n.

Среди элементов Bk1
n+1, ..., B

km
n+1 может быть элемент N0, реализую-

щий функцию T n+1
0 (x0), которая представляет слагаемое

d...d(x1 · ... · x1) = 1.

Рис. 2. Обратимая схема S1 (функция f(x̃) имеет форму Oσ̃(f))

Пусть функция алгебры логики f(x̃) по некоторому пучку Tδ̃ ∈ KE
имеет операторную форму:

O+
σ̃ (f) =

⊕

τ̃

ᾱτ̃a
σ̃,τ̃ (x1 · ... · xn)⊕ c(x1 · ... · xn) =

= k̄1 ⊕ ...⊕ k̄s−1 ⊕ k∗s , (s = 2n −m+ 1). (5.2)
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Построим обратимую схему S2, которая реализует функцию F (x̃0), в
соответствии с операторной формой (5.2). Обратимая схема S2 состоит
из следующих элементов Тоффоли (рис. 3):

элементы 1), 2), 3) реализуют слагаемые k̄1, ..., k̄s−1 аналогично об-
ратимой схеме S1.

4) Nj1 , ..., Njn−l ({j1, ..., jn−l} = {1, 2, ..., n}\{i1 , ..., il}) расположены

на входах xj1 , ..., xjn−l , реализуют функции T n+1
0 (xj1), ..., T

n+1
0 (xjn−l),

необходимые для представления слагаемого k∗s , соответствуют компо-
нентам σi1 , ..., σil вектора поляризации σ̃, равным 1;

5) B
k∗s
n+1 реализует функцию вида T n+1

n (x1, ..., xn, x0), которая пред-
ставляют слагаемое k∗s ;

6) Nj1 , ..., Njn−l реализуют условия fi(x̃0) = xi, 1 ≤ i ≤ n.

Рис. 3. Обратимая схема S2 (функция f(x̃) имеет форму O+
σ̃ (f))

Основные шаги алгоритма 2

1) Выполнить шаги 1) и 2) алгоритма 1.

2) По всем σ̃ ∈ {0, 1}n :

- вычислить сложность L(Oσ̃(f)) операторной формы Oσ̃(f), ис-
пользуя специальную операторную форму SOF (f) функции
f(x̃) и матрицу P,

- вычислить сложность обратимой схемы S1 :
L(S1) = L(Oσ̃(f)) + 2 · ω(σ̃), где ω(σ̃) равно разности n и веса
вектора поляризации σ̃;

- вычислить сложность обратимой схемы S2 :
L(S2) = 2n − L(Oσ̃(f)) + 1 + 2 · n [3];

- выбрать минимальное из L(S1), L(S2).

3) Найти LRS(f) = minOσ̃(f)(min{L(S1), L(S2)}).

Алгоритм 2. integerMinBoolRS(f) {
vars
s, P : integer array;
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Cost, T, N, Ex : integer;
a, i, j : integer; // вспомогательные переменные;

Cost← 2n + 2n + 1; gen(P ); s← gen_sof(P, f); a← fict(f);
for j ← 0 to 2n { // по столбцам матрицы P, σ̃ ∈ {0, 1}n;
T ← 0;// подсчет элементов T n+1

r , r > 0;
for i← 0 to 3n { // по строкам матрицы P ;
if(si&Pij = 1) T ← T + 1; }

N ← 2 · (w(i) − w(i&a)); // подсчет элементов T n+1
0 ;

Ex← 2n − T + 1 + 2 · n; // сложность схемы S2;
if((T +N) < Ex) { if((T +N) < Cost) Cost← T +N ; }
else { if(Ex < Cost) Cost← Ex; } }

returnCost; } [6]

Замечания:
1) функция fict(f) выводит число, в двоичной записи которого на

позиции i стоит 1, если переменная xi в функции f(x̃) фиктивна и 0 –
иначе;

2) функция w(i) вычисляет количество единиц в бинарной записи
целого положительного числа i.

6. Вычислительные результаты алгоритма 2

Выполнение вычисления сложности для всех функций алгебры ло-
гики осуществлено при n = 3, 4, 5.

При n = 6, 7, 8, 9, 10 алгоритм выполнялся на выборке случайно сге-
нерированных функций, которая была получена с помощью линейно-
го конгруэнтного метода с коэффициентами a =6364136223846793005,
c =1442695040888963407 и m = 264 − 1 [8].

Вычислительные результаты представлены в графической форме в
виде диаграмм, которые изображены на рисунках 4, 5 6.

С помощью алгоритма 1 была найдена последовательность множеств
Mn = {pn, qn, tn} функций алгебры логики:

p3 = (00011011), q3 = (11010001), t3 = (11001010),

pn(x1, ..., xn) = xnqn−1(x1, ..., xn−1)⊕ x̄npn−1(x1, ..., xn−1),
qn(x1, ..., xn) = xntn−1(x1, ..., xn−1)⊕ x̄nqn−1(x1, ..., xn−1),
tn(x1, ..., xn) = xnpn−1(x1, ..., xn−1)⊕ x̄ntn−1(x1, ..., xn−1).

Для этих функций удалось доказать, что они являются самыми
сложными в классе ZhE [3]. Значения сложности представлений функ-
ций fi ∈ Mn до 10 переменных в классе обратимых схем RS представ-
лены в таблице 1.

Все расчеты выполнены на оборудовании центра коллективного
пользования «Иркутский суперкомпьютерный центр СО РАН» [5].

Известия Иркутского государственного университета.
2018. Т. 25. Серия «Математика». С. 144–158



АЛГОРИТМ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ 155

Таблица 1

Сложности функций fi ∈Mn в классе обратимых схем RS

n 3 4 5 6 7 8 9 10

pn 4 8 16 32 64 128 256 512

qn 5 7 17 31 65 127 257 511

tn 3 9 15 33 63 129 255 513

Рис. 4. Диаграммы распределения значений сложности функций алгебры
логики при n = 3, 4, 5, 6

Рис. 5. Диаграмма распределения значений сложности функций алгебры
логики при n = 7
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Рис. 6. Диаграммы распределения значений сложности функций алгебры
логики при n = 8, 9

Рис. 7. Диаграмма распределения значений сложности функций алгебры
логики при n = 10
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An Algorithm for Minimization of Boolean Functions in
the Class of Toffoli Reversible Logic Circuits

A. S. Frantseva

Irkutsk State University, Irkutsk, Russian Federation

Abstract. In this paper, the problem of Boolean function’s representation by the
reversible circuits constructed of the Toffoli gates is considered. Interest in this problem
is connected with actual studies of the possibility for realization of ”cold” computations.
It means that when performing such computations, there is no heat dissipation.

In general, reversible circuits realize reversible functions. Therefore, Toffoli-Fredkin’s
method for representation of the Boolean function by the reversible function is used.
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In work, an algorithm for finding the minimal representation of the Boolean func-
tion in a class of the reversible circuits, which are constructed from Toffoli elements
is described. The algorithm uses the polynomial normal forms or exclusive-or sum-of-
products expressions (ESOPs) of the Boolean function in the operator representation and
the problem of finding the minimal representation of the Boolean function in the certain
class of operator bundles. The chosen class of operator bundles corresponds to a class of
the extended polarized Zhegalkin polynomials, which includes a well-known class of the
polarized Zhegalkin polynomials or Reed-Muller forms.

In conclusion, the computational results of the algorithm for minimizing the Boolean
functions in the class of reversible circuits are given.

Keywords: reversible circuit, Toffoli functions, Boolean functions, polarized Zhe-
galkin polynomials or Reed-Muller forms.
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