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Аннотация. Рассматривается задача минимизации терминального функционала
на траекториях ограниченной вариации импульсной билинейной системы, управля-
емой неотрицательной векторной борелевской мерой при ограничениях на ее полную
вариацию. Эта задача является релаксационным (импульсно-траекторным) расши-
рением соответствующей классической задачи оптимального управления, в которой
оптимальное измеримое управление, как правило, не существует. Никаких предпо-
ложений корректности импульсного расширения не делается, так что каждой до-
пустимой управляющей мере может соответствовать пучок возможных траекторий;
индивидуальная траектория этого пучка выделяется с помощью метода разрывной
замены времени; этим же методом задача импульсного управления редуцируется к
обычной.

Цель статьи состоит в доказательстве нового нелокального необходимого условия
оптимальности для импульсных процессов, которое базируется на использовании
позиционных управлений спуска по функционалу. Это необходимое условие названо
позиционным принципом минимума, оно обобщает соответствующий одноименный
критерий для классических задач оптимального управления Позиционный принцип
минимума формулируется в рамках конструкций обобщенного принципа максиму-
ма для импульсных процессов и является его усилением. Эффективность нового
условия иллюстрируется примером.

Ключевые слова: импульсное управление, траектории ограниченной вариации,
позиционное управление, условия оптимальности.
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1. Введение

В статье рассматривается задача оптимального импульсного управ-
ления (задача (P )) с траекториями ограниченной вариации и векторной
неотрицательной мерой в роли управления; динамика в этой задаче
описывается автономной билинейной системой при ее специальной фор-
мализации.

Задача (P ) естественно возникает как релаксационное расширение
(см., например, [1;5;7;8;12]) следующей классической задачи оптималь-
ного управления (задачи (P0)):

J0 = l
(
x(b)

)
→ inf,

ẋ(t) = f
(
x(t)

)
+G

(
x(t)

)
v(t), x(a) = x0, t ∈ T. (1.1)

v(t) ∈ R
m
+ п. вс. на T, (1.2)

∫ b

a
||v(t)||dt ≤M. (1.3)

Здесь отрезок T = [a, b] фиксирован, M — заданное число, x(·) ∈

AC(T,Rn), v(·) ∈ L∞(T,Rm), ||v|| .=
m∑

1

|vj|. Предполагаем, что функция

l : Rn → R непрерывна, а f : Rn → Rn и G : Rn → R(n×m) локально
липшицевы и удовлетворяют условию не более чем линейного роста. В
разделе 4 мы будем рассматривать частный случай системы (1.1)–(1.3)
с билинейной структурой, добавив предположение на l, f , G.

Для релаксационного (импульсно-траекторного) расширения зада-
чи (P0), строгого определения импульсных процессов и вариационного
анализа задачи (P ) традиционно используется метод разрывной заме-
ны времени [7; 11–13; 17; 18; 24; 25]; мы тоже будем использовать его в
несколько модифицированном варианте. Достоинство метода разрыв-
ной замены времени состоит в возможности редуцировать сложную
задачу импульсного управления (P ) к некоторой классической задаче
оптимального управления (AP ).

Основным необходимым условием оптимальности для импульсных
процессов является так называемый обобщенный принцип максимума
(см., например, [5; 9–12; 23; 26; 28]). Этот критерий эквивалентен клас-
сическому принципу максимума Понтрягина для редуцированной зада-
чи (AP ). Целью данной статьи является доказательство необходимого
условия оптимальности, которое называется позиционным принципом
минимума для импульсных процессов. Позиционный принцип миниму-
ма для классических задач оптимального управления (как гладких, так
и негладких) без ограничений на траекторию был доказан сравнитель-
но недавно [2–4] и оказался весьма конструктивным и эффективным
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критерием и методом итерационного решения задач. В частности, он
включает в себя классический принцип максимума Понтрягина, хотя
формализуется в рамках этого критерия. Для рассматриваемой в статье
задачи импульсного управления (P ) позиционный принцип минимума
получается путем применения результатов из [2–4;6] к редуцированной
задаче (AP ). Отметим, что этот путь нетривиален, поскольку в задаче
(AP ) конечное время не фиксировано и есть терминальное ограничение
на траекторию (эти особенности отсутствуют в [2–4;6]); кроме того, по-
нятие позиционного импульсного управления, подходящее для наших
целей, в литературе отсутствует, и мы предлагаем одну из возмож-
ных формализаций. Отметим также работу [27], в которой предлага-
ется другая формализация позиционного импульсного управления для
случая скалярной управляющей меры.

Представленное в работе условие оптимальности идейно близко к
условиям, относящимся к методу динамического программирования
или оцениванию множества достижимости монотонными функциями
типа Ляпунова (см., например, [6; 16; 20–22], это список не претендует
на охват основных работ по указанным направлениям).

2. Постановка задачи

Пусть µ — ограниченная борелевская мера на T . Обозначим через
µc, |µ| и Sd(µ) непрерывную составляющую в разложении Лебега меры
µ, полную вариацию меры µ и множество, на котором сосредоточе-
на дискретная составляющая µ, т. е. Sd(µ)

.
= {s ∈ T | µ({s}) 6= 0},

соответственно. Обозначим K1 = {v ∈ Rm+ | ||v|| = 1}.
Импульсным управлением будем называть пару

(
µ, γ(µ)

)
=: π(µ),

компоненты которой удовлетворяют условиям
1) µ — неотрицательная ограниченная борелевская мера на T ,
2) γ(µ) — набор {ds, ωs(·)}s∈S , в котором

(а) S = Sd(µ),
(б) для каждого s ∈ S определены ds = ||µ

(
{s}
)
|| и измеримая по

Лебегу функция ωs : [0, ds]→ K1, удовлетворяющие равенству

∫ ds

0
ωs(τ)dτ = µ

(
{s}
)
.

Каждому управлению π(µ) поставим в соответствие функцию V (·), за-
данную правилом

V (t) = |µ|
(
[a, t]

)
, t ∈ (a, b], V (a) = 0. (2.1)

Ограничение на управление π(µ) зададим в виде:

V (t) ≤M. (2.2)
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Обозначим через W(T ) множество импульсных управлений π(µ), удо-
влетворяющих условиям 1), 2) и ограничению (2.2).

Рассмотрим импульсную управляемую систему

x(t) = x0 +

∫ t

a
f
(
x(ξ)

)
dξ +

∫ t

a
G
(
x(ξ)

)
µc(dξ)

+
∑

s∈S, s≤t

(
zs(ds)− x(s−)

)
, t ∈ (a, b], x(a) = x0, (2.3)

dzs(τ)

dτ
= G

(
zs(τ)

)
ωs(τ), zs(0) = x(s−), τ ∈ [0, ds], s ∈ S (2.4)

с управлениями π(µ) ∈ W(T ). Решения x(·) системы (2.3), (2.4) являют-
ся непрерывными справа на промежутке (a, b] функциями ограниченной
вариации. Примем для импульсной управляемой системы (2.3), (2.4)
формальную запись

dx = f
(
x
)
dt+G

(
x
)
π(µ), x(a) = x0, π(µ) ∈ W(T ). (2.5)

Задача оптимального импульсного управления (P ) имеет вид: требу-
ется минимизировать функционал J = l

(
x(b)

)
на множестве импульс-

ных процессов σ =
(
x(·), π(µ)

)
, удовлетворяющих (2.5).

Охарактеризуем кратко связь между решениями систем (1.1)–(1.3) и
(2.5), а также соответствующими задачами (P0) и (P ). В начале заме-
тим, что под решением системы (2.5) удобно понимать многозначную
функцию XV : T → comp

(
Rn × R+

)
, где через comp

(
Rn × R+

)
обозна-

чено множество всех непустых компактных подмножеств из Rn × R+.
Функция XV задается правилом:
1) для каждого t ∈ T/S положим XV (t) =

{(
x(t), V (t)

)}
,

2) для каждого s ∈ S положим XV (s) =
{(
zs(τ), zV s(τ)

)
| τ ∈ [0, ds]

}
.

Здесь x(·), zs(·), s ∈ S, удовлетворяют (2.3) и (2.4) соответственно, а
функция V (·) определена соотношением (2.1).

Далее, дополним систему (1.1)–(1.3) функцией V (·), задающей пол-

ную вариацию на отрезке [a, t] для функции w(t)
.
=

∫ t

a
v(ξ)dξ, т. е.

V (t) =

m∑

i=1

var
[a,t]

wi(·) =
∫ t

a
||v(ξ)||dξ. (2.6)

Через Xac
V =

(
x(·), V (·)

)
обозначим решения системы (1.1)–(1.3), (2.6).

Пусть d(A,B) — расстояние Хаусдорфа между множествами A и
B. Обозначим через graph

T
XV график многозначной функции XV на

отрезке T , т. е. graph
T

XV
.
=
{
(t, x, V ) | t ∈ T, (x, V ) ∈ XV (t)

}
. Тогда

связь между системой (2.5) и ее прототипом (1.1)–(1.3) устанавливает
Лемма 1, непосредственно следующая из результатов [15].
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Лемма 1. Многозначная функция XV : T → comp
(
Rn × R+

)
явля-

ется решением (2.5) тогда и только тогда, когда существует рав-
номерно ограниченная последовательность

{
Xac
V k

}
решений системы

(1.1)–(1.3), (2.6), для которой выполняется

d
(
graph
T

XV , graph
T

Xac
V k

)
→ 0, k →∞.

3. Вспомогательная задача

Следуя [6; 13; 25], выпишем для задачи (P ) эквивалентную вспомо-
гательную задачу оптимального управления (AP ) с нефиксированным
конечным моментом времени:

Ĵ = l
(
x(τ1)

)
→ min, (3.1)

t′(τ) = ω0(τ), t(0) = a, t(τ1) = b, (3.2)

x′(τ) = f
(
x(τ)

)
ω0(τ) +G

(
x(τ)

)
ω(τ), x(0) = x0, (3.3)

ω0(τ) ≥ 0, ω(τ) ∈ R
m
+ , (3.4)

ω0(τ) + ||ω(τ)|| = 1 п. вс. τ ∈ [0, τ1], τ1 ∈ [0, q]. (3.5)

Здесь
(
t(·),x(·)

)
∈ AC(T,Rn+1),

(
ω0(·), ω(·)

)
∈ L∞(T,Rm+1), q

.
= b− a+

M , штрих означает дифференцирование по переменной τ .
Допустимый процесс задачи (AP ) обозначим символом ρ, т. е. ρ =(

τ1, t(·),x(·), ω0(·), ω(·)
)
, где компоненты удовлетворяют соотношениям

(3.2)–(3.5).
Преобразуем задачу (AP ) к задаче на фиксированном промежутке

времени. Рассмотрим задачу (BP ):

J̃ = l
(
y(1)

)
→ min, (3.6)

η′(θ) = α(θ)ν0(θ), η(0) = a, η(1) = b, (3.7)

y′(θ) = α(θ)
(
f
(
y(θ)

)
ν0(θ) +G

(
y(θ)

)
ν(θ)

)
, y(0) = x0, (3.8)

α(θ) ∈ {0; q}, ν0(θ) ≥ 0, ν(θ) ∈ R
m
+ , (3.9)

ν0(θ) + ||ν(θ)|| = 1 п. вс. θ ∈ [0, 1]. (3.10)

Обозначим через g =
(
η(·), y(·), α(·), ν0(·), ν(·)

)
допустимый процесс за-

дачи (BP ). Множества всех допустимых процессов в задачах (AP ),
(BP ) обозначим символами P, G соответственно.

Справедлива следующая лемма.
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Лемма 2. Справедливо равенство min
ρ∈P

Ĵ(ρ) = min
g∈G

J̃(g).

Доказательство. Установим связь между множествами допустимых
процессов задач (AP ) и (BP ) и покажем, что на соответствующих про-
цессах значения функционалов задач равны.

1) Допустимые процессы задачи (AP ) очевидным образом вклады-
ваются в (BP ). А именно, пусть ρ =

(
τ1, t(·),x(·), ω0(·), ω(·)

)
∈ P. В

системе (3.7)–(3.10) зададим управление:

α(θ) =

{
q, θ ∈ [0, τ1/q],

0, θ ∈ (τ1/q, 1],

ν0(θ) =

{
ω0(qθ), θ ∈ [0, τ1/q],

1, θ ∈ (τ1/q, 1],
ν(θ) =

{
ω(qθ), θ ∈ [0, τ1/q],

0, θ ∈ (τ1/q, 1].

Тогда соответствующее решение (3.7)–(3.10) удовлетворяет равенствам:

η(θ) =

{
t(qθ), θ ∈ [0, τ1/q],

b, θ ∈ (τ1/q, 1],
y(θ) =

{
x(qθ), θ ∈ [0, τ1/q],

x(τ1), θ ∈ (τ1/q, 1].

Положим g =
(
η(·), y(·), α(·), ν0(·), ν(·)

)
. Тогда g ∈ G, и выполняется

равенство Ĵ(ρ) = J̃(g).
2) Пусть g =

(
η(·), y(·), α(·), ν0(·), ν(·)

)
∈ G. Зададим функцию

τ(θ) =

∫ θ

0
α(ξ)dξ, θ ∈ [0, 1],

и положим τ1 = τ(1). Очевидно, что τ(·) — неубывающая липшицевая
функция. Рассмотрим псевдообратную функцию τ → θ(τ) на отрезке
[0, τ1], заданную правилом

θ(0) = 0, θ(τ1) = 1, θ(τ) = inf
{
θ ∈ [0, 1] | τ(θ) > τ

}
, τ ∈ (0, τ1).

Функция θ(·) является возрастающей, непрерывной справа на (0, τ1]
функцией, удовлетворяющей соотношению τ

(
θ(τ)

)
= τ .

Покажем, что функция τ → α
(
θ(τ)

)
не равна нулю п. вс. на отрезке

[0, τ1]. Действительно, пусть ∆1 ⊂ [0, τ1] — множество всех точек недиф-
ференцируемости θ(·), а ∆2 ⊂ [0, τ1]/∆1 — множество всех точек τ ,
таких что функция τ(·) недифференцируема в соответствующей точке
θ(τ). Из возрастания θ(·) и липшицевости τ(·) следует, что множество
∆1
⋃
∆2 имеет меру ноль. Продифференцируем равенство τ

(
θ(τ)

)
= τ

на множестве [0, τ1]/
(
∆1
⋃

∆2

)
. Получим

dθ(τ)

dτ
· dτ(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θ(τ)

= 1 =⇒ θ′(τ) · α
(
θ(τ)

)
= 1 п. вс. на [0, τ1].
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Из последнего равенства следует, что

α
(
θ(τ)

)
6= 0 п. вс. на [0, τ1]. (3.11)

Определим функции

t(τ) = η
(
θ(τ)

)
, x(τ) = y

(
θ(τ)

)
,

ω0(τ) = ν0
(
θ(τ)

)
, ω(τ) = ν

(
θ(τ)

)
, τ ∈ [0, τ1].

(3.12)

Покажем, что функции, заданные (3.12), удовлетворяют соотношениям
(3.2)–(3.5). Условия (3.4), (3.5) выполняются по определению функций
ω0(·), ω(·). Покажем, что функции t(·), x(·) липшицевы и удовлетворяют
дифференциальным уравнениям (3.2), (3.3).

Пусть τ1, τ2 ∈ [0, τ1]. Обозначим θ1 = θ(τ1), θ2 = θ(τ2). Имеем
∣∣x(τ2)− x(τ1)

∣∣ =
∣∣y(θ2)− y(θ1)

∣∣

=
∣∣∣
∫ θ2

θ1

α(θ)
(
f
(
y(θ)

)
ν0(θ) +G

(
y(θ)

)
ν(θ)

)
dθ
∣∣∣.

(3.13)

Выберем константу C > 0, обеспечивающую оценку
∣∣f
(
y(θ)

)
ν0(θ) +G

(
y(θ)

)
ν(θ)

∣∣ ≤ C.

Тогда из (3.13) следует

∣∣x(τ2)− x(τ1)
∣∣ ≤ C

∣∣∣
∫ θ2

θ1

α(θ)dθ
∣∣∣

= C
∣∣∣
∫ θ2

0
α(θ)dθ −

∫ θ1

0
α(θ)dθ

∣∣∣ = C
∣∣τ2 − τ1

∣∣.
(3.14)

Аналогично, для t(·) имеем

∣∣t(τ2)− t(τ1)
∣∣ =

∣∣η(θ2)− η(θ1)
∣∣ =

∣∣∣
∫ θ2

θ1

α(θ)ν0(θ)dθ
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ θ2

θ1

α(θ)dθ
∣∣∣ =

∣∣τ2 − τ1
∣∣.

(3.15)

Теперь липшицевость функций t(·), x(·) следует из (3.14), (3.15) в силу
произвольности выбора точек τ1, τ2.

Рассмотрим функцию θ → x
(
τ(θ)

)
, положив x

(
τ(θ)

)
= y(θ), θ ∈ [0, 1]

и доопределив соответствующим образом значения в точках разры-
ва θ(·). Функция θ → x

(
τ(θ)

)
липшицева как композиция двух лип-

шицевых функций. Обозначим F (τ)
.
= dx

(
τ
)
/dτ . Тогда п. вс. на [0, 1]

справедливо
dx
(
τ(θ)

)

dθ
=
dy(θ)

dθ
.
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Следовательно,

α(θ)F
(
τ(θ)

)
= α(θ)

(
f
(
y(θ)

)
ν0(θ) +G

(
y(θ)

)
ν(θ)

)
. (3.16)

Подставим в последнее равенство θ = θ(τ), получим

α
(
θ(τ)

)
F (τ) = α

(
θ(τ)

)(
f
(
y
(
θ(τ)

))
ν0
(
θ(τ)

)
+G

(
y
(
θ(τ)

))
ν
(
θ(τ)

))
.

Откуда, учитывая (3.12), получим

α
(
θ(τ)

)
F (τ) = α

(
θ(τ)

)(
f
(
x(τ)

)
ν0
(
θ(τ)

)
+G

(
x(τ)

)
ν
(
θ(τ)

))
. (3.17)

С учетом (3.11) из (3.17) следует

F (τ) = f
(
x(τ)

)
ω0(τ) +G

(
x(τ)

)
ω(τ) п. вс. на [0, τ1].

Отсюда следует, что x(·) удовлетворяет дифференциальному уравне-
нию (3.3). Выполнение (3.2) доказывается аналогично.

Следовательно, процесс ρ =
(
τ1, t(·),x(·), ω0(·), ω(·)

)
, состоящий из

функций (3.12), принадлежит P, и мы имеем Ĵ(ρ) = J̃(g).
Таким образом, каждому g ∈ G соответствует ρ ∈ P и наоборот.

При этом на соответствующих процессах выполняется равенство Ĵ(ρ) =

J̃(g). Так как в задаче (P ) (и, следовательно, (AP )) минимум достига-

ется, то min
ρ∈P

Ĵ = min
g∈G

J̃ . Лемма доказана.

4. Позиционный принцип минимума

В этом разделе мы получим необходимое условие оптимальности в
форме позиционного принципа минимума для задачи (P ) при дополни-
тельном предположении, что l(x) = 〈c, x〉, где c ∈ Rn задано, а функции
f(x) и G(x) аффинны, т. е.

f(x) = a+Ax, G(x) = col
(
bi +Bix

)
i=1,m

,

где a, A, bi, Bi, i = 1,m, — постоянные матрицы соответствующей
размерностей, а col

(
Gi
)

означает описание (n × m) матрицы G через

столбцы Gi = bi + Bix, i = 1,m. (Тогда G(x)v =
m∑

i=1

vi(bi + Bix)). Обо-

значим через (P1) и (BP1) задачи (P ) и (BP ) с указанной билинейной
структурой.
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4.1. Позиционное управление

Обозначим через T (M) множество всех липшицевых функций η(θ) :
[0, 1]→ [a, b], удовлетворяющих условиям:

η′(θ) ∈ [0, q] п.вс. на [0, 1], η(0) = a, η(1) = b. (4.1)

Функцию η(·) ∈ T (M) назовем допустимой репараметризацией времени
для задачи (P1).

Позиционным управлением назовем набор

u
(
θ, x; η(·)

)
=
(
η(·);α(θ, x), ν(θ, x)

)
,

компоненты которого удовлетворяют соотношениям:

η(·) ∈ T (M),

α(θ, x) ∈ A
(
θ; η(·)

) .
=
{
α ∈ {0; q} |

(
α− q

)
η′(θ) = 0

}
,

ν(θ, x) ∈ V
(
θ; η(·)

) .
=
{
v ∈ R

m
+ | ||v|| = 1− η′(θ)/q

}
.

Символом U
(
θ; η(·)

)
обозначим множество A

(
θ; η(·)

)
× V

(
θ; η(·)

)
.

Заметим, что определенное нами позиционное управление соответ-
ствует стандартному определению позиционного управления для систе-
мы (3.7)–(3.10) при фиксированной репараметризации времени η(·).

4.2. Позиционный принцип минимума

Пусть σ =
(
x(·), π(µ)

)
— исследуемый на оптимальность процесс

задачи (P1). Обозначим через g =
(
η(·), y(·), α(·), ν0(·), ν(·)

)
процесс

задачи (BP1), соответствующий σ.
Будем использовать следующие обозначения:

H
(
θ, y, ψ, α, ν; η(·)

)
= ψ ·

(
f(y)η′(θ) +G(y)αν

)
,

ψ̇ = −Hy

(
θ, y, ψ, α, ν; η(·)

)
, ψ(1) = c. (4.2)

Пусть ψ(·) — решение сопряженной системы (4.2), в которой правая
часть дифференциального уравнения соответствует σ.

Введем обозначения:
• UH

(
θ, y, ψ; η(·)

)
= Argmin

(α,ν)∈U
(
θ; η(·)

)H
(
θ, y, ψ, α, ν; η(·)

)
,

• Uψ
(
θ, y; η(·)

)
= UH

(
θ, y, ψ(θ); η(·)

)
,

• Ξψ,η(·) — множество всех селекторов из Uψ
(
θ, y; η(·)

)
, соответству-

ющих заданной репараметризации времени η(·) ∈ T (M) (множе-
ство экстремальных позиционных управлений u

(
θ, x; η(·)

)
),
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• Y(ξ) — множество всех решений Эйлера или Каратеодори, соот-
ветствующих ξ ∈ Ξψ,η(·).

Сформулируем позиционный принцип минимума.

Теорема 1. Пусть σ — оптимальный процесс задачи (P1), а g =(
η(·), y(·), α(·), ν0(·), ν(·)

)
— соответствующий процесс вспомогатель-

ной задачи (BP1). Тогда
(
η(·), y(·)

)
доставляют минимум в задаче:

〈c, x(1)〉 → min; η(·) ∈ T (M), y(·) ∈
⋃

ξ∈Ξ
ψ,η(·)

Y(ν). (4.3)

Доказательство следует из очевидного факта, что функция ϕ(θ, y) =
ψ(θ)

(
y− y(θ)

)
слабо убывает относительно управляемой системы (3.7)–

(3.10). При этом ϕ(1, y) = l(y)− l
(
y(1)

)
. Поэтому на всех решениях Эй-

лера y(·), соответствующих экстремальным позиционным управлениям,
будет выполняться

ϕ(1, y(1)) = l
(
y(1)

)
− l
(
y(1)

)
= l
(
x(b)

)
− l
(
x(b)

)
≤ 0,

где x(·) — траектория импульсной системы (2.5), соответствующая y(·).
В силу оптимальности σ и свойств решений Эйлера [19, стр. 186, Corolla-
ry 1.12] траектория процесса g допустима в задаче (4.3) и, следователь-
но, доставляет минимум. Доказательство в основных деталях повторяет
доказательство аналогичного необходимого условия оптимальности в
работах [2–4].

5. Example

Рассмотрим задачу оптимального импульсного управления (P ), яв-
ляющуюся импульсно-траекторным расширением задачи (P0):

J = x1(1) + 2x2(1)−Ax3(1)→ inf; (5.1)

ẋ1 = 1 + x2v1, x1(0) = x10 = 1, (5.2)

ẋ2 = 1 + x1v2, x2(0) = x20 = 1, (5.3)

ẋ3 = v1 + v2, x3(0) = 0, x3(1) ≤M, (5.4)

v1(t) ≥ 0, v2(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1]. (5.5)

Здесь A > 2, M > 0 — заданные числа. В [6] была найдена точная оцен-
ка множества достижимости для импульсной системы, соответствую-
щей (5.2)–(5.5) (где функция x3(·) совпадает с V (·)). Это множество
достижимости в момент t = t1 имеет вид

R(t1) =
{
ϕi(t1, x1, x2, V ) ≤ 0, i = 1, 4, V ∈ [0,M ]

}
,
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Рис. 1. Множество достижимости при t = 1, M = 5

где функции ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 заданы следующим образом:

ϕ1(t, x1, x2, V ) =





x2
x1
− V + 2 ln

x1
x10 + t

− x20 + t

x10 + t
, x2 > x1,

x1
x2
− V + 2 ln

x2
x20 + t

− x10 + t

x20 + t
, x2 ≤ x1,

ϕ2(t, x1, x2, V ) =





V − x1 − x10 − t
x2 − t

− x2 − x20 − t
x10

, x2 > x1,

V − x1 − x10 − t
x20

− x2 − x20 − t
x1 − t

, x2 ≤ x1,

ϕ3(t, x1, x2, V ) = −x1 + x10 + t, ϕ4(t, x1, x2, V ) = −x2 + x20 + t.

Функции ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 сильно монотонны относительно импульсной
управляемой системы и задают точную оценку множества достижи-
мости [6; 14]. Это множество изображено на рис. 1, а его сечение при
фиксированном V (следовательно, x3(1) = V ) дано на рис. 2. Учитывая
линейность функционала J , легко видеть, что оптимальному процес-
су задачи (P ) соответствует траектория с терминальным состоянием
x1(1) = 2+M , x2(1) = 2, x3(1) =M . Обобщенному принципу максимума
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Рис. 2. Сечение множества достижимости при V = 3, t = 1

(см., например, [5]) удовлетворяют два процесса: σ (с указанным выше
терминальным состоянием) и σ, для которого x1(1) = 2, x2(1) = 2+M ,
x3(1) = M . Заметим, что процесс σ соответствует управлению π(µ) с
компонентами: µ1 = Mδ(t), µ2 = 0, S = {0}, ds = M , ω1 ≡ 1, ω2 ≡ 0;

а процесс σ — управлению π(µ): µ1 = 0, µ2 = Mδ(t), S = {0}, ds = M ,
ω1 ≡ 0, ω2 ≡ 1. При этом оба процесса соответствуют репараметризации
времени

η(θ) =

{
0, θ ∈

[
0,M/(1 +M)

]
,

(1 +M)θ −M, θ ∈
[
M/(1 +M), 1

]
.

Применение Теоремы 1 (позиционного принципа минимума) к процес-
су σ позволяет установить его неоптимальность. Кроме того, экстре-
мальные позиционные управления, порождаемые функцией ϕ(θ, y) =
ψ(θ)

(
y − y(θ)

)
с ψ(·) и y(·), соответствующими σ, задают направления

спуска по функционалу задачи.

6. Заключение

В статье доказан позиционный принцип минимума для билинейных
задач импульсного управления. Это необходимое условие оптимально-
сти дает эффективный метод решения задач указанного класса.
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Возможные усиления данного результата могут быть связаны с неко-
торым расширением множества экстремальных позиционных управле-
ний для достижения спуска с экстремальных процессов (выхода из ло-
кального минимума), а ближайшие обобщения будут направлены на
доказательство позиционного критерия для общей задачи типа (P ) с
терминальными ограничениями.
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Feedback Minimum Principle for Impulsive Processes
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Abstract. We consider an optimal impulsive control problem with a terminal
functional and trajectories of bounded variation. The control system we consider has
a bilinear structure with respect to the state and control variables and is governed by
nonnegative vector Borel measures under constraints on their total variation. This prob-
lem is the impulsive-trajectory extension for the corresponding classical optimal control
problem, which, in general, does not have optimal solutions with measurable controls. We
do not posit any commutativity assumptions guaranteeing the well-posedness property
for the impulsive extension. The so-called singular space-time transformation is used
to define an individual trajectory and transform the impulsive system to an auxiliary
ordinary control system.

The aim of this paper is to prove a nonlocal necessary optimality condition for
impulsive processes. This condition is based on feedback controls providing descent
directions for the functional. This necessary condition is called the feedback minimum
principle. It is a generalization of the corresponding principle for classical optimal control
problems. The feedback minimum principle is formulated within the framework of the
generalized maximum principle for impulsive processes. An example illustrating the
optimality condition is considered.

Keywords: impulsive control, trajectory of bounded variation, feedback control,
optimality condition.
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