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Аннотация. Рассматривается начально-конечная задача для уравнения Буссинеска-
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Введение

В последнее время теория графов привлекает все более пристальное
внимание специалистов различных областей знания. Давно известны
тесные контакты теории графов с топологией, теорией групп и теорией
вероятностей. За последние годы тематика теории графов стала еще бо-
лее разнообразной. Краевые и начально-краевые задачи для уравнений
на графах начали изучать в конце прошлого века практически одновре-
менно в разных регионах нашей планеты. Здесь можно отметить работы
S. Kosugu, C. Cattaneo, G. Medolla, A. G. Setti, F. Barra. Независимо от
этих авторов и впервые в России краевыми и начально-краевыми зада-
чами для уравнений на графах начал заниматься Ю. В. Покорный [5] со
своими учениками. Здесь изучены качественные свойства дифференци-
альных уравнений на многообразиях типа сети, функция Грина, диффе-
ренциальные неравенства, излагается теория эллиптических уравнений
на ветвящихся многообразиях.
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Г. А. Свиридюк [6] рассмотрел начально-краевую задачу для по-
лулинейного уравнения соболевского типа первого порядка на графе,
эти результаты были развиты в [7]. Мы будем использовать теорию и
методы, разработанные в [9], хорошо проявившие себя в [1, 2, 3, 4].

Данная работа посвящена изучению уравнения Буссинеска-Лява [8]

(λ− ∆)utt = α(∆ − λ′)ut + β(∆ − λ′′)u, (0.1)

описывающего продольные колебания упругого стержня, где парамет-
ры λ, λ′, λ′′ ∈ R, α > 0, β > 0 характеризуют среду, причем отрицатель-
ные значения параметра λ не противоречат физическому смыслу. Пусть
G = G(V; E) - конечный связный ориентированный граф, где V = {Vi}
- множество вершин, а E = {Ej} - множество дуг. Мы предполагаем,
что каждая дуга имеет длину lj > 0 и толщину dj > 0. На графе G
рассмотрим уравнения

λujtt−ujxxtt = α(ujxxt−λ′ujt)+β(ujxx−λ′′uj) для всех x ∈ (0, lj), t ∈ R.
(0.2)

Для уравнений (0.2) в каждой вершине Vi зададим краевые условия
∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t) −
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0; (0.3)

us(0, t) = uj(0, t) = uk(lk, t) = um(lm, t),

для всех Es, Ej ∈ Eα(Vi), Ek, Em ∈ Eω(Vi), (0.4)

которые являются аналогами законов Кирхгоффа. Здесь через Eα(ω)(Vi)
обозначено множество дуг с началом (концом) в вершине Vi. Усло-
вие (0.3) означает, что поток через каждую вершину должен равнять-
ся нулю, а условие (0.4) – что решение в каждой вершине должно
быть непрерывным. В частном случае, когда граф G состоит из един-
ственной нециклической дуги, условие (0.4) исчезает, а условие (0.3)
превращается в однородное условие Неймана.

Поток пропорционален ширине дуги и градиенту решения. Однако
не это является главной причиной введения в рассмотрение ширины ду-
ги. Оказывается, конечномерное уравнение (0.1), заданное в трубчатой
области, можно свести одномерному (0.2), где x – натуральный пара-
метр дуги Ej . Поэтому задачу (0.2) – (0.4) можно рассматривать как
задачу Неймана для уравнения (0.1), заданного на области, являющейся
объединением конечного множества трубчатых областей с диаметром
dj .

Термин «начально-конечная задача» появился совсем недавно, и от-
ражает тот факт, что при постановке такой задачи для уравнения (0.1)
часть данных задается в начале временно́го промежутка [0,T], а другая
часть — в конце. Первоначально такая задача называлась «задачей со-
пряжения» или «задачей Веригина» и рассматривалась как обобщение
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задачи с данными на свободной поверхности. Именно в таком контексте
была построена теория таких задач для линейных уравнений соболев-
ского типа первого порядка и разработаны приложения этой теории
[1].

В статье кроме Введения и Списка литературы содержится четы-
ре параграфа. В п.1 приведены основные результаты теории опера-
торных вырожденных M,N -функций [2]. В п.2, следуя [1], изучает-
ся абстрактная начально-конечная задача. П.3 посвящен постановке и
исследованию задачи (0.2)–(0.4) с начально-конечными условиями.

1. Вырожденные M,N-функции

Пусть U и G – банаховы пространства, операторы A,B1, B0 ∈
L(U; G). Обозначим через ~B пучок операторов (B1, B0).

Определение 1. Множества ρA( ~B) =
{
µ ∈ C : (µ2A− µB1 −B0)

−1

∈ L(G; U)} и σA( ~B) = C\ρA( ~B) будем называть A-резольвентным мно-

жеством и A-спектром пучка ~B.

Заметим, что множество ρA( ~B) всегда открыто, поэтому A-спектр

σA( ~B) пучка ( ~B) всегда замкнут.

Определение 2. Оператор-функцию RA
µ ( ~B) = (µ2A − µB1 − B0)

−1

с областью определения ρA( ~B) будем называть A-резольвентой пучка
~B.

A-резольвента пучка ~B всегда аналитична в своей области опреде-
ления.

Определение 3. Пучок операторов ~B называется полиномиально
ограниченным относительно оператора A (или просто полиномиально
A-ограниченным), если

∃a ∈ R+ ∀µ ∈ C (|µ| > a) ⇒ (RA
µ ( ~B) ∈ L(G; U)).

Если существует оператор A−1
1 ∈ L(G; U), то пучок ~B полиномиаль-

но A-ограничен. Если kerA
⋂

(
1⋂

k=0
kerBk) 6= {0}, то пучок ~B не будет

полиномиально A-ограниченным.
Зафиксируем γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a} – контур, ограничивающий

круг, содержащий σA( ~B). Введем и обсудим одно важное в дальней-

шем условие. Если пучок ~B полиномиально A-ограничен, то можно
потребовать, что ∫

γ

RA
µ ( ~B)dµ = O. (A)
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Это условие, впервые введенное в [2], оказалось ключевым при рассмот-
рении уравнений соболевского типа высокого порядка. Заметим, что
если существует оператор A−1 ∈ L(G; U), то условие (A) выполняется;
а если оператор A = O и существует оператор B−1

1 ∈ L(G; U), то нет.

Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнено (А). Тогда
имеют смысл следующие операторы как интегралы от аналитических
оператор-функций:

P =
1

2πi

∫

γ

µRA
µ ( ~B)Adµ,Q =

1

2πi

∫

γ

µARA
µ ( ~B)dµ.

Лемма 1. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнено
условие (А).Тогда операторы P ∈ L(G) и Q ∈ L(G) — проекторы.

Положим U0 = kerP, G0 = kerQ, U1 = imP, G1 = imQ. Из леммы
следует, что U = U0⊕U1,G = G0⊕G1. Через Ak (Bk

l ) обозначим сужение
оператора A (Bl) на Uk, k, l = 0, 1.

Теорема 1. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнено
условие (А).Тогда действия операторов расщепляются:

(i) Ak ∈ L(Uk; Gk), k = 0, 1;
(ii) Bk

l ∈ L(Uk; Gk), k, l = 0, 1;
(iii) существует оператор (A1)−1 ∈ L(G1; U1);
(iv) существует оператор (B0

0)−1 ∈ L(G0; U0);

Теперь рассмотрим полное уравнение соболевского типа второго по-
рядка

Aü = B1u̇+B0u. (1.1)

Вектор-функцию u ∈ C2(R; U) назовем решением уравнения (1.1), ес-
ли оно обращает (1.1) в тождество. Решение u = u(t) уравнения (1.1)
называется решением задачи Коши

u̇(0) = u1, u(0) = u0, (1.2)

если оно удовлетворяет (1.2).

Определение 4. Оператор-функцию U• ∈ C∞(R;L(G)) будем назы-
вать пропагатором уравнения (1.1), если для любого u ∈ U вектор-
функция u(t) = U tu будет решением этого уравнения.

Рассмотрим семейства операторов

U t
1 =

1

2πi

∫

γ

RA
µ ( ~B)Aeµtdµ, t ∈ R,

U t
0 =

1

2πi

∫

γ

RA
µ ( ~B)(µA−B1)e

µtdµ, t ∈ R.
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Как показано в [2], оба эти семейства являются пропагаторами урав-

нения (1.1). Причем если контур γ ⊂ ρA( ~B) и ограничивает область Γ,
такую, что σA(B) ∩ Γ̄ = ∅, то в силу теоремы Коши U t

1 = U t
0 = O при

всех t ∈ R, и утверждение очевидно.

Определение 5. Семейства M•, N• : R → L(U) называются семей-
ством вырожденных M,N -функций уравнения (1.1), если

(i) M• и N• — пропагаторы уравнения (1.1);
(ii) N0 = Ṁ0 = O; Ṅ0 = M0 = P.

Лемма 2. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен, выполнено
условие (A). Тогда существует единственное семейство вырожденных
M,N -функций уравнения (1.1), причем N t = U t

1, M
t = U t

0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей леммы. Тогда при
любых uk ∈ U1, k = 0, 1, существует единственное решение задачи
(1.1), (1.2), представимое в виде: u(t) = N tu1 +M tu0.

2. Абстрактная начально-конечная задача

Пусть U и G – банаховы пространства, операторы A,B1, B0 ∈
L(U; G). Рассмотрим полное уравнение соболевского типа второго по-
рядка

Aü = B1u̇+B0u, (2.1)

Если пучок ~B = (B1, B0) полиномиально A-ограничен и выполнено
условие (А), то как следует из леммы 2 существует единственное се-
мейство вырожденных M,N -функций уравнения (2.1), гарантирующих
однозначную разрешимость задачи (2.1), (1.2). Пусть выполнено следу-
ющее условие:

A-спектр пучка ~B σA( ~B) = σA
0 ( ~B)

⋃
σA

1 ( ~B), причем

σA
k ( ~B) 6= ∅, k = 0, 1; и существует контур γ0 ⊂ C,

ограничивающий область Γ0 ⊂ C такую, что

Γ0
⋂
σA

0 ( ~B) = σA
0 ( ~B), Γ0

⋂
σA

1 ( ~B) = ∅.

(B)

Тогда существует следующий оператор:

P0 =
1

2πi

∫

γ0

µRA
µ ( ~B)Adµ ∈ L(U).

Потребуем выполнение еще одного условия
∫

γ0

RA
µ ( ~B)dµ = O. (A0)

Аналогично лемме 1 можно получить следующее утверждение.
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Лемма 3. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнены
условия (A), (B), (A0). Тогда P0 – проектор, причем P0P = PP0 = P0.

Построим оператор P1 = P −P0 ∈ L(U). В силу лемм 1,3 оператор P1

– проектор, причем P0P1 = P1P0 = O. Возьмем произвольные векторы
u0

0, u
0
1, u

T
0 , u

T
1 ∈ U. Решение u = u(t) уравнения (2.1) назовем решением

начально-конечной задачи для уравнения (2.1), если оно удовлетворяет
следующим условиям:

P0(u̇(0) − u0
1) = 0, P0(u(0) − u0

0) = 0;
P1(u̇(T ) − uT

1 ) = 0, P1(u(T ) − uT
0 ) = 0.

(2.2)

Заметим, что если σA
1 ( ~B) = ∅, то P1 = O и P0 = P . Тогда задача

(2.2) для уравнения (2.1) превращается в задачу (1.1), (1.2).
Введем в рассмотрение следующие семейства операторов:

N t
0 =

1

2πi

∫

γ0

RA
M ( ~B)Aeµtdµ, t ∈ R,

M t
0 =

1

2πi

∫

γ0

RA
M ( ~B)(µA−B1)e

µtdµ, t ∈ R.

Оба семейства хоть и не являются семейcтвом вырожденных M,N -
функций в смысле определения 5 (так как не удовлетворяют условию
(ii)), но тем не менее обладают рядом полезных свойств.

Лемма 4. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнены
условия (B), (A0). Тогда

(i) M
•

0 и N
•

0 – пропагаторы уравнения (2.1);

(ii)N0
0 = Ṁ0

0 = O, Ṅ0
0 = M0

0 = P0.

Далее, возьмем произвольное число T ∈ R и построим следующие
семейства операторов N t

1 = N t−T −N t−T
0 , M t

1 = M t−T −M t−T
0 .

Лемма 5. Пусть пучок ~B полиномиально A-ограничен и выполнены
условия (A), (B), (A0). Тогда

(i)M
•

1 иN
•

1 – пропагаторы уравнения (2.1);

(ii)NT
1 = ṀT

1 = O, ṄT
1 = MT

1 = P1.

Теорема 3. Пусть выполнены условия предыдущей леммы. Тогда для
любых T ∈ R, u0

k, u
T
k ∈ U, k = 0, 1, существует единственное решение

u = u(t) задачи (2.1), (2.2), которое к тому же имеет следующий вид:

u(t) = N t
0u

0
1 +N t

1u
T
1 +M t

0u
0
0 +M t

1u
T
0 . (2.3)
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Заметим, что если T = 0, то задача (2.2) превращается в задачу (1.2).

3. Редукция к абстрактной задаче

Проведем редукцию задачи (0.3),(0.4) для уравнений (0.2) к линей-
ному уравнению соболевского типа второго порядка

Au′′ = B1u
′ +B0u (3.1)

Через L2(G) обозначим множество

L2(G) = {g = (g1, g2, ..., gj , ...) : gj ∈ L2(0, lj)}.

Множество L2(G) является гильбертовым пространством со скалярным
произведением

< g, h >=
∑

Ej∈E

dj

lj∫

0

gj(x)hj(x)dx.

Через U обозначим множество U = {u = (u1, u2, ..., uj , ...) : uj ∈W 1
2 (0, lj)

и выполнено условие (0.4)}. Множество U является банаховым про-
странством с нормой

‖u‖2
U =

∑

Ej∈E

dj

lj∫

0

(u2
jx(x) + u2

j (x))dx.

В силу теорем вложения Соболева пространство W 1
2 (0, lj) состоит из

абсолютно непрерывных функций, а значит U корректно определено,
плотно и компактно вложено в L2(G). Отождествим L2(G) со своим со-
пряженным, и через G обозначим сопряженное относительно двойствен-
ности < ·, · > пространство к U. Очевидно, G - банахово пространство,
причем вложение U в G компактно.

Формулой

< Du, v >=
∑

Ej∈E

dj

lj∫

0

(ujx(x)vjx(x) + auj(x)vj(x))dx,

где a > 0, u, v ∈ U, зададим оператор, определенный на пространстве U.
Поскольку

| < Du, v > | ≤ C1‖u‖U‖v‖U

в силу неравенства Коши-Буняковского и

C2‖u‖2
U ≤< Du, v > | ≤ C3‖v‖2

U (3.2)
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при всех u, v ∈ U и некоторых Ck > 0, k = 1, 2, 3, то линейный оператор
D : U → G непрерывен и инъективен. Кроме того, из первой оценки
(3.2) вытекает сюръективность сопряженного оператора D∗ : G∗ → U∗.
В силу рефлексивности пространства U и самосопряженности опера-
тора D получаем, что оператор D ∈ L(U; G) биективен. Отсюда по
теореме Банаха следует существование оператора D−1 ∈ L(G; U). По-
скольку вложение U в G компактно, то оператор D−1 ∈ L(G) является
компактным. Значит, спектр оператора D вещественен, дискретен, ко-
нечнократен и сгущается только к +∞. Теперь фиксируем α, β > 0 и
λ, λ′, λ′′ ∈ R и построим операторы

A = (λ− a)I +D, B1 = α((a− λ′)I +D), B0 = β((a− λ′′)I +D).

Из сказанного следует

Теорема 4. Операторы A,B1, B0 ∈ L(U; G), причем спектр σ(A) опе-
ратора A вещественен, дискретен, конечнократен и сгущается только
к +∞.

Итак, редукция задачи (0.2)-(0.4) к уравнению (3.1) закончена.
Из теоремы 4 вытекает, что операторA – фредгольмов, причем kerA =

{0}, если 0 6∈ σ(A).

Лемма 6. Пусть выполнено одно из следующих условий:
(i) 0 6∈ σ(A);
(ii) (0 ∈ σ(A)) ∧ (λ 6= λ′);
(iii) (0 ∈ σ(A)) ∧ (λ = λ′) ∧ (λ 6= λ′′).

Тогда при любых α, β ∈ R\ {0} пучок ~B = (B1, B2) полиномиально
A-ограничен.

Доказательство. (i) Пусть 0 6∈ σ(A), тогда существует оператор A−1 ∈
L(G; U), причем операторыA−1B1, A

−1B0 ∈ L(U) по построению. Утвер-
ждение леммы очевидно.

Пусть 0 ∈ σ(A). Тогда любой вектор ψ ∈ kerA \ {0} имеет вид

ψ =
l∑

k=1

akψk, ak ∈ R,
l∑

k=1

|ak| > 0,

где kerA = span{ψ0, ..., ψl}, l = dimkerA.
(ii) Пусть λ 6= λ′. Тогда

B1ψ = B1(
l∑

k=1

akψk) = α(λ− λ′)
l∑

k=1

akψk 6∈ imA.

Значит, ни один собственный вектор оператора A не имеет относительно
присоединенных векторов.
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(iii) Если 0 ∈ σ(A) и λ = λ′, но λ 6= λ′′, то

B0ψ = B0(
l∑

k=1

akψk) = β(λ− λ′′)
l∑

k=1

akψk 6∈ imA.

Следовательно, и в этом случае ни один собственный вектор оператора
A не имеет относительно присоединенных векторов высоты 1. Утвер-
ждение леммы имеет место в силу фредгольмовости оператора A [2].

Пусть {λk} — собственные значения оператора D, занумерованные
по неубыванию с учетом их кратности, а {ϕk} – соответствующие им
ортонормированные в смысле L2(G) функции.

Замечание 1. Очевидно, что σA( ~B) = {µ1,2
k : k ∈ N}, а µ1,2

k — корни
уравнения

(λ− (a+ λk))µ
2 + α(λ′ − (a+ λk))µ+ β(λ′′ − (a+ λk)) = 0.

Тогда в зависимости от ситуации:
(i) σA( ~B)=


µ

1,2
k =

α(λk−λ′+a) ±
√
α2(λ′−a−λk)2−4β(λ−a−λk)(λ′′−a−λk)

2(λ− a− λk)



 .

(ii) σA( ~B) =
{
µ1,2

k : k ∈ N\ {l : λ = λl}
}⋃{

µl =
β(λl − λ′′ + a)

α(λ′ − a− λl)
: λ = λl + a

}
.

(iii) σA( ~B) =
{
µ1,2

k : k ∈ N\ {l : λ = λl}
}
.

Замечание 2. Как нетрудно видеть, в случае 0 ∈ σ(A) и λ = λ′ = λ′′

пучок операторов
−→
B не будет полиномиально A-ограничен.

Замечание 3. В случаях (i) и (iii) имеет место выполнение условия
∫

γ

(µ2A− µB1 −B0)
−1dµ = 0, (A)

где γ = {|µ| = r > a}, a — константа из определения полиномиаль-
ной A-ограниченности, и можно построить семейство M,N -функций
уравнения (3.1)

M(t) =
1

2πi

∫

γ

(µ2A− µB1 −B0)
−1(µA−B1)e

µtdµ =

=
∑

′

[
µ1

k(λ− (a+ λk)) + α(λ′ − (a+ λk))

(λ− (a+ λk))(µ
1
k − µ2

k)
eµ

1
kt+
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+
µ2

k(λ− (a+ λk)) + α(λ′ − (a+ λk))

(λ− (a+ λk))(µ
2
k − µ1

k)
eµ

2
kt

]
< ·, ϕk > ϕk;

N(t) =
1

2πi

∫

γ

(µ2A− µB1 −B0)
−1Aeµtdµ =

=
∑

′ e
µ1

kt − eµ
2
kt

(µ1
k − µ2

k)
< ·, ϕk > ϕk.

Здесь штрих у знака суммы означает отсутствие слагаемых с номерами
k такими, что λ = a+ λk.

В случае (ii) ∫

γ

(µ2A− µB1 −B0)
−1dµ 6= 0,

поэтому он исключается из дальнейших рассмотрений.

Для постановки начально-конечной задачи необходимы проекторы
P и P0. Построим проектор

P =





I, если выполнено (i);

I −
∑

λk=λ−a

〈·, ϕk〉ϕk, если выполнено (iii).

Для построения проектора P0 выберем область Γ0 ⊂ C, содержа-
щую конечное множество точек A-спектра σA

0 ( ~B) = {µ1,2
k } и такую,

что ∂Γ0
⋂
σA

0 ( ~B) = ∅. Как нетрудно видеть, область Γ0 можно выбрать
такой, что ∂Γ0 = γ0 – контур. Построим проектор

P0 =
∑

λi
k

〈
·, ϕi

k

〉
ϕi

k.

Здесь
{
λi

k

}
=
{
λk ∈ σ(D) : µ1,2

k ∈ σA
0 ( ~B), λk 6= λ− a

}
.

Замечание 4. В случаях (i) и (iii) имеет место выполнение условия
∫

γ0

(µ2A− µB1 −B0)
−1dµ = 0 (A0)

Теперь у нас все готово для постановки и изучения начально-конечной
задачи для уравнения (3.1). Выберем произвольно векторы u0

k, u
T
k ∈

U, k = 0, 1. Рассмотрим задачу

P0(u̇(0) − u0
1) = 0, P0(u(0) − u0

0) = 0;
P1(u̇(T ) − uT

1 ) = 0, P1(u(T ) − uT
0 ) = 0,

(3.3)

Здесь P1 = P − P0.
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По рецептам п.2 построим вырожденные M0, N0-функции. Для это-
го введем в рассмотрение множество индексов K элементов множества{
λi

k

}
. Тогда

M t
0 =

∑

k∈K

eµ
1
kt − eµ

2
kt

µ1
k − µ2

k

〈·, ϕk〉ϕk,

N t
0 =

∑

k∈K

(
µ1

k(λ− λk) + α(λ′ − λk)

(λ− λk)(µ
1
k − µ2

k)
eµ

1
kt+

+
µ2

k(λ− λk) + α(λ′ − λk)

(λ− λk)(µ
1
k − µ2

k)
eµ

2
kt

)
〈·, ϕk〉ϕk.

Теперь в силу теоремы 3, леммы 6 и замечаний 3,4 имеет место

Теорема 5. При любых α, β ∈ R\ {0} и λ ∈ R таком, что выпол-
нено условие либо (i), либо(iii) леммы 6, и любых T ∈ R+, u

0
k, u

T
k ∈

U, k = 0, 1, существует единственное решение задачи (3.3) для урав-
нения (0.2) с условиями (0.3),(0.4).

В заключение авторы считают своим приятным долгом выразить
свою искреннюю благодарность профессору Г. А. Свиридюку за поста-
новку задачи и поддержку в работе.
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The initial-finish value problem for the Boussinesque-Löve equa-

tion defined on graph

Abstract. We investigate the initial-finish value problem for the Boussinesqe-Löve
equation defined on graph by reducing it to the initial-finish value problem for the Sobolev
type equation of the second order. We obtain theorems about the unique solvability of
such problems.
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