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В работе рассматривается интегродифференциальное уравнение

x2y′′(x) + xa1y
′(x) + a0y(x) = f(x) + λ

1∫
0

K(x, s)y(s)ds, (1)

где f(x) ∈ C[0, 1],K(x, s) ⊂ C(D), D = {(x, y)|0 ≤ x; s ≤ 1}. Ниже на
функции f(x) и K(x, s) будут наложены дополнительные условия.

Ищутся решения y(x) уравнения (1) из класса функций C2(0, 1) ∩
C[0, 1].

В целях краткости ограничимся изучением основного случая [1], ко-
гда все корни определяющего уравнения ρ(ρ − 1) + a1ρ + a0 = 0 веще-
ственны, не являются целыми числами, не отличаются друг от друга
на целые числа и не являются кратными. Занумеруем корни опреде-
ляющего уравнения в порядке возрастания ρ0 < ρ1. Система функций
yi = xρi , i = 0, 1 является фундаментальной для уравнения x2y′′(x) +
xa1y

′(x) + a0y(x) = 0. Определитель Вронского, составленный из фун-
даментальной системы функций, может быть представлен в виде:

W (x) = xνQ, ν =
1∑

i=0

ρi − 1, Q = ρ1 − ρ0. (2)
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Алгебраическое дополнение Wi(x) элемента y
(n−1)
i в W (x) имеет вид

Wi(x) = xνiRi, νi =
i−1∑
k=0

ρk +
1∑

k=i+1

ρk, Ri = ∓1, i = 0, 1 (3)

Введем обозначение

F (x) = f(x) + λ

1∫
0

K(x, s)y(s)ds, (4)

и, считая F (x) известной функцией, рассмотрим неоднородное диффе-
ренциальное уравнение x2y′′(x)+xa1y

′(x)+a0y(x) = F (x). Его решение
ищем в виде

y(x) =
1∑

i=0

xρi

ci +
x∫

x0

Wi(t)
t2W (t)

F (t)dt

 , (5)

где x0 ≥ 0, ci, i = 0, 1 — произвольные постоянные. Учитывая формулы
(2), (3), преобразуем (5)

y(x) =
1∑

i=0

xρi

ci + αi

x∫
x0

t−ρi−1F (t)dt

 ,

где αi = ∓ 1
ρ1−ρ0

. Подставив в это равенство выражение (4) для F (x),
получим уравнение

y(x) =
1∑

i=0

xρi

ci + αi

x∫
x0

t−ρi−1f(t)dt + λαi

x∫
x0

t−ρi−1dt

1∫
0

K(t, s)y(s)ds

 ,

(6)
Для корней определяющего уравнения возможны три случая: оба

корня отрицательные, корни разных знаков, оба корня положитель-
ные. Рассмотрим самый интересный, второй случай, когда среди корней
определяющего уравнения имеется один отрицательный и один положи-
тельный корень: ρ0 < 0 < ρ1. Пусть m — наименьшее целое число, удо-
влетворяющее неравенству ρ1 < m. Дополнительно от функций f(x) и
K(x, s) потребуем, чтобы f(x) ∈ Cm[0, 1] и K(x, s) ∈ Cm[0, 1] по x. Тогда
F (x) ∈ Cm[0, 1]. Функцию F (x), представленную формулой (4), разло-
жим по формуле Тейлора с остаточным членом в интегральной форме
[2] и в остаточном члене сделаем замену переменной интегрирования,
положив t = xτ [3]:

F (x) =
m−1∑
i=0

F (i)(0)
i!

xi + xmF1(x),
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где

F1(x) =
1

(m − 1)!

1∫
0

(1 − τ)m−1F (m)(xτ)dτ.

Отсюда следует, что

f(x) =
m−1∑
i=0

f (i)(0)
i!

xi + xmf1(x),

K(x, s) =
m−1∑
i=0

Ki
x(0, s)
i!

xi + xmK1(x, s),

где f1(x) ∈ C[0, 1],K1(x, s) ∈ C(D)

F1(x) = f1(x) + λ

1∫
0

K1(x, s)y(s)ds. (7)

Методом неопределенных коэффициентов [4] можно показать, что функ-
ция

m−1∑
i=0

Ai

Ei
xi (8)

представляет частное полиномиальное решение уравнения

x2y′′ + xa1y
′ + a0y =

m−1∑
i=0

Aix
i,

где E(i) = i(i − 1) + ia1 + a0, Ai = F (i)(0)
i! , постоянные Ai связаны

условиями

i!Ai = f (i)(0) + λ

1∫
0

K(i)(0, s)y(s)ds, i = 0, 1, . . . ,m − 1. (9)

Применяя формулу (6) к уравнению

x2y′′(x) + xa1y
′(x) + a0y(x) = xm

f1(x) + λ

1∫
0

K1(x, s)y(s)ds

 ,

и, учитывая частное решение (8), уравнение (1) можно записать в виде

y(x) =
m−1∑
i=0

Ai

E(i)
xi +

1∑
i=0

xρi

ci + αi

x∫
x0

t−ρi−1+mf1(t)dt+
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+λαi

x∫
x0

t−ρi−1+mdt +
1∫

0

K1(t, s)y(s)ds

 .

Так как ищется решение, принадлежащее классу функций C2(0, 1) ∩
C[0, 1], то в этом равенстве положим x0 = 0, c0 = 0,и в повторном
интеграле поменяем порядок интегрирования

y(x) =

[
m−1∑
i=0

Ai

E(i)
xi + c1x

ρ1

]
+ g(x) + λ

1∫
0

H(x, s)y(s)ds, (10)

где

g(x) =
1∑

i=0

xρiαi

x∫
0

tm−ρi−1f1(t)dt,

H(x, s) =
1∑

i=0

xρiαi

x∫
0

tm−ρi−1K(t, s)dt,

и в силу леммы [1], g(x) ∈ C[0, 1], H(x, s) ∈ C(D). Очевидно , что
всякое решение y(x) ∈ C2(0, 1) ∩ C[0, 1] уравнения (1) является реше-
нием системы (9), (10) и обратно, то есть уравнение (1) эквивалентно
системе (9), (10). Считая функции, стоящие в квадратных скобках урав-
нения (10) известными, можно само уравнение (10) рассматривать как
линейное интегральное уравнение фредгольма второго рода. Для общ-
ности предположим, что λ является характеристическим числом ядра
H(τ, s) кратности n. Тогда, если выполняются необходимые и достаточ-
ные условия разрешимости

1∫
0

ψk(x)

{
m−1∑
i=1

Ai

E(i)
xi + c1x

ρ1 + g(x)

}
dx = 0, k = 1, 2, . . . , n, (11)

где ψk(x)— собственные функции сопряженного к (10) уравнения, то
решение уравнения (10) имеет вид

y(x) =
m−1∑
i=1

Ai

E(i)
xi + c1x

ρi + g(x)+

+λ

1∫
0

R(x, s; λ)

{
m−1∑
i=1

Ai

E(i)
si + c1s

ρi + g(s)

}
ds +

n∑
k=1

Bkyk(x),

(12)
где R(x, s; λ) — обобщенная резольвента ядра H(x, s), а yk(x) — соб-
ственные функции уравнения (10). Для того, чтобы найденная по фор-
муле (12) функция y(x) ∈ C2(0, 1)∩C[0, 1], в которую входят m + n + 1
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постоянных, была решением уравнения (1), нужно, чтобы выполня-
лись m + n условий (9) и (11) разрешимости. Таким образом доказана
теорема.

Теорема 1. Для корней разных знаков определяющего уравнения чис-
ло m, задающее гладкость известных элементов g(x) и K(x, s) уравне-
ния (1), берется как наименьшее целое число, удовлетворяющее усло-
вию ρ1 < m. При этом разность между числом линейно независимых
функций, входящих в решение уравнения (1), и числом необходимых
и достаточных условий для существования такого решения, равна
единице.

Замечание. Вырождающееся интегродифференциальное уравне-
ние первого порядка изучалось в классе неаналитических функций в
работе [5] автора.
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