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Рассмотрим краевую задачу

x′′′(t) + M(x(t), t)x′′(t) = 0, α < t < β, (1)

x(α) = a, x′(α) = b, x(β) = c. (2)

К такой задаче сводятся некоторые задачи теории пограничного слоя в
гидромеханике [5], [9] и теории полимеров [1].
Пусть
А. Функция M(x, t) определена и непрерывна в области

D = {x, t| |x| ≤ |a| + |b| |β| + |c − a − bβ| , α ≤ t ≤ β} ,

m = min
x,t∈D

M(x, t) M = max
{

max
x,t∈D

M(x, t), 0
}

.

В частном случае (M(x, t) = x, α = 0, β = 1) в книге В. А. Треногина
([12] стр. 412−413) было доказано существование решения этой задачи.
В этой заметке доказано существование решения краевой задачи (1),
(2) на конечном отрезке [α, β] в общем случае, когда функция M(x, t)
любая непрерывная функция, удовлетворяющая условию А.

∗ Работа частично поддержана Kluber Lubrication KG и Дублинским технологи-
ческим университетом.
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Теорема 1. Пусть выполнено условие А. Тогда краевая задача (1), (2)
на конечном отрезке [α, β] имеет в классе C

(3)
[α,β] решение.

Доказательство:
Сведем задачу (1), (2) к нелинейному интегральному уравнению (6).
Для этого введем обозначение u = x′′ и перепишем уравнение (1) в
виде

u′ + M(x, t)u = 0

с условием
u(α) = x′′(α),

где x′′(α) определим позже. Тогда

x′′(t) = x′′(α)e
−

t∫
α

M(x(s),s)ds

. (3)

Путем интегрирования (3) от α до t с учетом условия x′(α) = b получим

x′(t) = b + x′′(α)
t∫

α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσ. (4)

Интегрируя (4) с учетом условия x(α) = a получим

x(t) = a + bt + x′′(α)
t∫

α

η∫
α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσdη. (5)

Полагая в (5) t = β и используя условие x(α) = a найдем

x′′(α) =
c − a − bβ

β∫
α

η∫
α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσdη

.

Итак, интегральное уравнение эквивалентноe задаче (1), (2) имеет вид

x(t) = a + bt + (c − a − bβ)

t∫
α

η∫
α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσdη

β∫
α

η∫
α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσdη

. (6)

Введем обозначениe

Fx(η) =
η∫

α

e
−

σ∫
α

M(x(s),s)ds

dσ, α < η < β. (7)
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Очевидно, функция Fx(η) положительная при η > α. С учетом обозна-
чения (7) интегральное уравнение (6) принимает вид

x(t) = a + bt + (c − a − bβ)

t∫
α

Fx(η)dη

β∫
α

Fx(η)dη

≡ Pt(x), α < t < β. (8)

При α ≤ t ≤ β и ∀x ∈ C[α,β] имеем неравенство

0 ≤
∫ t
α Fx(η)dη∫ β
α Fx(η)dη

≤ 1

Следовательно, для ∀x ∈ C[α,β]

||Pt(x)|| ≤ |a| + |b||β| + |c − a − bβ| = r. (9)

Тем более, при ||x|| ≤ r
||Pt(x)|| ≤ r,

т.е. интегральный оператор Pt : C[α,β] → C[α,β] переводит шар ||x|| ≤ r
самого в себя.

Докажем, что оператор Pt вполне непрерывен. Для этого воспользу-
емся теоремой Арцелла ([12] стр. 207 – 209) о предкомпактности мно-
жеств в C[α,β]. Ввиду оценки (9) образ множества ||x|| ≤ r при отобра-
жении Pt(x) равномерно ограничен постоянной r.

Далее

|Pt1(x) − Pt2(x)| ≤ |b||t1 − t2| +
|c − a − bβ|

|
β∫
α

Fx(η)dη|
|

t2∫
t1

Fx(η)dη|. (10)

Отметим, что так как функция Fx(t) положительна, то

∣∣∣∣
t2∫

t1

Fx(η)dη

∣∣∣∣ =
t2∫

t1

Fx(η)dη, t1 < t2.

Pассмотрим два случая:
Случай I: (M > 0)

β∫
α

Fx(η)dη ≥
β∫

α

η∫
α

e−M(σ−α)dσdη =
β∫

α

eMα

−M
(e−Mη − e−Mα)dη =

−eMα

M

[
− 1

M
e−Mβ +

1
M

e−Mα
]

+
1
M

(β − α)



116 А. И. ДРЕГЛЯ

1
M2

{M(β − α) + e−M(β−α) − 1} > 0, ∀M > 0.

Случай II: (M = 0)

β∫
α

Fx(η)dη ≥
β∫

α

η∫
α

dσdη =
β∫

α

(η − α)dη =

=
1
2
(β2 − α2) − α(β − α) = (β − α)

(β + α − 2α)
2

=
(β − α)2

2
Следовательно, существует const C1 > 0 такая, что при ∀x ∈ D, спра-
ведливо неравенство

β∫
α

Fx(η)dη ≥ C1 > 0. (11)

С другой стороны,

Fx(η)dη ≤
η∫

α

e−m(σ−α)dσ ≤
β∫

α

e−m(σ−α)dσ =

=


β − α, m = 0
1−e−m(β−α)

m , m > 0
emα

|m| (e
|m|β − e|m|α), m < 0.

Следовательно, существует const C2 > 0 такая, что при ∀x, t ∈ D,
справедливо неравенство

0 < Fx(η) ≤ C2. (12)

В итоге неравенства (11), (12) дают такое уточнение оценки (10):

|Pt1(x) − Pt(x)| ≤ |b||t1 − t2| +
|c − a − bβ|

C1
C2|t1 − t2| = l|t1 − t2|,

где l = |b|+|c−a−bβ|
C1

C2. Итак, существует константа l такая, что при
∀(x, t1, t2) ∈ D

|Pt1(x) − Pt2(x)| ≤ l|t1 − t2|.

При этом константа l не зависит от x, t1, t2 из D. Мы доказали, что
образ Pt(x) шара S(0, r) равноограничен и равностепенно непрерывен в
C[α,β] и следовательно, на основании теоремы Арцелла предкомпактен
в C[α,β].

Следовательно, оператор P вполне непрерывен. Итак, мы доказа-
ли, что оператор P удовлетворяет условиям теоремы Шаудера [12].
Поэтому интегральное уравнение (6) имеет в C[α,β] решение.
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Отметим, что ввиду структуры оператора P производные

diP

dti
, i = 0, 1, 2, 3∀x ∈ C[α,β]

при ∀x(t) ∈ C[α,β] будут непрерывны. Поэтому решение уравнения (6)
будет три раза непрерывно дифференцируемо. Примеры численного ре-
шения подобных краевых задач теории погранслоя были рассмотрены
нами в работах [8], [3], [1], [2].

Автор благодарит проф. Д. Гильберт и проф. Н. А. Сидорова за
полезные советы и внимание.
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A. I. Dreglea
Continuous solutions in boundary layer problem

Abstract. Existence theorem for nonlinear ordinary differential equation with boundary
conditions is proved. Such equations appear in boundary layer theory applied to melt
spinning process.




