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Аннотация. В работе исследуется сложность представления булевых функций в
классе полиномиальных нормальных форм, которая определяется по числу слагае-
мых в минимальном полиноме. Рассматривается класс булевых функций, которые
имеют наибольшую сложность среди всех функций от 6 переменных и менее. Полу-
чено точное значение сложности функций этого класса, зависящих от 7 переменных.
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Полиномиальным представлением булевой функции f(x1, . . . , xn) бу-
дем называть следующее представление:

f(x1, . . . , xn) = K1 ⊕K2 ⊕ · · · ⊕Ks,

где ⊕ — сложение по модулю 2, Ki — произведения переменных, воз-
можно с отрицанием, или функция 1.

Поскольку для каждой функции существует множество полиноми-
альных представлений, возникает задача нахождения наименее слож-
ного. Здесь под сложностью L(Φ) полиномиального представления Φ
будем понимать число слагаемых Φ, а под сложностью L(f) функции
f — число слагаемых ее наименее сложного представления. Сложность
всех функций от n переменных L(n) определяется как максимальная
из сложностей таких функций.

Функции n − 1 переменной, полученные подстановкой константы α
вместо переменной xi в функцию n переменных f , будем называть ну-
левой (при α = 0) и единичной (при α = 1) остаточными функциями и
обозначать через f0

xi
и f1

xi
соответственно.

На множестве булевых функций n переменных задается класс опера-
торов, которые можно представить в виде последовательностей a1 . . .an,
где ai ∈ {d, e,p}. Число n будем называть размерностью оператора.
Действие оператора a = a1 . . .an на функцию f(x̃) определяется по
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правилу: a(f(x̃)) = fn(x̃), где f0(x̃) = f(x̃) и

fi(x̃) =







fi−1(x̃), если ai = e;
fi−1(x1, ..., xi−1, x̄i, xi+1, ..., xn), если ai = p;
fi−1(x̃)

0
xi
⊕ fi−1(x̃))

1
xi
, если ai = d.

Представление функции f(x1, . . . , xn) в виде

f(x̃) =
s⊕

i=1

ai(h(x̃)),

в котором a1, . . . ,as — операторы размерности n, называется опера-
торной формой функции f , построенной по функции h(x1, . . . , xn). В
дальнейшем изложении будем считать, что h(x̃) = x1 · . . . · xn.

Пусть S — полная группа подстановок на множестве {d, e,p}:

S =

{(

dep

dep

)

,

(

dep

dpe

)

,

(

dep

ped

)

,

(

dep

edp

)

,

(

dep

epd

)

,

(

dep

pde

)}

Определим преобразование ϕ операторов размерности n в виде по-
следовательности ϕ1 . . . ϕn, где ϕi ∈ S. Преобразование ϕ действует на
оператор a = a1 . . .an следующим образом: ϕ(a) = ϕ1(a1) . . . ϕn(an). Та-
ким образом построенное преобразование ϕ назовем S-преобразованием.

Действие S-преобразований распространяется на множество функ-
ций следующим образом. Пусть f(x1, . . . , xn) =

∑s
i=1 ai(h) — некоторая

операторная форма функции f . Тогда ϕ(f) =
∑s

i=1 ϕ(ai)(h). SP-пре-
образованием назовем комбинацию S-преобразования и перестановки
символов в операторах.

Две функции f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) называются SP-эквивалент-
ными, если существует такое SP-преобразование ϕ, что ϕ(f) = g. Част-
ным случаем SP-эквивалентности является LP-эквивалентность [7].

Все функции n переменных разбиваются на классы SP-эквивалент-
ных функций. Более подробно об операторах и операторных преобразо-
вания можно прочитать в [2]. Здесь мы только отметим, что сложности
SP-эквивалентных функций совпадают.

Для всех полиномиальных представлений известны следующие ниж-
няя [5] и верхняя [3] оценки:

2n

n log2 3
≤ L(n) ≤

2n(2 log2 n+ 2)

n

Однако задача нахождения самой сложной функции остается от-
крытой. Известно [6, 7], что самыми сложными при n ≤ 6 являются
функции, SP-эквивалентные функции pn(x1, . . . , xn):

pn(α1, . . . , αn) =

{

0, если α1 . . . αn = 3k,

1, иначе,

где α1 . . . αn — число, записанное в двоичном виде.
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Обозначим через Mn множество всех функций, которые SP-эквива-
лентны pn при различных n.

Также среди Mn выделим функции

qn(α1, . . . , αn) =

{

0, если α1 . . . αn = 3k + 1,

1, иначе

rn(α1, . . . , αn) =

{

0, если α1 . . . αn = 3k + 2,

1, иначе

Для pn известна следующая оценка [1]:
(

3

2

)n−1

≤ L(pn)

Простая верхняя оценка получается из следующего неравенства:

L(pn) ≤ 3L(pn−2)

С помощью вычислительной техники найдены L(p5) = 9 и L(p6) = 15
[7]. В [4] предложен алгоритм, которой позволил получить полиноми-
альное представление для p7 сложности 24, то есть было показано, что
L(p7) ≤ 24. Однако оставался открытым вопрос о точном значении
сложности p7.

В данной работе окончательно решен вопрос о сложности p7. Резуль-
тат сформулирован в виде теоремы, хотя в доказательстве использова-
ны компьютерные вычисления.

Теорема. L(p7) = 24.

Доказательство. Предположим, что существует такое полиномиальное
представление Φ, реализующее функцию p7, что L(Φ) ≤ 23.

Можно заметить, что (p7)
0
x1

= Φ0
x1

= p6, (p7)
1
x1

= Φ1
x1

= r6, (p7)
0
x1

⊕
(p7)

1
x1

= Φ0
x1

⊕ Φ1
x1

= q6.
Сгруппируем в Φ слагаемые, содержащие x1 и x̄1:

Φ = x1 · Φ1 ⊕ x̄1 · Φ2 ⊕ Φ3

Пусть L(Φ1) = l1, L(Φ2) = l2 и L(Φ3) = l3. Тогда l1 + l2 + l3 ≤ 23.
Неравенства

l1 + l2 = L(Φ1) + L(Φ2) ≥ L(Φ1 ⊕ Φ2) = L(Φ0
x1

) ≥ L(p6) = 15

показывают, что l1 + l2 ≥ 15. Повторяя аналогичные рассуждения для
l1 + l2 и l2 + l3, получаем систему неравенств:







l1 + l2 + l3 ≤ 23
l1 + l2 ≥ 15
l1 + l3 ≥ 15
l2 + l3 ≥ 15,
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из которых следует выполнение только одного из трех условий:

l1 = 7, l2 = 8, l3 = 8
l1 = 8, l2 = 7, l3 = 8
l1 = 8, l2 = 8, l3 = 7

Пусть, например, l1 = 7, l2 = 8, l3 = 8. Тогда L(Φ1 ⊕ Φ2) = 15, то
есть Φ1 ⊕ Φ2 — минимальное полиномиальное представление для q6.
Аналогично, Φ1 ⊕ Φ3 — минимальное представление для r6.

Но тогда два минимальных представления для q6 и r6 должны со-
держать по крайней мере 7 общих слагаемых, так как L(Φ1) = 7.

В двух других случаях не менее 7 общих слагаемых должны содер-
жать представления для p6 и q6 или p6 и r6.

С помощью алгоритма точной минимизации функций 6 перемен-
ных [6] были найдены все минимальные формулы для функций p6,
q6, r6. Для каждой из этих функций существует по 14581 формуле
минимальной сложности.

С помощью компьютерных вычислений все эти формулы были по-
парно рассмотрены и было показано, что никакие две формулы для
разных функций не имеют более 6 общих слагаемых.

Таким образом, L(p7) > 23. С учетом того, что L(p7) ≤ 24, получаем
следующий результат: L(p7) = 24.

Функции q7 и r7, как SP-эквивалентные функции p7, тоже имеют
сложность 24.

Следствие. L(7) ≥ 24.
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summands in exor-sum-of-products for a given function. A class of Boolean functions
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