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Аннотация. В работе построена матричная фундаментальная оператор-функция
для вырожденного дифференциального оператора

(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
. Здесь опе-

ратор A является спектрально ограниченным относительно B. Получены формулы
для обобщенного решения соответствующей задачи Коши.
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Объектом исследований в работе являются вырожденные системы
дифференциальных уравнений N -го порядка вида

Bu(N)(t) = ΛAu(t) + f(t), (0.1)

где B, A — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова
пространства E1 в банахово пространство E2, D(B) = D(A) = E1,
D(B) ⊂ D(A), u(t) — вектор-функция размерности s, каждая ком-
понента которой uν(t) является функцией со значениями в E1, f(t)
— вектор-функция размерности s, имеющая компоненты fν(t) со зна-
чениями в E2, ν = 1, . . . , s, оператор B необратим, R(B) = R(B),
под записью Au(t) понимается вектор-функция с компонентами Auν(t),
ν = 1, . . . , s, Λ — невырожденная квадратная матрица порядка s.

В работах [1–3] была введена конструкция фундаментальной опера-
тор-функции, позволяющая в замкнутом виде строить обобщенные ре-
шения различных типов вырожденных дифференциальных уравнений
в банаховых пространствах. В работе [4] идеи работ [1–3] были перенесе-
ны на системы вырожденных дифференциальных уравнений в банахо-
вых пространствах, для исследования которых была введена матричная
фундаментальная оператор-функция. В работе [5] была построена мат-

IZV_2010_1.tex; 8/06/2010; 21:24; p.30



МАТРИЧНАЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЯ 31

ричная фундаментальная оператор-функция для дифференциального
оператора, соответствующего системе уравнений (0.1), в фредгольмо-
вом случае. В настоящей работе результаты, полученные в [5], распро-
страняются на случай спектрально ограниченных операторов (в этом
случае допускаются бесконечными как размерность ядра оператора B,
так и длины A-жордановых цепочек).

1. Вспомогательные сведения

10. Приведем некоторые сведения из работ [6, 7], необходимые для
изложения соответствующих результатов.

Пусть E1, E2 — банаховы пространства, B ∈ L(E1;E2) — необрати-
мый оператор, A — замкнутый линейный оператор из E1 в E2, D(A) =
E1.

Множество ρB(A) =
{
µ ∈ C : (µB − A)−1 ∈ L(E2;E1)

}
называ-

ется B-резольвентным множеством оператора A. Оператор-функции
RB

µ (A) = (µB − A)−1B, LB
µ (A) = B(µB − A)−1 называются соответ-

ственно правой B-резольвентой, левой B-резольвентой оператора A.
Оператор A называется спектрально ограниченным относительно опе-
ратора B (короче, (B, σ)-ограниченным), если ∃ a > 0 такое, что

{
µ ∈

C : |µ| > a
} ⊂ ρB(A), т.е. вне круга радиуса a оператор (µB−A) непре-

рывно обратим. Пусть γ ≡ {µ ∈ C : |µ| = r > a}, тогда пара операторов
[6, 7]

P =
1

2πi

∮

γ

(µB −A)−1B dµ, Q =
1

2πi

∮

γ

B(µB −A)−1 dµ

являются проекторами в E1 и E2 соответственно, порождают разложе-
ния пространств E1 и E2 в прямые суммы E1 = E0

1 ⊕E1
1 = kerP ⊕ im P

и E2 = E0
2 ⊕ E1

2 = kerQ ⊕ im Q. Действия операторов B и A расщеп-
ляются, причем A0 : E0

1 → E0
2 и B1 : E1

1 → E1
2 непрерывно обратимы,

A1 : E1
1 → E1

2 ограничен, QB = BP , QA = AP [6, 7].
20. Пусть Λ — числовая матрица, λ1, λ2, . . . , λµ — ее характеристи-

ческие числа. Тогда [8] существует невырожденная матрица T порядка
s такая, что

Λ = T · J · T−1, (1.1)

где

J = diag
{
λ1Eq1 +Hq1 , λ2Eq2 +Hq2 , . . . , λµEqµ +Hqµ

}−

квазидиагональная матрица, λiEqi
+Hqi

— жорданова клетка порядка
qi, i = 1, . . . , µ. Здесь Eqi

— единичная матрица порядка qi, Hqi
—

матрица порядка qi, у которой элементы первой "наддиагонали" равны
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единице, а все остальные элементы равны нулю, q1 + q2 + . . . + qµ = s.
J называется нормальной жордановой формой матрицы Λ.

Если все элементарные делители матрицы Λ первой степени, то жор-
данова форма имеет диагональный вид и в этом случае

Λ = T · diag {λ1, λ2, . . . , λs} · T−1.

30. Системе уравнений (0.1) соответствует дифференциальный опе-
ратор (

Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)
)
.

Здесь δ(t) — дельта-функция Дирака, под записью Bδ(N)(t) будем по-
нимать EsBδ

(N)(t), где Es, как и выше, единичная матрица порядка
s.

Определение 1. Матричной фундаментальной оператор-функцией

GN (t) для дифференциального оператора
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
на классе

K ′
+(E2) назовем такую матричную оператор-функцию, для которой

выполняются следующие два равенства
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ GN (t) ∗ ũN (t) = ũN (t) ∀ ũN (t) ∈ K ′

+(E2), (1.2)

GN (t) ∗
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ ṽN (t) = ṽN (t) ∀ ṽN (t) ∈ K ′

+(E1). (1.3)

Здесь под ũN (t) ∈ K ′
+(E2) (или ṽN (t) ∈ K ′

+(E1)) понимается вектор-
столбец, каждая компонента которого является обобщенной функцией
с ограниченным слева носителем со значениями в E2 (или E1).

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть в системе (0.1) det Λ 6= 0, оператор A спек-
трально ограничен относительно оператора B. Тогда дифференциаль-

ный оператор
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
имеет на классе K ′

+(E2) матрич-

ную фундаментальную оператор-функцию вида

GN (t) = Tδ(t) ∗ {GN1(t), GN2(t), . . . , GNµ(t)
} ∗ T−1δ(t),

здесь T — невырожденная квадратная матрица порядка s из формулы
(1.1),

{
GN1(t), GN2(t), . . . , GNµ(t)

}
— блочная квадратная квазидиаго-

нальная матрица порядка s вида




GN1(t) 0 . . . 0
0 GN2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . GNµ(t)


 ,
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диагональные блоки которой GNν (t) находятся по формуле GNν (t) =
EqνGNν (t) ∗ σ(GNν (t)),

σ(GNν (t)) =



Iδ(t) Aδ(t) ∗ GNν (t) (Aδ(t) ∗ GNν )(t)2 . . . · (Aδ(t) ∗ GNν (t))qν−1

0 Iδ(t) Aδ(t) ∗ GNν (t) . . . · (Aδ(t) ∗ GNν (t))qν−2

0 0 Iδ(t) . . . · (Aδ(t) ∗ GNν (t))qν−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . Iδ(t) Aδ(t) ∗ GNν (t)
0 0 0 . . . 0 Iδ(t)




,

ν = 1, . . . , µ и

GNν (t) = UNν (t)B−1
1 Qθ(t) −

∞∑

k=0

(
A−1

0 B0

)k

λk+1
ν

A−1
0 (I −Q)δ(Nk)(t),

где

UNν (t) =
1

2πi

∫

γ

(
µNB − λνA

)−1
Beµt dµ.

Если дополнительно предположить, что ∞ — несущественно осо-
бая точка операторного пучка (µB −A)−1, то очевидно

GNν (t) = UNν (t)B−1
1 Qθ(t) −

p∑

k=0

(
A−1

0 B0

)k

λk+1
ν

A−1
0 (I −Q)δ(Nk)(t),

Доказательство. В соответствии с определением матричной фунда-
ментальной оператор-функции для доказательства теоремы проверим
справедливость равенств (1.2) и (1.3).

Действительно, ∀ ũN (t) ∈ K ′
+(E2)

(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ GN (t) ∗ ũN (t) =

(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ Tδ(t)∗

∗{GN1(t), GN2(t), . . . , GNµ(t)
} ∗ T−1(t) ∗ ũN (t) = Tδ(t) ∗ T−1δ(t)∗

∗
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ Tδ(t) ∗ {GN1(t), GN2(t), . . . , GNµ(t)

}∗

∗T−1δ(t) ∗ ũN (t) = Tδ(t) ∗
(
Bδ(N)(t) − JAδ(t)

)
∗

∗{GN1(t), GN2(t), . . . , GNµ(t)
} ∗ T−1δ(t) ∗ ũN (t),

где J — матрица, подобная Λ.
Для завершения доказательства осталось проверить, что при всех

ν = 1, . . . , µ

(
Bδ(N)(t) − (λνEqν +Hqν )Aδ(t)

)
∗GNν (t) = Eqνδ(t).
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В работе [3] было доказано, что
(
Bδ(N)(t) − λνAδ(t)

)
∗ GNν (t) = Iδ(t),

а
(
Bδ(N)(t) − λνAδ(t)

)
∗ GNν (t) ∗ (Aδ(t) ∗ GNν (t))i−

−Aδ(t) ∗ GNν (t) ∗ (Aδ(t) ∗ GNν (t))i−1 ≡ 0,

поэтому
(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ GN (t) = Tδ(t) ∗ T−1δ(t) = Iδ(t),

что и завершает доказательство формулы (1.2).
Равенство (1.3) доказывается аналогично.

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 все элементарные дели-
тели матрицы Λ первой степени, то дифференциальный оператор
(Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)) имеет на классе K ′

+(E2) матричную фундамен-
тальную оператор-функцию вида

GN (t) = Tδ(t) ∗ {GN1(t), GN2(t), . . . , GNs(t)
}∗T−1δ(t).

Рассмотрим задачу Коши

Bu(N)(t) = ΛAu(t) + f(t),

u(0) = u0, u
′(0) = u1, . . . , u

(N−1)(0) = uN−1.

В обобщенных функциях [9] эту задачу можно переписать в сверточ-
нам виде

(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
∗ ũ(t) = f(t)θ(t) +Bu0δ

(N−1)(t) +

+Bu1δ
(N−2)(t) + · · · +BuN−1δ(t),

где θ(t) — функция Хевисайда.
Справедлива

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то единственное
обобщенное решение класса K ′

+(E1) рассматриваемой задачи Коши вос-
станавливается по формуле

ũN (t) = GN (t) ∗ (f(t)θ(t) +Bu0δ
(N−1)(t) +Bu1δ

(N−2)(t) +

+ · · · +BuN−1δ(t)
)
.

Замечание 1. Полученные результаты допускают обобщение на слу-
чаи секториально и радиально ограниченных операторных пучков.
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O. V. Korobova

Matrix fundamental operator-function of singular differential

operator of high order in terms of the spectral bounded

Abstract. In this paper a matrix fundamental operator-function for a singular differential
operator

(
Bδ(N)(t) − ΛAδ(t)

)
is build. Here operator A is spectral bounded relatively B.

The formulas for the generalized solution of the corresponding Cauchy problem are got.
Keywords: Banach space, matrix fundamental operator-function, spectral bounded
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