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Аннотация. Статья посвящена обращению принципа максимума Понтрягина для
задач управления гибридными системами в достаточное условие оптимальности.
Подход основывается на применении множества линейных функций типа Ляпунова.
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1. Введение и постановка задачи

В течение последних трех десятков лет в теории управления уделяется
много внимания задачам оптимизации различных гибридных систем
[1, 2, 3]. В данной статье для одного класса таких задач получено об-
ращение принципа максимума Понтрягина [1, 4, 5, 6] в достаточное
условие оптимальности. Это обращение основано на результатах работ
[7, 8]. Оно реализуется путем сужения используемого класса функ-
ций типа Ляпунова до линейных, подобно случаю классической задачи
оптимального управления [9].

Рассматривается следующая задача (Ph) оптимального управления
гибридной системой с общими концевыми ограничениями на траекто-
рии подсистем:

ẋκ = fκ(t, xκ, uκ), uκ(t) ∈ Uκ,

t ∈ ∆κ = [aκ, bκ], κ = 1, N,
(1.1)

q ∈ Q, (1.2)

J = l(q) → inf .

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 07-01-00741) и
СО РАН (интеграционный проект СО РАН–УрО РАН № 85).
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Здесь моменты времени aκ 6 bκ, κ = 1, N не фиксированы, интервалы
∆κ расположены произвольно на прямой R, размерности xκ и uκ равны
nκ и mκ, q = {q1, . . . , qN} — концевой мультивектор, составленный
из векторов qκ =

(
aκ, xκ(aκ), bκ, xκ(bκ)

)
, концевых для подсистем из

(1.1), множество Q замкнуто, Uκ произвольны, функция l и вектор-
функции fκ непрерывны вместе с частными производными по qκ, xκ, t.

Определение 1. Процессом κ-ой управляемой подсистемы назовем
любую пару σκ = (xκ(t), uκ(t) | t ∈ ∆κ) функций uκ(·) ∈ L∞(∆κ, Uκ) и
xκ(·) ∈ AC(∆κ,Rnκ

), удовлетворяющих п. в. на ∆κ соотношениям (1.1).

Определение 2. Набор процессов σ = {σ1, . . . , σN} назовем мульти-
процессом гибридной системы (1.1).

Мультипроцесс σ будем называть допустимым в задаче, если для
него выполнены общие концевые ограничения (1.2). Совокупность до-
пустимых мультипроцессов задачи (Ph) обозначим через Σ.

Будем исследовать на глобальный минимум мультипроцесс

σ̄ =
{
σ̄κ =

(
x̄κ(t), ūκ(t) | t ∈ ∆̄κ = [āκ, b̄κ]

)
, κ = 1, . . . , N

}
∈ Σ.

2. Достаточность принципа максимума Понтрягина

Введем функцию Понтрягина κ-ой подсистемы

Hκ(t, x, ψ, u) = ψ · fκ(t, x, ψ, u)

(y · z означает скалярное произведение y и z) и функцию Гамильтона

Hκ(t, x, ψ) = sup
{
Hκ(t, x, ψ, u) | u ∈ Uκ

}
.

Процесс σ̄κ назовем экстремалью κ-ой системы, если для него суще-
ствует нетривиальная коэкстремаль ψκ(·) =

(
ψκx(·), ψκt (·)

)∣∣∆̄κ:

{
ψ̇κx = −Hκ

x

(
t, x̄κ(t), ψκx , ū

κ(t)
)
,

ψ̇κt = −Hκ
t

(
t, x̄κ(t), ψκx , ū

κ(t)
)
,

(2.1)

обеспечивающая выполнение условия максимума

Hκ (t, x̄κ(t), ψκx , ū
κ(t)) + ψκt (t) = 0 на ∆̄κ,

Hκ (t, x̄κ(t), ψκx , u
κ) + ψκt (t) ≤ 0 на ∆̄κ × Uκ.

(2.2)

Тройку функций γκ = (ψκ(·), σ̄κ) назовем биэкстремалью κ-ой системы.
Будем говорить, что биэкстремаль γκ допускает продолжение, ес-

ли ψκ(·), σ̄κ можно продолжить на некоторый интервал Iκ ⊃ ∆̄κ так,
чтобы выполнялись условия (2.1), (2.2) с заменой в них ∆̄κ на Iκ.
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Набор γ = {γ1, . . . , γN}, составленный из биэкстремалей подсистем,
назовем биэкстремалью гибридной системы; соответствующий γ набор
ψ(·) = {ψ1(·), . . . , ψN (·)} назовем коэкстремалью мультипроцесса σ̄.

Пусть Ψ(σ̄) — множество продолженных коэкстремалей, соответству-
ющих продолженной экстремали гибридной системы σ̄, и Ψ(σ̄) 6= ∅.
Определим для ψ(·) ∈ Ψ(σ̄) и σ̄ ∈ Σ расширенные условия максимума:

Условие MH(ψ). ∀κ = 1, N почти всюду на Iκ

Hκ
(
t, x̄κ(t), ψκx(t), ū

κ(t)
)
+ ψ̇κx(t)x̄

κ(t) =

= max
{
Hκ
(
t, xκ(t), ψκx(t), u

κ
)
+ ψ̇κx(t)x

κ | xκ ∈ R
nκ
, uκ ∈ Uκ

}
.

Условие MH(ψ). ∀κ = 1, N почти всюду на Iκ

Hκ
(
t, x̄κ(t), ψκx(t)

)
+ ψ̇κx(t)x̄

κ(t) =

= max
{
Hκ
(
t, xκ(t), ψκx(t)

)
+ ψ̇κx(t)x

κ | xκ ∈ R
nκ
}
.

Пусть Ψ+(σ̄) — множество всех коэкстремалей, обеспечивающих вы-
полнение условия MH(ψ) или MH(ψ), и Ψ+(σ̄) 6= ∅. Тогда справедлива

Теорема 1. Пусть для мультипроцесса σ̄ ∈ Σ существует такое
множество Ψ+(σ̄), что мультивектор p∗ = q̄ является глобальным
решением конечномерной задачи




l(p) → inf; p :=
{
(aκ, xκa, b

κ, xκb ), κ = 1, . . . , N
} ∈ Q,

ψκx(b
κ) · (xκb − x̄κ(bκ)

)− ψκx(a
κ) · (xκa − x̄κ(aκ)

)
6 0 ∀κ = 1, . . . , N,

∀ψ ∈ Ψ+(σ̄).

Тогда σ̄ — глобально оптимальный мультипроцесс в задаче (Ph).

Теорема 1 является, с одной стороны, обобщением результатов ра-
боты [9] на более сложные задачи управления, а с другой — конкрети-
зацией достаточных условий из [7] на случай линейных функций типа
Ляпунова, порожденных коэкстремалями гибридной системы.

Сформулированные достаточные условия глобальной оптимально-
сти допускают уточнение на случай реализации сильного минимума на
исследуемом процессе.
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