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В работах [1]–[5] рассматривались различные варианты задачи на-
блюдаемости и управляемости взаимосвязанных объектов с распреде-
ленными и сосредоточенными параметрами. В каждой из них получены
достаточные условия управляемости или наблюдаемости. В статье [6]
аналогичные результаты по управляемости получены для системы, со-
держащей несколько связанных объектов с распределенными парамет-
рами и один с сосредоточенными параметрами. Настоящая работа по-
священа задаче наблюдаемости такой системы.

1. Постановка задачи

Рассматриваются колебания сети, составленной из m струн, длина каж-
дой струны равна `. Все объекты связаны в одной концевой точке, к
которой подсоединен колебательный объект с сосредоточенными пара-
метрами. Все остальные концы струн жестко закреплены. Колебания

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 09-01-00265 и
АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы», проект 2.1.1/500.

Vasiliev2009.tex; 7/09/2009; 12:49; p.197
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такой сети описываются волновыми уравнениями

uitt(x, t) = a2
iu
i
xx(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 1, . . . ,m, (1.1)

где Q = { (x, t) : 0 < x < `, 0 < t < ∞}, через ∂Q обозначим границу
полосы Q. Функции ui(x, t) удовлетворяют начальным условиям

ui(x, 0) = ϕi(x), uit(x, 0) = ψi(x), 0 6 x 6 `, i = 1, . . . ,m, (1.2)

и граничным условиям при 0 6 t <∞ :

uj(`, t) = 0, j = 1, . . . , m, (1.3)

u1(0, t) = u2(0, t) = . . . = um(0, t), (1.4)

m∑

i=1

riu
i
x(0, t) = y(t), (1.5)

ÿ(t) + c2y(t) =
m∑

i=1

biu
i(0, t), y(0) = y0, ẏ(0) = y1. (1.6)

Из условия (1.6) следует, что y(t) = y0 cos ct+
y1

c
sin ct+

β

c

t∫

0

sin c(t−

τ)u1(0, τ) dτ . Здесь учтено условие (1.4), согласно которому

m∑

k=1

biu
i(0, t) =

m∑

k=1

biu
1(0, t) = βu1(0, t), β =

m∑

k=1

bi.

Согласование по непрерывности начальных и граничных условий
дают следующие равенства для функций ϕi(x) и ψi(x), i = 1, . . . ,m:

ϕ1(0) = . . . = ϕm(0), ψ1(0) = . . . = ψm(0),

ϕi(`) = 0, ψi(`) = 0, i = 1, . . . ,m,
m∑

i=1

riϕ
′
i(0) = y0,

m∑

i=1

riψ
′
i(0) = y1.

(1.7)

Сформулируем задачу наблюдения за колебаниями сети.

Задача 1. Найти период времени T и начальные состояния (1.2) се-
ти, колебания которой описываются уравнениями (1.1) и однородными
краевыми условиями (1.3)–(1.6), по результатам наблюдения

ujx(`, t) = wj(t), j = 1, . . . ,m, 0 6 t 6 T. (1.8)
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Прежде, чем решать поставленную задачу наблюдения, приведем
необходимые результаты по существованию решения краевой задачи
(1.1)–(1.6).

2. Решение краевой задачи

Решение краевой задачи с дифференциальным уравнением ÿ(t)+

c2y(t) = µ(t)+
m∑
i=1

biu
i(0, t) приведено в [6]. Из этих результатов следует,

что решение рассматриваемой краевой задачи (1.1)–(1.6) получается из
решения, найденного в [6], при µ(t) ≡ 0.

Чтобы сформулировать полученный результат, введем некоторые

обозначения. Пусть κ =
m∑
i=1

(ri/ai). Уравнение p3 + c2p + β/κ = 0 мо-

жет иметь один действительный корень и два комплексно сопряженных
корня.

Если p3 + c2p+β/κ = (p−ω)((p−ω1)
2 +ω2

2), то будем рассматривать
функцию

K(t) = B1e
ωt +B2e

ω1t cosω2t+B3e
ω1t sinω2t.

Здесь постоянные Bi, i = 1, 2, 3, находятся с помощью равенства

p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ
=

B1

p− ω
+

B2(p− ω1)

(p− ω1)2 + ω2
2

+
B3ω2

(p− ω1)2 + ω2
2

.

Справедлива следующая теорема, дающая решение краевой задачи
(1.1)–(1.6).

Теорема 1. Пусть для функций ϕi(x) ∈ C2[0, `] и ψi(x) ∈ C1[0, `]
выполнены условия (1.7) при i = 1, . . . ,m. Тогда единственные реше-
ния ui(t, x) ∈ C2(Q) ∩ C1(∂Q), i = 1, . . . ,m, краевой задачи (1.1)–(1.6)
представимы в виде

ui(x, t) = Ei(x+ ait) +Gi(x− ait), (x, t) ∈ Q. (2.1)

Функции Ei(x) и Gi(x) заданы при 0 6 x 6 ` формулами

Ei(x) =
ϕi(x)

2
+

x∫

0

ψi(s)

2ai
ds, Gi(x) =

ϕi(x)

2
−

x∫

0

ψi(s)

2ai
ds, i = 1, . . . ,m,

(2.2)
функции Ei(`+ z), i = 1, . . . ,m, имеют вид

Ei(`+ z) = −Gi(`− z), z > 0, (2.3)
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а функции Gi(−z) определяются формулами

G1(−z) =
ϕ1(0)

2
K(z/a1) +

1

κ

z/a1∫

0

K(z/a1 − τ)F (τ) dτ, z > 0 (2.4)

и при i = 2, . . . ,m

Gi(−z) = G1(−a1z/ai) + E1(a1z/ai) − Ei(z), z > 0, (2.5)

где

F (t) = 2
m∑
i=1

riE
′
i(ait) − κa1E

′
1(a1t) −

β

c

t∫
0

sin c(t− s)E1(a1s) ds−

−y0 cos ct− y1

c
sin ct.

(2.6)

3. Решение задачи наблюдения

Обозначим ti = `/ai, i = 1, . . . ,m. Из того, что любое решение каж-
дого из уравнений (1.1) представляет собой суперпозицию волн вида
wi(x ± ait), следует, что решение задачи наблюдения за колебаниями
рассматриваемой сети возможно лишь при условии соизмеримости мо-
ментов времени ti, i = 1, . . . ,m, т. е. при условии существования таких
чисел ni ∈ N, i = 1, . . . ,m, что a1/n1 = . . . = am/nm.

Из того, что функции uj(x, t) имеют вид (2.1), находим результаты
наблюдения (1.8): wj(t) = E′

j(` + ajt) + G′
j(` − ajt), затем используем

формулу (2.3), при этом получаем, что E′
j(`+ ajt) = G′

j(`− ajt), тогда
эти результаты наблюдения представим следующим образом:

wj(t) = 2G′
j(`− ajt), j = 1, . . . ,m, 0 6 t 6 T. (3.1)

Очевидно, что если в (3.1) переменная t принадлежит отрезку [0, tj ], то
Gj явно выражаются через функции наблюдения wj , j = 1, . . . ,m. Если
t > tj , то из выражений (2.4) и (3.1) для j = 1 найдем функцию F (t),
которая содержит функции Ei(ait), i = 1, . . . ,m, а остальные уравнения
(3.1) для j = 2, . . . ,m при t > tj позволяют определить функции Ej(ajt)
на отрезках [0, tj ]. Приведем строгое доказательство в частном случае
j = 3, a1 = a2/2 = a3/3 и T = 2t1.

За колебаниями рассматриваемой сети будем наблюдать в течение
периода времени T = 2t1, тогда результаты наблюдения (3.1) при j = 1
имеют следующий вид:

w1(t1 − t) = 2G′
1(a1t), (3.2)

w1(t1 + t) = 2G′
1(−a1t), (3.3)
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где 0 6 t 6 t1.
Преобразуем уравнение (3), используя выражение (2.4) и свойство

функции K(t): K(0) = 1, приходим к уравнению

−κ
a1

2
w1(t1 + t) = κ

ϕ1(0)

2
K ′(t) + F (t) +

t∫

0

K ′(t− τ)F (τ) dτ.

Поскольку функции начального состояния содержатся в функции F (t),
то с помощью операционного исчисления выразим функцию F (t) из
полученного уравнения. Полагая

w1(p) =
∞∫
0
e−ptw1(t1 + t) dt, F (p) =

∞∫
0
e−ptF (t) dt,

K(p) =
+∞∫
0
e−ptK(t) dt,

применяя теорему о свертке, находим

−κ
a1

2
w1(p) = κ

ϕ1(0)

2
[pK(p) − 1] + F (p) + [pK(p) − 1]F (p).

Здесь в квадратных скобках стоит преобразование Лапласа функции

K ′(t). Далее, воспользуемся тем, что K(p) =
p2 + c2

p3 + c2p+ β/κ
(см. [6]),

тогда

F (p) = −κ
a1

2
w1(p) −

β

c2
a1

2
w1(p)

[
1

p
− p

p2 + c2

]
+

+
β

c2
ϕ1(0)

2

[
1

p
− p

p2 + c2

]
.

Таким образом, получаем

F (t) = −κ
a1

2
w1(t1 + t) − β

c2
a1

2

t∫
0
w1(t1 + s)[1 − cos c(t− s)] ds+

+
β

c2
ϕ1(0)

2
[1 − cos ct].

(3.4)

Если теперь воспользоваться тем, что F (t) имеет вид (2.6), то будем
иметь

2
m∑

i=1

riE
′
i(ait) − κa1E

′
1(a1t) −

β

c

t∫

0

E1(a1s) sin c(t− s) ds = F(t), (3.5)
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где введено обозначение

F(t) =
β

c2
ϕ1(0)

2
+

(
y0 − β

c2
ϕ1(0)

2

)
cos ct+

y1

c
sin ct−

−κ
a1

2
w1(t1 + t) − β

c2
a1

2

t∫

0

w1(t1 + s)[1 − cos c(t− s)] ds,

здесь 0 6 t 6 t1.
Заметим, что в рассматриваемом частном случае имеют место ра-

венства T = 2t1 = 4t2 = 6t3. Результаты наблюдения (3.1) для j = 2, 3
представим, используя формулы (2.3) и (2.5), в следующем виде для
0 6 t 6 t2:

w2(t) = 2G′
2(`− a2t), (3.6)

w2(t2 + t) =
1

2
w1(t1 + t) − E′

1(a1t) + 2E′
2(a2t), (3.7)

w2(2t2 + t) =
1

2
w1(t1 + t2 + t) − E′

1(a1(t2 + t)) + w2(t), (3.8)

w2(3t2 + t) = G′
1(−(`+ a1t)) −

1

2
w1(t) + w2(t2 + t); (3.9)

для 0 6 t 6 t3 получаем

w3(t) = 2G′
3(`− a3t), (3.10)

w3(t3 + t) =
1

3
w1(t1 + t) − 2

3
E′

1(a1t) + 2E′
3(a3t), (3.11)

и при 0 6 t 6 2t3 выполняется

w3(2t3 + t) =
1

3
w1(t1 + t3 + t) − 2

3
E′

1(a1(t3 + t)) + w3(t), (3.12)

w3(4t3 + t) =
2

3
G′

1(−(`+ a1t)) −
1

3
w1(t) + w3(2t3 + t). (3.13)

Равенство функций E′
1(a1(t2 + t)) из (3) и E′

1(a1(t3 + t)) из (3) при
2t3 6 t 6 t1 дают следующее условие на функции w2 и w3:

2w2(2t3−t2+t)−2w2(2t3+t2+t) = 3w3(t3+t)−3w3(3t3+t), 0 6 t 6 t3.
(3.14)

Аналогично, равенство функций G(−(` + a1t)) из (3) и (3) при 0 6

t 6 t2 приводят к еще одному условию на функции w2 и w3:

2w2(t2+t)−2w2(3t2+t) = 3w3(2t3+t)−3w3(4t3+t), 0 6 t 6 t2. (3.15)

В уравнение (3.5) подставим при 0 6 t 6 t3 функцию E′
2(a2t), найден-

ную из (3), и функцию E′
3(a3t), найденную из (3), после преобразований
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получаем

κa1E
′
1(a1t) −

β

c

t∫

0

E1(a1s) sin c(t− s) ds = F1(t), 0 6 t 6 t3, (3.16)

где

F1(t) = (a1κ − r1)w1(t1 + t) − r2w2(t2 + t) − r3w3(t3 + t) + F(t).

Обозначим E1(a1t) = q(t) и q(0) = ϕ(0)/2. Применим преобразование

Лапласа к уравнению (3.16), находим q(p) = q(0)K(p)+
1

κ
F1(p)K(p), где

K(p) =

[
p2 + c2

p3 + c2p− β/κ

]
. Окончательно определим функцию E1(a1t):

E1(a1t) =
ϕ1(0)

2
K(t) +

1

κ

t∫

0

K(t− τ)F1(τ) dτ, 0 6 t 6 t3. (3.17)

Здесь K(t) = C1e
αt + C2e

α1t cos γt + C3e
α1t sin γt и p3 + c2p − β/κ =

(p − α)((p − α1)
2 + γ2), а коэффициенты Ci, i = 1, 2, 3, находятся с

помощью равенства

p2 + c2

p3 + c2p− β/κ
=

C1

p− α
+

C2(p− α1)

(p− α1)2 + γ2
+

C3γ

(p− α1)2 + γ2
.

Функция K(t) обладает свойством K(0) = 1.
Выражение (3.17) перепишем в следующем виде:

2E′
1(a1t) =

ϕ1(0)

a1
K ′(t) +

2

a1κ
F1(t)+

+
2

a1κ

t∫
0
K ′(t− s)F1(s) ds, 0 6 t 6 t3.

(3.18)

Равенство (3) позволяет определить функцию E′
1(a1t) на отрезке [t3, t1]

2E′
1(a1t) = w1(t1 + t) + 3w3(t− t3) − 3w3(t3 + t), t3 6 t 6 t1. (3.19)

Функция E′
1(a1t), определенная в (3.18) и (3.19), непрерывна на отрезке

[0, t1] при условии, что

w1(t1 + t3) + 3w3(0) − 3w3(2t3) =

=
ϕ1(0)

a1
K ′(t3) +

2

a1κ
F1(t3) +

2

a1κ

t3∫
0
K ′(t3 − s)F1(s) ds.

(3.20)
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С помощью найденной функции E′
1(a1t) определим функции E′

2(a2t)
и E′

3(a3t) из равенств (3) и (3) соответственно,

E′
i(ait) =

a1

ai
E′

1(a1t)−
a1

2ai
w1(t1+t)+

1

2
wi(ti+t), 0 6 t 6 ti, i = 2, 3.

(3.21)
Выражения (3), (3) и (3) объединим

G′
i(ait) =

1

2
wi(ti − t), 0 6 t 6 ti, i = 1, 2, 3. (3.22)

Уравнение (3.5) для t3 6 t 6 t1 дает дополнительные условия на
функции wi, i = 1, 2, 3, если в это уравнение подставлять найденные в
(3.18), (3.19) и (3.21) значения функций E′

i(ait) для t3 6 t 6 t2, t2 6 t 6

2t3 и 2t3 6 t 6 t1, при этом используются свойства (2.3), (2.5), (3), (3)
и (3) функций Ei и Gi, i = 1, 2, 3.

Приведенные рассуждения доказывают следующее утверждение.

Лемма 1. Если функции ϕj(x) и ψj(x), j = 1, 2, 3, удовлетворяют
условиям (1.7) и ϕj(x) ∈ C2[0, `], ψj(x) ∈ C1[0, `], j = 1, 2, 3, то функ-
ции наблюдения wj(t), определяемые формулами (1.8), принадлежат
C1[0, `] и удовлетворяют условиям (3.14), (3.15), уравнению (3.5) при
t3 6 t 6 t1, а также обладают свойствами:

wj(0) = ϕ′
j(`), wj(tj) = ϕj(0) − ψj(0)

aj
, j = 1, 2, 3.

Функции начального состояния ϕ′
i(x) и ψi(x), i = 1, 2, 3, найдем

из (2.2), используя найденные выражения (3.18), (3.19) и (3.21) для
функций E′

i(ait) и (3.22) для G′
i(ait). Эти функции имеют следующий

вид:

ϕ′
i(ait) =

a1

ai
E′

1(a1t) −
a1

2ai
w1(t1 + t) +

1

2
[wi(ti + t) + wi(ti − t)], (3.23)

ψi(ait)

ai
=
a1

ai
E′

1(a1t) −
a1

2ai
w1(t1 + t) +

1

2
[wi(ti + t) − wi(ti − t)], (3.24)

здесь 0 6 t 6 ti и i = 1, 2, 3. Причем, в силу условия (3.20), эти функции
непрерывны на отрезках [0, ti].

Формулы (3) и (3) перепишем в следующем виде для 0 6 x 6 `:

ϕ′
i(x) =

a1

ai
E′

1

(
a1x

ai

)
− a1

2ai
w1

(
ait1 + x

ai

)
+

+
1

2

[
wi

(
`+ x

ai

)
+ wi

(
`− x

ai

)]
,

(3.25)

ψi(x)

ai
=
a1

ai
E′

1

(
a1x

ai

)
− a1

2ai
w1

(
ait1 + x

ai

)
+

+
1

2

[
wi

(
`+ x

ai

)
− wi

(
`− x

ai

)]
.

(3.26)
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Справедлива теорема.

Теорема 2. Пусть a1 = a2/2 = a3/3. Если о функциях ϕj(x) и ψj(x),
j = 1, 2, 3, начального состояния (1.2) сети известно, что они удовле-
творяют условиям теоремы 1, то по результатам наблюдения (1.8)
в течении периода времени T = 2t1 функции ϕj(x) и ψj(x), j = 1, 2, 3,
определяются однозначно с помощью формул (3.25) и (3.26). При этом
функция E′

1(a1t) имеет вид (3.18) для 0 6 t 6 t3 и (3.19) для t3 6 t 6 t1.
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