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Аннотация. В статье предложены алгоритмы реализации многометодного под-
хода к решению задач оптимального программного управления с организацией па-
раллельных вычислений. Изложенные алгоритмы являются важной составляющей
аппарата для выполнения «элементарных операций» в рамках алгоритмов по ап-
проксимации множеств достижимости (разрешимости) и численной оптимизации
позиционных управлений.
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Введение

Требования к эффективности расчета оптимального программного уп-
равления в настоящее время существенно возросли в связи с разработ-
кой систем управления реального времен, использующих управление в
форме обратной связи и, следовательно, требующих решения задачи
приближенного синтеза. Для нелинейных управляемых систем основ-
ным методом решения этой задачи является метод динамического про-
граммирования [1] , применение которого к системам небольшой раз-
мерности в связи с возросшими возможностями вычислительной техни-
ки, становится вполне реальным [2 – 6]. Эффективность расчета управ-
ления с обратной связью во многом определяется скоростью вычисле-
ния условно оптимальных программных управлений, осуществляющих
перевод системы из узлов одной решетки в фазовом пространстве в
узлы соседней решетки. Кроме того, применение метода динамическо-
го программирования требует предварительного получения оценок или

∗ Работа выполнена при частичной финансовой поддержке программы Президен-
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аппроксимаций множеств достижимости – ограничений на фазовые ко-
ординаты в заданные моменты времени, для чего также решается серия
задач программного управления при различных краевых условиях [7]
[4, 5].

Таким образом, чтобы обеспечить эффективный расчет управления с
обратной связью, необходимо иметь достаточно надежное программное
обеспечение для расчета оптимального программного управления [8].
Из практики известно, что одним из способов повышения надежно-
сти итерационных методов оптимизации является применение многоме-
тодной технологии [9 – 11], когда в итерационный процесс улучшения
управления включается несколько методов и, процесс оптимизации про-
должается до тех пор, пока будет иметься возможность хотя бы одним
из них увеличить значение максимизируемого функционала. Группа
методов, одновременно участвующая в параллельном процессе [12] оп-
тимизации, будет определять уровень надежности и эффективность
расчета оптимального управления. Следовательно, в эту группу необ-
ходимо включить методы разного типа, каждый из которых достаточно
эффективно будет преодолевать некоторые выявленные особенности
решаемой задачи. Например, наряду с методами, основанными на прин-
ципе максимума [13], которые эффективно работают в задачах с ограни-
чениями на управление, необходимо включить и методы градиентного
типа, позволяющие получить более точную аппроксимацию управле-
ния, принимающего внутренние относительно допустимого множества
значения.

В данной статье рассматриваются группы методов для численного
решения наиболее часто встречающихся на практике классов задач оп-
тимального управления. Показано применение этих методов к поиску
оптимального управления в некоторых тестовых задачах, например,
[14]. Предлагаемая многометодная технология легла в основу программ-
ного обеспечения, которое применяется для численного исследования
модельной задачи динамики ракет класса «воздух-воздух» [15] и полу-
чения управления в форме обратной связи для обеспечения эффектив-
ного маневра преследуемой цели при защите от атакующей ракеты [6]
в рамках этой модели.

1. Параллельные вычисления в методах первого порядка

В методах градиентного типа трудоемкую операцию расчета градиента,
требующую интегрирования сопряженной системы, следует выполнить
только один раз, а затем использовать найденный градиент в итераци-
онных формулах всех методов. Вычислительные затраты на выполне-
ние одного шага многометодного алгоритма в этом случае значительно
сократятся. Кроме того, реализация шага каждым из методов будет
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выполнена с использованием одних и тех же приближенно найденных
величин.

Приведем общую постановку задачи оптимального управления.
Пусть управляемый процесс описывается системой

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1], x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rr (1.1)

с терминальными условиями

Ij(u) = ϕj(x, t) = 0, j = 1,m, (1.2)

и фазовыми ограничениями

Ji(u, t) = gi(x, t) = 0, i = 1, s, t ∈ T. (1.3)

Управление стеснено следующими ограничениями:

u(t) ∈ U, (1.4)

где U – ограниченное замкнутое множество из Rr. Вектор-функция
f(x, u, t) непрерывно дифференцируема по x и u и непрерывна по t;
ϕj(x), j = 1,m, – непрерывно дифференцируемые функции.

Пусть на правых концах траекторий системы (1) определена непре-
рывно дифференцируемая выпуклая скалярная функция

I0(u) = ϕ0(x(t1)), (1.5)

которую требуется минимизировать.
Градиенты функционалов Ij(u), j = 0,m, с помощью Hj(ψj , x, u, t) =

ψ′
j(t)f(x, u, t) и сопряженной системы

ψ̇j = −fx(x, u, t)′ψj(t), ψj(t1) = −ψjx(x(t1)) (1.6)

вычисляются по формулам

∇Ij(u) = −Hj
u(ψj , x, u, t), j = 1,m. (1.7)

Для каждого t ∈ T можно аналогично вычислить градиенты Jj(u, t),
j = 1, s:

∇Jj(u, t) = −Hj
u(Φj , x, u, t, τ), t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1, (1.8)

где H
j
u(Φj , x, u, t, τ) = Φ′

j(t, τ)f(x, u, τ), Φj(t, τ), j = 1, s, – решения
сопряженных систем

∂Φj(t, τ)

∂τ
= −∂f(x, u, τ)

∂x
Φj(t, τ), τ ∈ T, Φj(t, t) = −∂g

j(x(t))

∂x
, j = 1, s.
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1.1. Решение задач при отсутствии ограничений на

управление

Решение задачи с терминальными условиями (1.2) при отсутствии дру-
гих ограничений можно найти методом линеаризации [9, 11]. Примене-
ние многометодной технологии упрощает итерацию этого метода:

1) при заданном uk(t), t ∈ T , интегрируется система (1.1) и в узлах
интегрирования запоминаются фазовые координаты траектории xk(t);

2) организуется m + 1 потоков для параллельного интегрирова-
ния сопряженной системы при разных начальных условиях ψj(t1) =
−ψjx(x(t1)), j = 0,m. В процессе интегрирования решения ψj(t) исполь-
зуются для построения алгебраической системы

m∑

i=1




t1∫

t0

(Hj
u)

′H i
udt


λi = Ij(u

k) −
t1∫

t0

(Hj
u)

′H0
udt, j = 1,m;

3) решив полученную систему, найдем значения λi, i = 1,m;
4) построим новое приближение для управления: uk+1 = uk + αkδu,

δu = H0
u +

m∑
i=1

λiH
i
u, где параметр αk удовлетворяет неравенству

I0(u
k + αkδu) + βIj0(u

k + αkδu) ≤ I0(u
k) + βIj0(u

k) − ε

t1∫

t0

δu′δudt,

0 < ε < 1, j0 = arg max
1≤j≤m

|Ij(uk)|, β =
m∑

i=1

|λi|.

Отметим, что метод требует настройки параметров для улучшения
сходимости.

1.2. Решение задач с ограничениями на управление

Перейдем теперь к рассмотрению алгоритмов для решения задач с огра-
ничениями на управление (1.4), но без ограничений (1.2) – (1.3). Пред-
положим, что при некотором uk(t) ∈ U , t ∈ T , найдено решение системы
(1.1) xk(t), t ∈ T . Полагая j = 0, проинтегрируем сопряженную систему
от t = t1 до t = t0 при u = uk(t), x = xk(t). На ее решении ψk = ψk(t)
вычислим управление из принципа максимума:

uk(t) = arg max
u∈U

H(ψk, xk, u, t), t ∈ T,

и найдем значения скалярной функции wk(u(t), t) = H(ψk, xk, u, t) −
H(ψk, xk, uk, t), t ∈ T . Если для заданного uk и найденных xk, ψk, uk
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принцип максимума нарушается: wk(u
k(τk), τk) > 0, то можно реализо-

вать одну итерацию метода [13] для улучшения uk.
Множество точек, в которых нарушается принцип максимума, обо-

значим через Tε =
{
t ∈ T : wk(u

k(t), t) ≥ εwk(u
k(τk), τk)

}
, ε ∈ [0, 1], где

τk – точка максимума этой функции на Tε. Варьируя ε, можно найти
его оптимальное значение εk, при котором управление

uk+1
ε (t) =

{
uk(t), t ∈ Tε;
uk(t), t ∈ T\Tε. (1.9)

доставит наименьшее значение целевому функционалу. При поиске εk
можно использовать несколько потоков для одновременного интегриро-
вания системы (1.1) с управлениями (1.9), соответствующими разным
значениям εk.

В силу структуры управлений, генерируемых итерационной фор-
мулой (1.9), релаксационность алгоритма может ухудшиться еще до
получения управления, удовлетворяющего принципу максимума. Тогда
для продолжения процесса оптимизации необходимо применить дру-
гой алгоритм, на итерациях которого конструируются управления не
только с граничными, но и с внутренними относительно множества
допустимых управлений значениями. Так, например, восстановить схо-
димость обычно удается с помощью построения выпуклой комбинации
двух управлений:

uk+1 = uk(t) + α(uk(t) − uk(t)), α ∈ [0, 1]. (1.10)

Вычисления по формулам (1.9), (1.10) можно вести параллельно,
выбирая из полученных приближений такое uk+1, которому соответ-
ствует меньшее значение функционала. Если значения функционала
будут сравниваться через несколько итераций, то в качестве критерия
для сравнения эффективности методов (1.9) и (1.10) следует исполь-
зовать значения приращений функционала, полученные на соседних
итерациях каждого из методов. На практике установлено, что приме-
нение вариаций двух типов: «горизонтальной» (1.9) и «вертикальной»
(1.10) позволяет избежать проявления эффекта «прилипания управле-
ния к границам», свойственного алгоритмам, основанным на принципе
максимума.

Если в итерационной формуле (1.10) управление uk(t) будет вычис-
ляться из линеаризованного принципа максимума:

uk(t) = arg max
u∈U

Hu(ψ
k, xk, u, t)′u(t), t ∈ T,

то получим итерации метода условного градиента. Очевидно, для си-
стем, линейных по управлению, это управление будет совпадать с уп-
равлением, найденным из принципа максимума.
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Наиболее трудоемкой операцией, выполняемой на каждом шаге всех
алгоритмов первого порядка, является численное интегрирование ис-
ходной и сопряженной систем дифференциальных уравнений при неко-
тором заданном управлении. Решение сопряженной системы на итера-
циях этих методов используется либо для вычисления значений гамиль-
тониана, либо для расчета градиентов функционалов, поэтому числен-
ное интегрирование этой системы производится на каждом шаге любо-
го из методов первого порядка. Поскольку многометодная технология
предполагает параллельное выполнение шагов всеми методами, то по-
лученное одним интегрированием решение сопряженной системы будет
использовано во всех итерационных формулах методов одновременно.

1.3. Метод линеаризации для задач с фазовыми

ограничениями

Идея излагаемого ниже алгоритма [9, 11] состоит в том, что на каждой
его итерации решается вспомогательная задача минимизации модифи-
цированной функции Лагранжа при линеаризованных ограничениях
(1.2), (1.3). Якобиан линеаризованных ограничений строится из гради-
ентов (1.7), (1.8), для расчета которых можно так же использовать па-
раллельные вычисления. Значения двойственных переменных, получен-
ные в результате решения вспомогательной задачи на каждой итерации,
являются новым приближением для этих переменных на следующей
итерации.

Пусть uk(t) – текущее приближение управления, а xk(t) – фазовая
траектория, соответствующая uk(t), t ∈ T . Используя градиенты (1.7),
(1.8), линеаризуем условия (1.2), (1.3) в окрестности uk(t):

ILi (uk, u) = Ii(u
k) +

t1∫

t0

∇Ii(uk, t)′(u(t) − uk(t))dt = 0, i = 1,m, (1.11)

JLj (uk, u, τ) = Jj(u
k, τ)+ (1.12)

+

τ∫

t0

∇Jj(uk, t)′(u(t) − uk(t))dt = 0, j = 1, s, τ ∈ T.

Построим модифицированную функцию Лагранжа для задачи (1.1)–
(1.5) в следующем виде:

L(u, uk, λk, µk) = I0(u) − (λk)′(I(u) − IL(uk, u))−
−

t1∫
t0

µk(t)′(J(u, t) − JL(uk, u, t))dt+

+
ρ

2
(I(u) − IL(uk, u))′(I(u) − IL(uk, u))+

+
ρ

2

t1∫
t0

(J(u, t) − JL(uk, u, t))′(J(u, t) − JL(uk, u, t))dt,

(1.13)
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где I, IL − m – векторы, J , JL – s-векторы, λk, µk – m- и s -мерные
множители Лагранжа; ρ ≥ 0 – коэффициент штрафа.

На (k + 1)-й итерации рассматриваемого метода решается задача
минимизации функционала (1.13) на решениях системы (1.1) при ли-
нейных ограничениях (1.11), (1.12), (1.4). При этом для численного
решения формируется задача математического программирования с ли-
нейными ограничениями специальной структуры. Решение этой зада-
чи удобнее всего ищется методом приведенного градиента, так как он
использует технологию симплекс-метода для учета большого числа ли-
нейных ограничений [9, 11]. Кроме базисных переменных, этот метод
выделяет супербазисные переменные, которые не достигают гранич-
ных значений в силу нелинейности целевой функции, но не являются
базисными. Метод достаточно эффективен, так как применяет совре-
менные способы обработки и хранения обратной базисной матрицы и
получает решение за конечное число шагов. Наибольших вычислитель-
ных затрат требует расчет якобиана линейной системы, поэтому здесь
целесообразно применить параллельные вычисления для сокращения
расчетов.

2. Многометодные алгоритмы для решения краевой задачи
оптимального управления

Рассмотрим применение многометодной технологии к поиску решения
наиболее важной в технических приложениях задаче перевода нелиней-
ного объекта из одного состояния в другое по некоторому заданному
критерию качества:

I(u) =

t1∫

t0

F (x, u, t)dt→ min, (2.1)

ẋ = f(x, u, t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rr, t ∈ [t0, t1], (2.2)

x(t0) = x0, x(t1) = x1. (2.3)

2.1. Построение начального приближения для метода

линеаризации

Из принципа максимума найдем выражение для управления u(t) через
ψ(t), x(t), t и подставим это выражение в систему (2.2) и в сопряженную
систему ψ̇ = −Hx(ψ, x, u, t), где функция H(ψ, x, u, t) следующего вида:
H(ψ, x, u, t) = ψ(t)′f(x, u, t) − F (x, u, t); в результате получим краевую
задачу:

ẋ = X(x, ψ, t), ψ̇ = Ψ(x, ψ, t), x(t0) = x0, x(t1) = x1. (2.4)
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Для решения краевой задачи (2.4) методом квазилинеаризации, обес-
печивающим высокую точность выполнения краевых условий, необхо-
димо иметь достаточно близкое к оптимальному начальное приближе-
ние для ψ(t0).

Построим градиентную процедуру для улучшения заданного при-
ближения, которая не требует хорошего начального приближения.

Введем функционал I1(v) =
1

2
‖x(t1, v) − x1‖2, который является ме-

рой уклонения решения системы (2.4) с начальными условиями x(t0) =
x0, ψ(t0) = v от заданного состояния x1 и поставим задачу поиска v∗ =
arg min I1(v). Поскольку теперь будет решаться задача со свободным
правым концом, то решение сопряженной системы должно удовлетво-
рять условию трансверсальности:

ψ(t1) = x1 − x(t, v).

Построим функционал невязок

I(v) = I1(v) +
1

2
‖ψ(t1) + x(t1, v) − x1‖2 (2.5)

и будем рассматривать задачу минимизации функционала (2.5) на ре-
шениях системы (2.4) с начальными условиями x(t0) = x0, ψ(t0) =
v.

Построим сопряженную к (2.4) систему, введя n-мерные вектор-фун-
кции ξ(t), ζ(t):

ξ̇(t) = −X ′
x(x, ψ, t)ξ − Ψ′

x(x, ψ, t)ζ, ζ̇ = −X ′
ψ(x, ψ, t)ξ − Ψ′

ψ(x, ψ, t)ζ,

ξ(t1) = 2(x1 − x(t1, v)) − ψ(t1), ζ(t1) = x1 − x(t1, v) − ψ(t1).
(2.6)

Тогда градиент функционала (2.5) выражается через решение сопря-
женной системы (3.6):

∇I(v) = −ζ(t0). (2.7)

Следовательно, для улучшения вектора vk начальных условий для
функции ψ в системе (2.4) можно применить градиентную процеду-
ру, не требующую точного начального приближения для сходимости к
локальному минимуму функционала (2.5):

1) при x(t0) = x0, ψ(t0) = vk интегрируется система (2.4) и в узлах
интегрирования запоминается ее решение xk(t), ψk(t), t ∈ [t0, t1];

2) в обратном времени интегрируется система линейных дифферен-
циальных уравнений (2.6), матрица коэффициентов которой вычисля-
ется на решениях xk(t), ψk(t), t ∈ [t0, t1]; при t = t0 будем иметь
градиент (2.7);

3) процедурой одномерного поиска выбирается параметр αk =
= arg min I(vk + αζ(t)), где при выборе αk система (2.4) несколько раз
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интегрируется с разными начальными условиями: x(t0) = x0, ψ(t0) =
vk + αζ(t0), α ≥ 0;

4) строится новое приближение vk+1 = vk + αkζ(t0);
5) если I(vk) − I(vk+1) ≥ ε, то повторяются пункты 1) – 4), в про-

тивном случае итерации градиентного метода прекращаются и найден-
ный вектор vk берется в качестве начальных условий для сопряженной
системы в (2.4).

Градиентная процедура, как правило, не обеспечивает требуемую
точность нахождения оптимального решения, поэтому для уточнения
найденного приближенного значения вектора vk необходимо использо-
вать более точный метод, например, метод квазилинеаризации. Однако,
сходимость этого метода обеспечивается хорошим начальным прибли-
жением, которое найдено градиентным методом.

2.2. Уточнение решения краевой задачи методом

квазилинеаризации

Метод линеаризации обеспечивают высокую точность выполнения кра-
евых условий в задаче (2.4), что является основным требованием, на-
пример, в задачах управления маневром и стабилизацией космических
аппаратов [9, 11]. Отличие этого метода от классического метода ли-
неаризации состоит в том, что линеаризованная система, применяе-
мая в методе квазилинеаризации, учитывает отклонения правых частей
линеаризованной системы от правых частей нелинейной системы [16].
На итерациях метода квазилинеаризации рассматривается следующая
линейная система:

ẋk+1 = Xx(x
k, ψk, t)xk+1 +Xψ(xk, ψk, t)ψk+1 + ρk(t),

ψ̇ = Ψx(x
k, ψk, t)xk+1 + Ψψ(xk, ψk, t)ψk+1 + ηk(t),

(2.8)

где

ρk(t) = X(xk, ψk, t) −Xx(x
k, ψk, t)xk −Xψ(xk, ψk, t)ψk,

ηk(t) = Ψ(xk, ψk, t) − Ψx(x
k, ψk, t)xk − Ψψ(xk, ψk, t)ψk,

k – номер итерации.
Фундаментальная матрица линейной системы (2.7)

Φ =

(
Φ11(t) Φ12(t)
Φ21(t) Φ22(t)

)

удовлетворяет уравнению

d

dt
Φ(t) =

(
Xx(x

k, ψk, t) Xψ(xk, ψk, t)
Ψx(x

k, ψk, t) Ψψ(xk, ψk, t)

)
Φ(t), Φ(t0) = E. (2.9)
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Пусть [xk+1, ψ
k+1

] – решение линейной системы (2.8), полученное при
нулевых начальных условиях. Тогда решение системы (2.8) при произ-
вольных начальных условиях с помощью фундаментальной матрицы
запишется в следующем виде:

xk+1(t) = Φ11(t)x
k+1(t0) + Φ12(t)ψ

k+1(t0) + xk+1(t),

ψk+1(t) = Φ21(t)x
k+1(t0) + Φ22(t)ψ

k+1(t0) + ψ
k+1

(t).
(2.10)

Подставим в (2.10) заданные краевые условия (2.3):

Φ11(t1)x
0 + Φ12(t1)ψ

k+1(t0) + xk+1(t1) = x1.

Из полученного равенства найдем новое приближение для вектора на-
чальных условий сопряженной системы:

ψk+1(t0) = Φ−1
12 (t1)[x

1 − Φ11(t1)x
0 − xk+1(t1)]. (2.11)

Проинтегрировав систему (2.4) при начальных условиях x(t0) = x0,
ψ(t0) = ψk+1(t0), получим точку xk+1(t1), более близкую к заданной
точке x1:

‖xk+1(t1) − x1‖ ≤ ‖xk(t1) − x1‖ − ε.

Если это неравенство не выполняется, то необходимо продолжить
работу градиентного метода для получения нового приближения , более
близкого к заданной точке x1.

Таким образом, для выполнения шага метода квазилинеаризации
необходимо:

1) решить матричное уравнение (2.9) на решении системы (3.4): xk(t),
ψk(t) и найти Φ(t1);

2) по формуле (2.11) найти вектор ψk+1(t0);
3) проинтегрировать систему (2.4) при начальных условиях: x(t0) =

x0, ψ(t0) = ψk+1(t0) и найти в результате xk+1(t), ψk+1(t), t ∈ [t0, t1],
которые заменяют xk(t), ψk(t).

Итерации метода (пункты 1)-3)) повторяются до выполнения задан-
ной точности для краевых условий: ‖xk+1(t1) − x1‖ ≤ ε.

После решения краевой задачи при найденных начальных услови-
ях для сопряженной системы проинтегрируем систему (2.4), найдем ее
решение [x(t), ψ(t)] и из принципа максимума вычислим оптимальное
управление, переводящее систему из состояния x0 в состояние x1 по
минимуму функционала (2.1).

2.3. Оптимальное управление положением космического

аппарата

Для иллюстрации предложенной технологии решения нелинейной крае-
вой задачи рассмотрим простую модель, описывающую вращательную
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динамику космического аппарата, которая рассматривалась в статье
[14]:

J(u) =
1

2

100∫

0

[
u2

1(t) + u2
2(t) + u2

3(t)
]
dt→ min,

β̇0 = k(−ω1β1 − ω2β2 − ω2β3),

β̇1 = k(ω1β0 − ω2β3 + ω3β2),

β̇2 = k(ω1β3 + ω2β0 − ω3β1),

β̇3 = k(−ω1β2 + ω2β1 + ω3β0), k = 0.5,

ω̇1 = −I1ω2ω3 + u1/I1,

ω̇2 = −I2ω1ω3 + u2/I2,

ω̇3 = −I3ω1ω2 + u3/I3,

где I1 = (I3 − I2)/I1, I2 = (I1 − I3)/I2, I3 = (I − I1)/I3, (I1, I2, I3)
– моменты инерции космического аппарата; (u1, u2, u3) – компоненты
управляющего вектора (вращающего момента); (β0, β1, β2, β3) – пара-
метры Эйлера, (ω1, ω2, ω3) – компоненты угловой скорости. Вектор β
удовлетворяет условию ‖β(t)‖2 = const. Выбором начальных условий
обеспечивается равенство ‖β(t)‖ = 1.

Требуется найти управление, обеспечивающее минимум функциона-
лу J(u) и переводящее космический аппарат из заданного начального
положения в конечное состояние.

В статье [14] заданы следующие начальное и конечное состояния:

x0 = (1, 0, 0, 0, 0.01, 0.005, 0.001),

x1 = (0.43047, 0.70106, 0.09230, 0.56098, 0, 0, 0),

моменты инерции задавались следующими: I1 = 106, I2 = 833333, I3 =
916667, а начальное приближение для управления, с которого метод
квазилинеаризации начинал сходится к оптимальному, в статье [14] на-
ходилось аналитически из механических свойств системы.

Управление, на котором достигается максимум функции Понтрягина
H(ψ, x, u, t) = ψ5u1/I1 + ψ6u2/I2 + ψ7u3/I3 − u2

1 − u2
2 − u2

3, определяется
по формулам: u1 = ψ5/(2I1), u2 = ψ6/(2I2), u3 = ψ7/(2I3).

Краевая задача (2.4) для данной системы принимает следующий вид:

ẋ1 = k(−x5x2 − x6x3 − x7x4),

ẋ2 = k(x5x1 + x7x3 − x6x4),

ẋ3 = k(x6x1 − x7x2 + x5x4),

ẋ4 = k(x7x1 + x6x2 − x5x3),
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ẋ5 = −0.08333x6x7 + ψ5/(2I
2
1 ),

ẋ6 = −0.1x5x7 + ψ6/(2I
2
2 ),

ẋ7 = 0.18182x5x6 + ψ7/(2I
2
3 ),

ψ̇1 = k(ψ2x5 + ψ3x6 + ψ4x7),

ψ̇2 = k(ψ1x5 + ψ3x7 − ψ4x6),

ψ̇3 = k(ψ1x6 − ψ2x7 + ψ4x5),

ψ̇4 = k(ψ1x7 + ψ2x6 − ψ3x5),

ψ̇5 = k(ψ1x2 − ψ2x1 − ψ3x4 + ψ4x3) + 0.1ψ6x7 − 0.18182ψ7x6,

ψ̇6 = k(ψ1x3 + ψ2x4 − ψ3x1 − ψ4x2) + 0.08333ψ5x7 − 0.18182ψ7x5,

ψ̇7 = k(ψ1x4 − ψ2x3 + ψ3x2 − ψ4x1) + 0.08333ψ5x6 + 0.1ψ6x5.

Краевые условия были заданы такими же, как и в статье [14]. Мак-
симальное нарушение краевого условия на правом конце при нулевом
управлении было равно 0.41622. Метод квазилинеаризации с этого уп-
равления не сходился. Градиентный метод, описанный в п. 2, начиная
с v0, соответствующего нулевому управлению, сократил невязку вы-
полнения краевых условий на порядок, после чего с полученного vk

метод квазилинеаризации стал сходиться и нарушение краевых условий
уменьшилось до 10−9. Полученное при этом управление практически
совпадает с управлением, найденным в [14].

Таким образом, многометодная схема в данной задаче состоит из
двух методов, которые обеспечивают вычисление оптимального управ-
ления с заданной точностью.

Заключение

В рамках алгоритмов аппроксимации множеств разрешимости и оп-
тимизации позиционных управлений изложенный в настоящей статье
аппарат применяется для выполнения «элементарных операций» (ре-
шения задач оптимального программного управления) в автоматизиро-
ванном режиме.

Для модельной задачи «Возможности защиты цели от преследова-
теля с помощью оптимального маневра» [15] проведено большое чис-
ло вычислительных экспериментов [15], [6], которые позволяют утвер-
ждать о целесообразности применения данного подхода при реализации
указанных алгоритмов.

Поскольку действия по аппроксимации множеств разрешимости для
одного момента времени совершенно независимы от исследования тако-
го же множества для другого момента времени, то эти операции могут
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выполняться параллельно. Сказанное относится и к решению серии
задач оптимального программного управления при поиске оптималь-
ных процессов управления по переводу системы из узлов, введенных
на одном множестве разрешимости, в узлы последующего по времени
множества разрешимости системы.
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Parallel and multi-method algorithms for optimal control com-

putation

Abstract. The article is devoted to algorithms for realization of multi-method
approach in optimal control problems with organization of parallel computations. These
algorithms are an important component of the technology, which is used for carrying
out of «elementary operations» in the framework of the algorithms for approximation of
reachable (solvability) sets and numerical optimization of positional controls.
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