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Аннотация. Задача максимизации нормы относительно строго выпуклого ком-
пактного множества рассматривается в плане поиска и улучшения экстремальных
точек. На основе достаточного условия оптимальности и конструктивного использо-
вания свойства дифференцируемости опорной функции построен метод скорейшего
подъема, дающий возможность оценить качество найденной экстремальной точки.
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1. Введение

Проблема глобального решения невыпуклых задач оптимального уп-
равления сохраняет свою актуальность, что стимулирует устойчивый
интерес исследователей. В теоретическом плане последовательно по-
полняется и углубляется набор достаточных условий оптимальности,
связанных с общими и специальными классами задач (см.обзор [1]). На
этой основе появляются и совершенствуются вычислительные процеду-
ры с ориентацией на поиск именно оптимальных процессов по крайней
мере в задачах выпуклой и d.c.-максимизации на множествах с ли-
нейным экстремальным свойством [2-4]. В соответствующих алгорит-
мах еще остаются эвристические фрагменты (теоретическая недоста-
точность), но общее направление исследований и первые результаты
вычислений внушают осторожный оптимизм.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 08–01–00709.
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В данной статье рассматривается задача максимизации нормы на
множестве достижимости (МД) линейной системы управления. В каче-
стве основных объектов выделяются экстремальные точки МД, которые
в рамках поставленной многоэкстремальной задачи подозрительны на
оптимальность. Ключевая проблема на пути глобального решения со-
стоит в разработке процедур гарантированного поиска и возможного
улучшения экстремальных точек. Теоретической основой здесь явля-
ется достаточное условие оптимальности на множестве экстремальных
точек, которое представлено в форме равенства нулю функции мак-
симума на пересечении границы МД и соответствующей поверхности
уровня целевой функции(эллипсоид). Далее конструктивно использу-
ется свойство дифференцируемости опорной функции и для поиска её
нулевого максимума на экстремальном эллипсоиде выделяется траекто-
рия подъема. Получена оценка снизу для приращения определяющей
функции на эллипсоиде. В результате решения задачи на максимум
этой оценки по параметру определяется метод скорейшего подъема,
который, по существу, оказывается процедурой последовательного про-
ектирования граничных точек МД на экстремальный эллипсоид. До-
казывается свойство монотонности метода и сходимость итерационного
процесса к экстремальным точкам.

В целом, представленная технология улучшения экстремальных то-
чек на данном этапе развития не гарантирует отыскания оптимального
решения невыпуклой задачи, но в рамках теоретически обоснованных
процедур повышает вероятность достижения глобальной цели.

В историческом плане уместно отметить достаточно популярную в
свое время задачу минимизации нормы конечного состояния, которая
с позиций численного решения была обстоятельно изучена О.В. Васи-
льевым в работах [5,6].

2. Постановка задачи. Экстремальные точки

Введем квадратичную функцию

ϕ(x) =
1

2
〈x− a,C(x− a)〉 (2.1)

с вектором a ∈ Rn и симметричной, положительно-определенной мат-
рицей C ∈ Rn×n.

Будем использовать обобщенное скалярное произведение 〈x, y〉c =
〈x,Cy〉 и соответствующую норму ‖x‖2

c = 〈x, x〉c, связанные с матрицей
C. В случае C = E (единичная матрица) индекс c опускается. Отметим,
что ϕ(x) = 1

2‖x− a‖2
c , ∇ϕ(x) = C(x− a).
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Пусть D ⊂ Rn – строго выпуклый компакт (intD 6= ∅) с границей D̃.
Рассмотрим задачу максимизации нормы

ϕ(x) → max, x ∈ D. (P )

Свяжем с проблемой (P ) линейную по целевой функции задачу с
вектором y 6= a (∇ϕ(y) 6= 0)

〈∇ϕ(y), x〉 → max, x ∈ D. (P1)

Пусть x(y) ∈ D̃ – её единственное решение. Предположим, что a 6∈ D̃,
т.е. x(y) 6= a ∀y 6= a.

Введем функции максимума

p(y) = max
x∈D

〈∇ϕ(y), x〉, g(y) = p(y) − 〈∇ϕ(y), y〉, y ∈ Rn

и отметим некоторые их свойства:
1) функция p(y) выпукла на Rn и дифференцируема в каждой точке
y 6= a с градиентом ∇p(y) = Cx(y);

2) функция g(y) дифференцируема в каждой точке y 6= a, причем
∇g(y) = C(x(y) − y) −∇ϕ(y);

3) g(y) ≥ 0, ∀y ∈ D согласно определению, при этом, если y ∈ intD \
{a}, то g(y) > 0;

4) если g(y) < 0, то вектор (x(y)− y) есть направление подъема функ-
ции g(·) в точке y :

〈∇g(y), x(y) − y〉 = ‖x(y) − y‖2
c + |g(y)| > 0;

5) если g(y) > 0, то ϕ(x(y)) > ϕ(y), поскольку в силу выпуклости
функции ϕ(·) :

ϕ(x(y)) − ϕ(y) ≥ 〈∇ϕ(y), x(y) − y〉 = g(y);

6) если g(y) = 0 для некоторого y ∈ D \ {a}, то x(y) = y, вследствие
единственности решения задачи (P1).

Определим множество экстремальных точек в исходной задаче (P )

Ext(P ) = {y 6= a : y = x(y)}.

Это множество точек y ∈ D̃, удовлетворяющих необходимому условию
локального максимума в задаче (P ) : y = arg maxx∈D〈∇ϕ(y), x〉.

Сформулируем и докажем достаточное условие оптимальности экс-
тремальных точек.

Пусть z ∈ Ext(P ). Введем множество Лебега L(z) = {x ∈ Rn :
ϕ(x) ≤≤ ϕ(z)} (строго выпуклый компакт) и соответствующую поверх-
ность уровня L̃(z) = {x ∈ Rn : ϕ(x) = ϕ(z)} (эллипсоид с центром в
точке a). Отметим, что z ∈ D̃ ∩ L̃(z) и g(z) = 0.
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Теорема. Для оптимальности точки z ∈ Ext(P ) в задаче (P )
достаточно, чтобы

g(y) = 0, ∀y ∈ D̃ ∩ L̃(z). (2.2)

Доказательство. Предварительно докажем расширенный вариант ус-
ловия (2.2), в котором фигурирует множество D

g(y) = 0, ∀y ∈ D ∩ L̃(z). (2.3)

Пусть (2.3) выполнено, но точка z ∈ Ext(P ) не является оптималь-
ной, т.е. ∃z̄ ∈ D : ϕ(z̄) > ϕ(z). Для α ∈ R образуем прямую z(α) =
z + α(z̄ − z). Найдем точку пересечения {z(α)} ∩ L̃(z), α 6= 0, решая
уравнение ‖z(α) − a‖2

c = ‖z − a‖2
c относительно α. В результате,

α̃ =
2〈∇ϕ(z), z − z̄〉

‖z − z̄‖2
c

.

Убедимся, что α̃ ∈ (0, 1). Поскольку z = x(z), z̄ ∈ D, то 〈∇ϕ(z), z− z̄〉 >
0, ⇒ α̃ > 0. Далее, в силу квадратичности функции ϕ(·) и предположе-
ния z̄ 6∈ L(z)

ϕ(z̄) − ϕ(z) = 〈∇ϕ(z), z̄ − z〉 +
1

2
‖z̄ − z‖2

c > 0.

Отсюда ‖z − z̄‖2
c > 2〈∇ϕ(z), z − z̄〉 ⇒ α̃ < 1.

Итак, α̃ ∈ (0, 1). Обозначим z̃ = z(α̃). Согласно построению z̃ ∈ L̃(z),
z̃ = z + α̃(z̄ − z). Поскольку D – строго выпуклое множество, то z̃ ∈
intD ∩ L̃(z) и с учетом свойства 3) g(z̃) > 0. Получили противоречие
с (2.3), что и доказывает это условие. Остается заметить, что, если в
(2.3) y ∈ intD ∩ L̃(z), то в силу свойства 3) g(y) > 0. Следовательно,
справедливо условие (2.2). Теорема доказана.

Утверждение теоремы означает, что любая точка пересечения D̃ ∩
L̃(z) является экстремальной в задаче (P ). Кроме того, соотношение
(2.2) является, очевидно, необходимым условием оптимальности: если
z – оптимальная точка задачи (P ), то любая точка y ∈ D̃∩L̃(z) является
также оптимальной, т.е. y ∈ Ext(P ) ⇒ g(y) = 0.

Проведем обсуждение задачи (P ) и условия (2.2). Допустим, что
целевая функция ϕ(·) в задаче (P ) имеет общеквадратичный характер
при сохранении сильной выпуклости

ϕ(x) =
1

2
〈x,Cx〉 + 〈d, x〉, CT = C, C > 0.
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Выделим точку её минимума x∗ как решение линейной системы Cx+d =
0. Тогда функция ϕ(·) представляется в виде

ϕ(x) =
1

2
〈x− x∗, C(x− x∗)〉 − 1

2
〈x∗, Cx∗〉,

т.е. с точностью до const приобретает структуру (2.1) с эквивалентной
задачей (P ).

В связи с экстремальными точками и условием их оптимальности
(2.2) естественно возникает необходимость эффективного (элементар-
ного) решения задачи (P1), что, в свою очередь, предполагает конкре-
тизацию множества D. Оставляя в стороне конечномерные описания
(например, множество Лебега сильно выпуклой функции), выделим в
качестве основной реализации тот случай, когда D – множество дости-
жимости линейной управляемой системы

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1]

к моменту времени t1 в классе допустимых управлений

V = {u ∈ L∞(T ) : u(t) ∈ [u−, u+], t ∈ T}.

Иными словами, D – множество концевых точек {x(t1)} фазовых траек-
торий, соответствующих управлениям u ∈ V. Это выпуклое компактное
множество. Условие линейной независимости векторов b, Ab, . . . , An−1b
обеспечивает свойство строгой выпуклости D.

Задача (P1) в данном случае решается элементарно на основе прин-
ципа максимума Понтрягина:
1) находим решение ψ(t, y), t ∈ T сопряженной системы

ψ̇ = −ATψ, ψ(t1) = ∇ϕ(y);

2) вычисляем оптимальное управление

u(t, y) =

{
u−, 〈b, ψ(t, y)〉 ≤ 0,
u+, 〈b, ψ(t, y)〉 > 0;

3) находим решение x(t, y), t ∈ T фазовой системы

ẋ = Ax+ bu(t, y), x(t0) = x0.

В результате x(y) = x(t1, y), т.е. операция y → x(y) реализуется
вполне приемлемо (трудоемкость – две задачи Коши).

В принятой интерпретации постановка (P ) описывает невыпуклую
задачу оптимального управления (на максимум нормы конечного состо-
яния в линейной системе). Экстремальные точки соответствуют управ-
лениям, удовлетворяющим принципу максимума в задаче (P ).
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В рамках этой задачи наша цель состоит в построении процедур
поиска и улучшения экстремальных точек (ext-точек) на основе свойств
определяющих функций p(y), g(y) и признака оптимальности (2.2).

3. Методы поиска и варианты улучшения экстремальных
точек

Естественной процедурой поиска ext-точек согласно определению y 6= a,
y = x(y) является метод простой итерации

y0 ∈ D \ {a}, yk+1 = x(yk), k = 0, 1 . . . (3.1)

Понятно, что yk ∈ D̃, ∀k > 0. В рамках задачи (P ) метод (3.1) обес-
печивает монотонность по целевой функции и сходимость по невязке
экстремальности δ(yk) = ‖yk+1 − yk‖2

c :

ϕ(yk+1) − ϕ(yk) = g(yk) +
1

2
‖yk+1 − yk‖2

c ≥ 0 ⇒

ϕ(yk+1) ≥ ϕ(yk), δ(yk) → 0, k → ∞.

Отметим, что процедура (3.1) представляет собой метод условного гра-
диента (МУГ) в задаче (P ) согласно стандартной схеме

yk(α) = yk + α(x(yk) − yk), αk = arg max
0≤α≤1

ϕ(yk(α)), yk+1 = yk(αk).

В данном случае αk = 1, что приводит к методу (3.1).
Пусть z ∈ Ext(P ), т.е. g(z) = 0. Согласно свойству 5) для улучшения

точки z в задаче (P ) достаточно найти точку z̃ ∈ L̃(z) : g(z̃) > 0,
т.е. обеспечить улучшение z относительно функции g(·) на поверхности
уровня L̃(z). С этой целью будем использовать процедуру градиентного
подъема с нелокальным шагом. Введем градиентный луч

z(α) = z + α∇g(z), α > 0

и найдем точку его пересечения с L̃(z). В данном случае ∇g(z) =
−∇ϕ(z), поэтому выход из ext-точки z происходит по внутренней нор-
мали к эллипсоиду L̃(z). Требуемая точка определяется в явном виде

z0 = z(α0), α0 = 2
‖∇ϕ(z)‖2

‖∇ϕ(z)‖2
c

.

Проведем анализ точки z0 ∈ L̃(z) :
если x(z0) = z0, (z0 ∈ Ext(P )), то градиентная процедура продол-

жается;
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если ϕ(x(z0)) ≥ ϕ(z) (улучшение произошло или x(z0) ∈ D̃ ∩ L̃(z)),
то уход на МУГ (3.1) с y0 = x(z0).

Основной интерес представляет типовая ситуация, когда ϕ(x(z0)) <
ϕ(z) (x(z0) ∈ intL(z)). В этом случае

0 > ϕ(x(z0))−ϕ(z0) = g(z0)+
1

2
‖x(z0)− z0‖2

c ⇒ g(z0) < 0 ⇒ z0 6∈ D.

В соответствии с условием оптимальности (2.2) построим итерационный
метод подъема для функции g(·) на эллипсоиде L̃(z). Опишем общий
шаг метода: zk → zk+1, k = 0, 1, . . .

Пусть zk ∈ L̃(z), g(zk) < 0, x(zk) ∈ intL(z). Согласно свойству 4)
вектор (x(zk) − zk) определяет направление подъема функции g(·) в
точке zk. Образуем луч

zk(α) = zk + α(x(zk) − zk), α > 0 (3.2)

и выделим точку его пересечения с эллипсоидом L̃(z) :

zk(α) ∈ L̃(z) ⇒ α̃ = 2
|g(zk)|

‖x(zk) − zk‖2
c

. (3.3)

Поскольку zk(1) = x(zk) ∈ intL(z), то α̃ > 1. Предположим, что луч
zk(α), не проходит через центр эллипсоида: a 6∈ {zk(α), α ∈ (0, α̃)}.

Проведем проектирование точек zk(α), α ∈ (0, α̃) на поверхность
уровня L̃(z) в C-норме. Соответствующая задача

‖y − zk(α)‖2
c → min, y ∈ L̃(z)

имеет единственное решение, которое выражается по формуле

z̃k(α) = a+
‖zk − a‖c

‖zk(α) − a‖c
(zk(α) − a). (3.4)

Изучим поведение функции g(·) вдоль кривой z̃k(α), α ∈ (0, α̃). Пред-
варительно найдем оценку снизу для приращения g(z̃k(α)) − g(zk).

Согласно определению

g(y) = p(y) − 〈∇ϕ(y), y〉, p(y) = max
x∈D

〈∇ϕ(y), x〉, ∇ϕ(y) = C(y − a)

Следовательно,

g(y) − g(zk) = p(y) − p(zk) + 〈zk − a, zk〉c − 〈y − a, y〉c.

Для y ∈ L̃(z) имеем ‖y − a‖c = ‖zk − a‖c, поэтому

〈zk − a, zk〉c − 〈y − a, y〉c = 〈zk − y, a〉c.
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Кроме того, с учетом свойства 1)

p(y) − p(zk) ≥ 〈∇p(zk), y − zk〉 = 〈x(zk), y − zk〉c,

и оценка приращения функции g(·) на L̃(z) принимает вид

g(y) − g(zk) ≥ 〈x(zk) − a, y − zk〉c.

Положим здесь y = z̃k(α) и введем обозначение

∆k(α) = 〈x(zk) − a, z̃k(α) − zk〉c, α ∈ (0, α̃).

С целью анализа задачи

∆k(α) → max, α ∈ (0, α̃) (3.5)

используем формулу (3.4) для z̃k(α) и выделим из оценки ∆k(α)
фрагмент, зависящий от α

δk(α) =
〈x(zk) − a, zk(α) − a〉c

‖zk(α) − a‖c
=

=
〈x(zk) − a, zk − a〉c + α(g(zk) + ‖x(zk) − zk‖2

c)

‖zk(α) − a‖c
.

Производная знаменателя равна

d

dα
‖zk(α) − a‖c =

g(zk) + α‖x(zk) − zk‖2
c

‖zk(α) − a‖c
.

Тогда
d

dα
δk(α) =

(g(zk) + ‖x(zk) − zk‖2
c)‖zk(α) − a‖c

‖zk(α) − a‖2
c

−

−〈x(zk) − a, zk − a〉c + α(g(zk) + ‖x(zk) − zk‖2
c)

‖zk(α) − a‖3
c

×

× g(zk) + α‖x(zk) − zk‖2
c

‖zk(α) − a‖3
c

Объединим дроби в правой части и распишем квадрат нормы

‖zk(α) − a‖2
c = ‖zk − a‖2

c + 2αg(zk) + α2‖x(zk) − zk‖2
c .

Общий знаменатель равен ‖zk(α) − a‖3
c . Проведем преобразования в

числителе. Коэффициент при α2 равен нулю. Выделим коэффициент
при α :

g(zk)(g(zk) + ‖x(zk) − zk‖2
c) − 〈x(zk) − a, zk − a〉c‖x(zk) − zk‖2

c .
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Отмечая, что

〈zk − a, x(zk) − a〉c = g(zk) + ‖zk − a‖2
c , (3.6)

получаем выражение

α : g2(zk) − ‖zk − a‖2
c‖x(zk) − zk‖2

c .

Наконец, свободный член в числителе с учетом (3.6) равен:

(g(zk) + ‖x(zk) − zk‖2
c)‖zk − a‖2

c − g(zk)〈x(zk) − a, zk − a〉c =

= ‖zk − a‖2
c‖x(zk) − zk‖2

c − g2(zk).

Объединим полученные выражения в рамках производной

d

dα
δk(α) = (1 − α)

‖zk − a‖2
c‖x(zk) − zk‖2

c − g2(zk)

‖zk(α) − a‖3
c

, (3.7)

g(zk) = 〈zk − a, x(zk) − zk〉c.
В контексте задачи (3.5) нас интересует, конечно, знак производной на
интервале (0, α̃). Рассмотрим разность в числителе. Согласно неравен-
ству Коши–Шварца

|g(zk)| ≤ ‖zk − a‖c‖x(zk) − zk‖c,

причем равенство (для ненулевых векторов) имеет место только в слу-
чае линейной зависимости (g(zk) < 0)

zk − a = −β(x(zk) − zk), β > 0. (3.8)

Умножим обе части на (x(zk) − zk)

g(zk) = −β‖x(zk) − zk‖2
c .

Следовательно,

α̃ = 2
|g(zk)|

‖x(zk) − zk‖2
c

= 2β ⇒ β ∈ (0, α̃).

Из условия (3.8) получаем a = zk + β(x(zk) − zk), что противоречит
предположению a 6∈ {zk(α), α ∈ (0, α̃)}.

Итак, условие (3.8) невозможно, т.е. разность в числителе производ-
ной (3.7) больше нуля.

Перейдем к выводам. Производная (3.7) положительна для α ∈ (0, 1),
равна нулю при α = 1 и отрицательна для α ∈ (0, α̃). Следовательно,
функция-оценка ∆k(α) является унимодальной на (0, α̃) с единственной
точкой максимума αk = 1.
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Это значение параметра выделяет из (3.4) следующий метод проек-
ций (zk+1 = z̃k(1) – проекция точки x(zk) на поверхность уровня L̃(z)
в C-норме)

zk+1 = a+
‖zk − a‖c

‖x(zk) − a‖c
(x(zk) − a), (3.9)

который по построению является процедурой скорейшего подъема
для функции g(·) вдоль кривой z̃k(α) в смысле задачи (3.5) на мак-
симум оценки возрастания ∆k(α). Отметим, что этот метод в рамках
альтернативного подхода впервые построен и апробирован в [4].

Подсчитаем значение задачи (3.5) ∆k(1) = ∆k с учетом итерацион-
ной формулы (3.9)

∆k = 〈x(zk) − a, zk+1 − zk〉c =

= ‖zk − a‖c‖x(zk) − a‖c − 〈zk − a, x(zk) − a〉c.
Здесь опять действует неравенство Коши–Шварца: ∆k ≥ 0, причем

∆k = 0 ⇔ zk − a = γk(x(z
k) − a), γk > 0. (3.10)

Обратим внимание на случай равенства ∆k = 0. Отметим, что

γk =
‖zk − a‖c

‖x(zk) − a‖c
.

В силу формулы (3.9) это означает, что zk+1 = zk. Очевидно и обратное
заключение: zk+1 = zk ⇒ ∆k = 0.

Кроме того, линейная зависимость (3.10) порождает аналогичную
связь между градиентами: ∇ϕ(zk) = γk∇ϕ(x(zk)). Следовательно,

x(zk) = arg max
x∈D

〈∇ϕ(x(zk)), x〉 ⇒ x(zk) ∈ Ext(P ).

Метод (3.9) обеспечивает следующую оценку возрастания определяю-
щей функции

g(zk+1) − g(zk) ≥ ∆k k = 0, 1 . . . (3.11)

Обсудим вопрос о сходимости. Предположим, что итерационный про-
цесс (3.9) не прерывается, т.е. x(zk) ∈ intL(z), ∆k > 0, k = 0, 1, . . . .
Тогда последовательность {g(zk)} монотонно возрастает и ограничена
сверху (g(zk) ≤ 0), что в силу (3.11) приводит к сходимости по оценке:
∆k → 0, k → ∞. Далее, пусть z̃ ∈ L̃(z) – предельная точка последова-
тельности {zk}. Тогда с учетом непрерывности отображения y → x(y),
y 6= a и сходимости по оценке заключаем, что [4]

z̃ − a = α̃(x(z̃) − a), α̃ > 0 ⇒ x(z̃) ∈ Ext(P ).
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Таким образом, всякая предельная точка z̃ ∈ L̃(z) последовательности
{zk} порождает ext-точку x(z̃) ∈ L̃(z) задачи (P ).

В заключение, выделим особые случаи метода проекций, когда ите-
рационная процедура (3.9) исчерпывается.

Понятно, что в случае улучшения точки z, когда x(zk) 6∈ L(z) следует
прервать итерации (3.9) и уйти на МУГ (3.1) с y0 = x(zk).

Рассмотрим ситуацию, когда zk+1 = zk, g(zk) < 0. Это означает,
что x(zk) ∈ intL(z) – ext-точка задачи (P ) без условия улучшения:
ϕ(x(zk)) < ϕ(z). Как и ранее, действуем по схеме (3.2), (3.3): сформи-
руем луч zk(α) и перейдем в точку zk(α̃) ∈ L̃(z), с которой начинается
новый итерационный цикл: z0 = zk(α̃). Возможная альтернатива –
аналогичное использование луча zk(α) = zk + α∇g(zk), α > 0.

Наконец, в случае zk = x(zk), zk 6= z выходим из ext-точки zk по
градиентному направлению. Если zk = z, то процедура улучшения в
рамках данного подхода завершается.

Замечание 1. Представляется целесообразным организовать метод
наискорейшего подъема по стандартной схеме относительно функции
g(·) вдоль кривой z̃k(α) :

zk+1 = z̃k(αk), αk : g(z̃k(α)) → max, α ∈ (0, α̃).

Аналитическое решение задачи на максимум проблематично, поэто-
му реализация такой схемы связана с α-перебором в рамках некоторого
метода одномерного поиска.

Замечание 2. Представляется уместным указать один прием, име-
ющий шанс на улучшение ext-точки z в процессе реализации метода
проекций.

Рассмотрим k-тую итерацию метода: zk ∈ L̃(z), g(zk) < 0, ∆k > 0.
Уравнение опорной гиперплоскости Γk к множеству D в точке x(zk)
имеет вид 〈∇ϕ(zk), x − x(zk)〉 = 0. Найдем проекцию точки zk на Γk в
C-норме (возможный вариант C = E)

z̄k = arg min
x∈Γk

‖x− zk‖c = zk +
g(zk)

‖zk − a‖2
c

(zk − a).

Отметим, что z̄k 6= x(zk) в силу предположения ∆k > 0. Образуем
вектор pk = x(zk) − z̄k, задающий некоторое направление в опорной
гиперплоскости. Найдем решение x̄(pk) линейной задачи

〈pk, x〉 → max, x ∈ D.

Если x̄(pk) 6∈ L(z) (улучшение), то уход на МУГ, иначе продолжаем
метод проекций.
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