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Аннотация. Рассматривается линейное неоднородное волновое уравнение с на-
чальными и граничными условиями. Предполагается, что неоднородные члены, опи-
сывающие в модели внешнюю силу, раскладываются в ряды Фурье равномерно
сходящиеся вместе с производными до второго порядка. При этом коэффициенты
разложения, зависящие от времени, подлежат определению. С целью однозначно-
го определения искомых коэффициентов вводятся нелокальные граничные условия
в соответствии с требуемой в модели усредненной динамикой колебаний. Исполь-
зуемое в работе нелокальное условие дает возможность наблюдать усредненную
динамику колебаний. Приведены достаточные условия, когда поставленная задача
идентификации имеет единственное классическое решение. Указан способ нахож-
дения решения поставленной задачи сведением к системе интегральных уравнений
Вольтерры первого рода, явно построенной в работе. Решение строится в явном виде
в общем случае сведением к интегральным уравнениям Вольтерры второго рода с
ядрами, допускающими построение резольвенты с помощью преобразования Лапла-
са. Таким образом, в работе дан способ решения проблемы идентификации в явном
аналитическом виде. Приведен иллюстративный пример, демонстрирующий эффек-
тивность предложенного подхода. Постановка проблемы идентификации и способ
ее решения допускают обобщения и в случае системы неоднородных уравнений ко-
лебаний. Изложенные результаты могут быть полезны при постановке и решении
некоторых задач в оптимизации граничным управлением процесса колебаний.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим неоднородное волновое уравнение, описывающее выну-
жденные колебания струны под действием внешней силы, при нулевых
начальных и граничных условиях

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ F (x, t), 0 < x < l, 0 ≤ t ≤ T <∞. (1.1)

Функция F (x, t) = f(x) +
∑N

j=1 di(x)wj(t) описывает выражение плот-

ности (нагрузки) внешней силы в точке x ∈ (0, l) в момент времени t,
[11], c.26.

Предполагается, что непрерывные функции f(x), dj(x) заданы при
x ∈ [0, l] и имеют непрерывные производные в интервале (0, l) до 2−го
порядка, непрерывно-продолжаемые на концы интервала, третьи про-
изводные кусочно-непрерывны, и кроме того,

f(0) = f(l) = f (2)(0) = f (2)(l) = dj(0) = dj(l) = d
(2)
j (0) = d

(2)
j (l) = 0,

f(x) =

∞∑

n=1

cn sin
nπx

l
, dj(x) =

∞∑

n=1

djn sin
nπx

l
, j = 1, ..., N,

|cn| = O
(

1

n4

)
, |djn| = O

(
1

n4

)
.

Функции wj(t), характеризующие динамику внешней силы F (x, t), под-
лежат определению.

Будем рассматривать простейший процесс колебаний с однородными
краевыми и начальными условиями

{
u(0, t) = u(l, t) = 0,

u(x, 0) = ∂u(x,t)
∂t |t=0 = 0.

(1.2)

С целью единственности определения функций wj(t) предполагается,
что усредненная динамика колебаний удовлетворяет N нелокальным
условиям:

∫ l

0
Li(x)u(x, t)dx = ∆i(t), i = 1, ..., N, 0 ≤ t <∞, (1.3)

в которых функции ∆i(t) и Li(x) заданы, причем

Li(x) =

N∑

j=1

bij sin
mjπx

l
, mj ∈ N,∆i(0) = ∆

(1)
i (0) = 0.

Замечание 1. Нелокальное условие (1.3) естественно трактовать, как
возможность наблюдения усредненной динамики колебаний. Интег-
ральные условия наблюдений ранее использовались при решении ряда
обратных задач для гиперболических уравнений [4]–[6], [9; 10].
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Таким образом, далее будет решаться вопрос об идентификации фун-
кций wj(t), j = 1, ..., N при моделировании простейших колебаний,
описываемых уравнением (1.1) с условиями (1.2)–(1.3).

2. Теорема существования и единственности классического
решения

Приведем достаточные условия, когда идентифицируемые функции
wj(t) непрерывны и определяются однозначно.

Теорема 1. Пусть det[bij ]
N
i,j=1 6= 0, det[djmi

]Ni,j 6= 0. Тогда задача иден-
тификации функций wj(t), j = 1, ..., N имеет единственное решение
в классе непрерывных функций. Более того, эти функции определятся
однозначно из системы интегральных уравнений Вольтерры.

Доказательство. Следуя [11], стр. 96, решение u(x, t) задачи (1.1)–(1.2)
будем строить в виде ряда Фурье

u(x, t) =

∞∑

n=1

un(t) sin
nπx

l
. (2.1)

Тогда в силу начальных условий, отвечающих (1.2), функции un(t)
должны удовлетворять задачам Коши

{
d2un(t)
dt2

+
(
nπa
l

)2
un(t) = cn +

∑N
j=1 djnwj(t),

un(0) = 0, u′n(0) = 0, n = 1, 2, . . .
(2.2)

Решение задач (2.2) имеет вид

un(t) =
l

πna

∫ t

0
sin
(πn
l
a(t− s)

)
(cn +

N∑

j=1

djnwj(s)) ds, n = 1, 2, . . . .

(2.3)
Таким образом, разложение (2.1) искомого решения u(x, t) принимает
вид

u(x, t) =

∞∑

n=1

l

πna

∫ t

0
sin
(πn
l
a(t− s)

)

cn +

N∑

j=1

djnwj(s)


 ds sin

πnx

l
,

(2.4)
где ∫ t

0
sin
(πn
l
a(t− s)

)
ds =

l

πna

(
1− cos

πn

l
at
)
.

С другой стороны, подставив разложение (2.1) в нелокальные гранич-
ные условия (1.3), приходим к равенствам
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l∫

0

N∑

j=1

bij sin
mjπx

l

∞∑

n=1

sin
πnx

l
un(t) dx = ∆i(t), i = 1, . . . N. (2.5)

Так как ∫ l

0
sin

mjπx

l
sin

πnx

l
dx =

{
0 при n 6= mj,
2/l при n = mj,

(2.6)

то равенства (2.5) переписываются в виде следующей СЛАУ

2

l
Bv(t) = ∆(t), (2.7)

где по условию теоремы B = [bij ]
N
i,j=1 — невырожденная матрица,

v(t) = (um1(t), . . . , umN
(t))T , ∆(t) = (∆1(t), . . . ,∆N (t))

T .

Таким образом, вектор-функция v(t) определяется по формуле

(um1(t), . . . , umN
(t))T =

l

2
B−1∆(t). (2.8)

Поэтому для определения искомых функций w1(t), . . . , wN (t) используя
равенства (2.3) при n = m1, . . . ,mN , получим систему

umi
(t) =

l

πmia

∫ t

0
sin
(πmi

l
a(t− s)

) N∑

j=1

djmi
wj(s) ds+ (2.9)

+

(
l

πmia

)2 (
1− cos

πmia

l
t
)
cmi

,

где i = 1, 2, . . . , N. Согласно формуле (2.8) в левой части системы (2.9)
стоит известная вектор-функция аргумента t

(um1(t), . . . , umN
(t))T =

l

2
B−1∆(t). (2.10)

Для определения из системы (2.9) искомых функций w1(s), . . . , wN (s),
введем N вспомогательных функций

ŵmi
(s) ≡

N∑

j=1

djmi
wj(s) ds, i = 1, ..., N. (2.11)

Введенные нами вспомогательные функции ŵmi
(s) в виду формул (2.9),

(2.10), должны удовлетворять интегральным уравнениям 1го рода

l

πmia

∫ t

0
sin
(πmi

l
a(t− s)

)
ŵmi

(s) ds =

−
(

l

πmia

)2 (
1− cos

πmia

l
t
)
cmi

+ δi(t), (2.12)
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где i = 1, 2, . . . , N, а в правой части использованы обозначения

(δ1(t), . . . , δN (t))
T =

l

2
B−1(∆1(t), . . . ,∆N (t))

T .

Так как ∆i(0) = ∆′
i(0) = 0, то и δi(0) = δ′i(0) = 0. Поэтому в точке

t = 0 правые части в уравнениях (2.12) и их производные равны нулю.
Следовательно, уравнения (2.12) сводятся к интегральным уравнени-
ям Вольтерры второго рода и все непрерывные функции ŵmi

(s), i =
1, N определятся единственным образом. Подставляя их в левую часть
формулы (2.11), однозначно найдем искомую вектор-функцию w(t) =
(w1(t), . . . , wN (t))

T по формуле

w(t) = D−1ŵ(t),

гдеD = [djmi
]Ni,j=1, и detD 6= 0 по условию. Для завершения доказатель-

ства остается отметить, что ввиду оценок на коэффициенты |cn|, |djn|,
справедливых в силу введенных требований на гладкость функций f(x),
dj(x), ряд Фурье (2.4), представляющий искомое решение u(x, t), бу-
дет сходиться равномерно вместе с производными до 2-го порядка. Все
функции wj(t) в выражении внешней силы определяются однозначно,
решение (2.4) является классическим. Теорема доказана.

Пример 1.





∂2u
∂t2

= ∂2u
∂x2

+ sinxw1(t),

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = ∂u(x,t)
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∫ π
0 sinxu(x, t) dx = π

4 t
2.

(2.13)

Функция w1(t) является искомой. В этом примере N = 1, l = π, L1(x) =
sinx,∆(t) = π

4 t
2.Для вычисления функции w1(t) получим интегральное

уравнение ∫ π

0
sin2 x ds

∫ t

0
sin(t− s)w1(s) ds =

π

4
t2,

которое очевидно имеет единственное решение w1(t) = 1 + t2/2.

Замечание 2. Решение интегральных уравнений (2.12) и в общем
случае легко построить явно, сведя их к интегральным уравнениям
Вольтерры второго рода с ядрами вида cosA(t − s). В нашем случае
A = {πmia

l , i = 1, . . . , N}. Действительно, резольвента R(t − s) такого
ядра с помощью преобразования Лапласа [2] строится явно по формуле

R(t − s) = aea(t−s)−beb(t−s)

a−b , где a и b — корни квадратного уравнения

p2 − p+A2 = 0.
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Отметим, что изложенные результаты могут быть использованы при
постановке и решении некоторых задач оптимизации граничным управ-
лением процесса колебаний [3].

3. Возможное обобщение

Аналогичный результат получается в задаче идентификации функ-
ций wij , i = 1,M, j = 1, N в системе

∂2u

∂t2
= A2∂

2u

∂x2
+ F (x, t), (3.1)

где A – невырожденная квадратная матрица размерности m ×m, u =
(u1(x, t), . . . , um(x, t))

T , F = (F1(x, t), . . . , Fm(x, t))
T , Fi(x, t) = fi(x) +∑N

j=1wij(x)wij(t), i = 1,M, при локальных условиях (3.2), (3.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, (3.2)

u(x, 0) =
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (3.3)

и нелокальных условиях

∫ l

0
Lij(x)uj(x, t) dx = ∆ij(t), (3.4)

где Lij(x) =
∑N

s=1 bijs sin
mjπx
l , mj ∈ N.

Для определения функции wi,j(t) в представлении внешней силы
F (x, t) в системе (3.1) можно построить системы интегральных урав-
нений Вольтерры.

При решении соответствующих интегральных уравнений можно ис-
пользовать приближенные методы, см. например, [1; 8].
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A. I. Dreglea, N. A. Sidorov

The Identification of External Force Dynamics in The Model-

ing of Vibration

Abstract. The linear homogeneous wave equations with initial and boundary con-
ditions are considered. It is assumed that the non-uniform terms describing an external
force, are expanded into Fourier series, and the objective is to determine its N time
depending coefficients. In order to determine these coefficients uniquely, N non-local
boundary conditions are introduced in accordance with the required averaged dynamics
of oscillations. The sufficient conditions are given when the formulated problem enjoy
unique classical solution, which can be found by solving the system of Volterra integral
equations, explicitly built in this work. Kernels of such integral equations enable resol-
vent construction using Laplace transform. This problem statement and method can be
generalized and applied for system of inhomogeneous wave equations. These results can
be useful in the formulation and solution of some problems arising in the optimization of
boundary controls of string vibrations.
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