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Аннотация. Известные в теории экстремальных задач проблемы существования,
не единственности и анормальности решений, возникающие при применении необ-
ходимых условий оптимальности, обсуждаются с позиций принципа расширения
и общих достаточных условий оптимальности с использованием простых приме-
ров. Показывается, что эти проблемы зачастую порождаются не существом задачи,
а применяемым методом решения и могут исчезать при использовании другого
метода.

В основе исследования лежит предложенный В. Ф. Кротовым принцип расшире-
ния в абстрактной задаче на экстремум, получивший дальнейшее развитие в работах
В. И. Гурмана, М. М. Хрусталева и А. И. Москаленко. Особое внимание обращено
на явление анормальности, возникающее при применении классической схемы фор-
мирования функции Лагранжа как в конечномерных экстремальных задачах, так и
в задачах оптимального управления.

В классическом методе Лагранжа для конечномерных задач множители Лагран-
жа — постоянные числа. В этом случае метод полностью сводит задачу на условный
экстремум к задаче на безусловный экстремум лишь в частном случае оговоренном
в теореме Куна – Таккера.

Что касается задач оптимального управления, то в вариационном исчислении
и в принципе максимума Понтрягина используется функциональный аналог клас-
сических постоянных множителей Лагранжа. В принципе максимума Понтрягина
это вектор сопряженных переменных. Проблема анормальности здесь присутствует
в полном объеме. Приводится пример класса задач оптимального управления, где
любой допустимый процесс является анормальной экстремалью Понтрягина.

Принцип расширения позволяет использовать множители Лагранжа, представ-
ляющие собой функции, зависящие от оптимизируемого вектора в конечномерном
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случае и от состояния системы в задаче оптимального управления. Используя этот
принцип, можно получать условия оптимальности, в которых проблема анормаль-
ности не возникает.

Ключевые слова: условия оптимальности, анормальность, принцип расширения,
метод Лагранжа, принцип максимума, штрафные функции.

1. Введение

Несмотря на то что известные классические методы математической
теории оптимального управления учитывают особенности современных
прикладных задач, их прямое использование, в том числе практическое,
сопряжено с рядом проблем принципиального характера. Одна из них —
проблема так называемых анормальных экстремальных задач, широко
обсуждаемая во множестве публикаций [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 11; 12; 13; 15],
хотя выражаются и сомнения в необходимости построения единой тео-
рии таких задач как неестественных и не возникающих на практике.
Это обстоятельство послужило мотивом для авторов рассмотреть эти
вопросы с позиций теории принципа расширения и общих достаточ-
ных условий оптимальности [4; 5; 7; 11; 12; 13], развиваемой научной
школой, работы и результаты которой ориентированы на практические
приложения.

2. Принцип расширения

Принцип расширения относительно абстрактной задачи на условный
экстремум заключается в следующем. Пусть заданы множества M ,D ⊂
M и функционал I :M → R (R — множество вещественных чисел).

Ставится задача (D, I) о минимуме функционала I(m) на множестве
D ⊂ M . В общем случае нужно найти минимизирующую последова-
тельность {ms} ⊂ D или оптимальный элемент m̄ ∈ D.

Эта задача заменяется другой задачей (E,L) о минимуме функци-
онала L : E → R, D ⊂ E ⊂M на множестве E, включающем в себя
множество D (расширение), и формулируются правила, позволяющие
по решению задачи (E,L) найти решение исходной задачи (D, I) в на-
дежде, что задача (E,L) решается проще задачи (D, I).

Лемма 1. (В. Ф. Кротов, М. М. Хрусталев) Пусть имеются
функционал I : M → R, множество D ⊂ M , последовательность
{ms} ⊂ D, функционал L :M → R, множество E ⊂ M и число l
такие, что:

1) D ⊂ E;
2) L(m) ≤ I(m) (в частности L(m) = I(m)), m ∈ D;
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Рис. 1. Демонстрация свойств объектов леммы 1

3) l ≤ L(m), m ∈ E (см. рис. 1).
Тогда:
а) справедливо неравенство

l ≤ inf
E
L ≤ inf

D
I,

б) для любого элемента m ∈ D справедлива оценка

I(m)− inf
D
I ≤ ∆(m, l) = I(m)− l.

Если дополнительно к 1)–3) выполнено условие:
4) последовательность {ms} ⊂ D такова, что

lim
s→∞

I(ms) = l,

то справедливо утверждение
в)

l = inf
E
L = inf

D
I,

последовательность {ms} — минимизирующая и для любой миними-
зирующей последовательности {m∗

s} ⊂ D справедливо равенство

lim
s→∞

L(ms) = l.

Демонстрация утверждений леммы 1 представлена на рис. 2.

Следствие 1. Если выполнены условия 1)–3) леммы и найдется эле-
мент m̄ ∈ D, такой что I(m̄) = l, то m̄ минимизирует I на D и
справедливо равенство

I(m̄) = inf
D
I = inf

E
L = l.
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Рис. 2. Демонстрация утверждений леммы 1

Позже в работах А. И. Москаленко [10] было дано обобщение прин-
ципа расширения, заключающееся в том, что исходной экстремальной
задаче ставится в соответствие другая экстремальная задача — задача
сравнения, и формулируются условия, позволяющие по решению зада-
чи сравнения найти решение исходной задачи. Корни такого обобщения
принципа расширения лежат в работах В. М. Матросова по теории
устойчивости [9].

Принцип расширения состоит в замене исходной задачи (D, I) другой
аналогичной задачей (E,L), в каком-то смысле более простой, которая и
дает решение исходной задачи. Задачу (E,L) при условиях 1)–3) леммы
1 будем называть расширением исходной задачи (D, I) и разрешающим
расширением, если выполняются условия 1)–4) этой же леммы.

Утверждение в) леммы означает, что если разрешающее расшире-
ние построено для одного решения исходной задачи, то оно является
разрешающим и для любых других решений, т. е. позволяет найти все
решения исходной задачи.

Конкретизируем задачу (D, I), явно включив в описание множества
D операторные равенства, т. е. приведем ее к форме, характерной для
многих экстремальных задач и задач оптимального управления.

Пусть задано множество Ω ⊂ M , оператор g : M → G, где G —
линейное топологическое пространство. Положим

D = {m ∈M : m ∈ Ω, g(m) = 0}, L(m) = I(m) + Ξ(g(m)),

где Ξ : G→ R, Ξ(0) = 0. Наиболее простая реализация задачи — хорошо
известный лагранжиан

L(m) = I(m) + λg(m),

где λ ∈ G∗ — элемент сопряженного к G пространства.
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Другая реализация задачи, аналог (2) — обобщенный лагранжиан

L(m) = I(m) + λ(m)g(m), (2.1)

где λ : M → G∗. К этому типу относится расширение В. Ф. Кротова
применительно к задаче оптимального управления [7] и необходимые
и одновременно достаточные условия М. М. Хрусталева [11; 12; 13],
обобщающие условия В. Ф. Кротова, о которых пойдет речь в п. 6.

3. Конечномерные задачи и связь с методом множителей
Лагранжа

Под этим названием подразумевается известная задача нелинейного
программирования, где

I : Rn → R,

D = {x : gi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , p < n, gi(x) ≤ 0, i = p+ 1, . . . , q}.
Применение принципа расширения с обобщенным лагранжианом поз-
воляет получить для нее новые нетрадиционные условия оптимально-
сти [4; 13].

Положим, аналогично (2.1),

L = I(x) + λT(x)g(x) = I(x) + λT1 (x)g1(x) + λT2 (x)g2(x). (3.1)

Здесь

g = (g1, g2)
T, λ = (λ1, λ2)

T, g1, λ1 ∈ Rp, g2, λ2 ∈ Rq−p, λ2 ≥ 0

(векторные неравенства понимается как покомпонентные). При этом из
принципа расширения непосредственно получается следующее утвер-
ждение.

Теорема 1. Пусть имеется последовательность {xs} ⊂ D, множе-
ство E ⊂ Rn, D ⊂ E, а также функции λ1(x) и λ2(x) ≥ 0 при x ∈ D,
такие что

I(xs) → L∗ = inf
E
L.

Тогда последовательность {xs} — минимизирующая I на D, и

L(xs) → L∗

на любой (D, I) — минимизирующей последовательности {xs}.

Замечание 1. В теореме 1 не накладывается никаких условий на
функции λ1(x), λ2(x) кроме того, что они определены на E и λ2(x) ≥
на D. Может случиться (см. примеры 2, 3), что какая-либо компонента
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λi(x) функции λ(x) не определена в точках x, в которых gi(x) = 0.
Ситуацию можно исправить, доопределив в таких точках произведе-
ние λi(x)gi(x) равенством λi(x)gi(x) = 0. В результате лагранжиан (3.1)
будет определен во всех точках множества M .

Если принять E = Rn, то теорема 1 сводит исходную условную
конечномерную задачу (D, I) к безусловной (E,L).

Исходя из других соображений, частный случай лагранжиана ви-
да (3.1) использовался М. Р. Хестенсом [14] в методе, представляю-
щем собой комбинацию классического метода множителей Лагранжа
и метода штрафных функций.

Пример 1. Исследуем на минимум функцию I = (x1)3 + (x2)2 при
условии −(x1 + 1) ≤ 0. Положим

L = (x1)3 + (x2)2 − λ(x)(x1 + 1), λ = (x1)2 − 5

4
x1 +

3

4
> 0.

Тогда L(x) имеет минимум в точке x∗ = (−1, 0), которая удовлетворяет
условию (x1 + 1) = 0. Поэтому в данной точке L(x∗) = I(x∗), т. е.
согласно теореме 1 — это абсолютный минимум I при условии x1+1 ≥ 0,
что проверяется и непосредственно.

Пусть выполнены условия теоремы 1 и существует точка минимума
x∗ функции I(x) на D, так что

I(x∗) = L(x∗) = L∗. (3.2)

Будем предполагать, что все функции участвующие в теореме 1 неп-
рерывны и дифференцируемы в точке x∗ и множество E ⊂ Rn открыто.
Рассмотрим необходимые условия первого порядка минимума L на E:
Lx(x∗) = 0.

Имеем
Lx = Ix + λTx g + λTgx.

Покажем, что при x = x∗

λTx g =

p∑

i=1

λixg
i +

q∑

i=p+1

λixg
i = 0. (3.3)

В самом деле, первая группа слагаемых в левой части (3.3) исчезает,
поскольку g1(x∗) = 0. Для любого слагаемого второй группы (i ≥ p +
1) имеются две возможности: либо gi(x∗) = 0, тогда соответствующее
слагаемое равно нулю, либо gi < 0. В этом случае λi(x∗) = 0, иначе
L(x∗) < I(x∗), что противоречит (3.2). Так как λi ≥ 0, а λi(x∗) = 0, то
x∗ — точка минимума λi(x). Поэтому λix(x∗) = 0, и соответствующее
слагаемое обращается в нуль в этом случае.
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Таким образом, рассматриваемое условие первого порядка сводится
к условию существования векторных констант µ1 = λ1(x∗), µ2 = λ2(x∗),
таких что в точке x∗

Ix + µTgx = Ix + µT1 g1x + µT2 g2x = 0, (3.4)

µT2 g2 = 0. (3.5)

Эти условия первого порядка (3.4), (3.5) совпадают в регулярном слу-
чае с хорошо известными условиями метода множителей Лагранжа.
Напомним основное утверждение этого метода (правило множителей
Лагранжа) для рассматриваемой здесь задачи в предположении, что
функции I(x), g(x) — непрерывные и гладкие.

Пусть x∗ — точка локального минимума в рассматриваемой задаче.
Тогда найдутся вектор µ = (µ1, µ2, . . . , µq)

T, µi ≥ 0, i = p + 1, . . . , q и
число µ0, не равные одновременно нулю и такие, что в этой точке

µ0Ix + µTgx = 0.

В регулярном случае µ0 6= 0 и можно положить µ0 = 1, что дает усло-
вие (3.4). Условие (3.5) здесь также выполняется. Нерегулярный случай
µ0 = 0 соответствует в определенном смысле некорректно поставленной
задаче, хотя он и охватывается правилом множителей Лагранжа как
необходимым условием минимума.

С точки зрения принципа расширения обычный функционал Лагран-
жа представляет класс расширений, зависящий от постоянных парамет-
ров — неопределенных множителей Лагранжа, в то время как в нашем
случае рассматривается более богатый класс, зависящий от функцио-
нальных параметров λi(x).

В линейных и выпуклых задачах, при выполнении некоторых усло-
вий регулярности ограничений, условия первого порядка являются до-
статочными, поскольку здесь можно ограничиться расширением с обы-
чной функцией Лагранжа, которая оказывается выпуклой и заведомо
достигает минимума в точке стационарности, определенной условия-
ми (3.4), (3.5), вытекающими из теоремы 1. О достаточности говорит и
известная теорема Куна – Таккера для такого класса задач. В общем
случае эта теорема не верна, и это также говорит о том, что пра-
вило множителей не является в общем случае достаточным условием
минимума.

Мы упомянули о нерегулярных случаях. В этих случаях правило
множителей Лагранжа (в котором фигурирует дополнительный неопре-
деленный множитель µ0 перед минимизируемой функцией в выражении
лагранжиана L = µ0I + µTg) выполняется некоторым тривиальным
образом при µ0 = 0 и не несет на самом деле необходимой информации
о решении задачи, а рассматриваемые достаточные условия не выпол-
няются. Для преодоления этой трудности можно пытаться искать набор
множителей λ(x) в более широком классе, чем константы.

Известия Иркутского государственного университета.
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Пример 2. Рассмотрим ту же задачу, что и в примере 1, но с другим
описанием того же самого множества D:

I = (x1)3 + (x2)2, D = {x : −(x1 + 1)3 ≤ 0}.

Очевидно, данное неравенство выполняется и не выполняется вместе с
неравенством −(x1 + 1) ≤ 0. Обычная функция Лагранжа и правило
множителей выглядят следующим образом:

L = µ0
(
(x1)3 + (x2)2

)
− µ(x1 + 1)3, µ0, µ ≥ 0,

Lx1 = µ03(x
1)2 − 3µ(x1 + 1)2 = 0, Lx2 = µ02x

2 = 0.

В точке минимума (-1, 0) эти равенства выполняются только при µ0 = 0;
при этом они выполняются на всей прямой x1 = −1. Таким образом,
необходимое условие вместе с единственной искомой точкой выделяет
целый континуум подозрительных. Условия теоремы 1 не выполняются,
так как µ0 = 0.

Рассмотрим обобщенный лагранжиан (3.1) и положим

λ(x) = (x1 + 1)−2

(
(x1)2 − 5

4
x1 +

3

4

)
> 0.

В итоге получим функцию L из примера 2, и задача, таким образом,
разрешается.

Строго говоря, функция λ(x) не определена при x1 = −1, однако,
учитывая замечание 1 к лемме 1, произведение

λ(x)g(x) = (x1 + 1)−2

(
(x1)2 − 5

4
x1 +

3

4

)
(x1 + 1)3

можно доопределить при x1 = −1 равенством

λ(x)g(x) =

(
(x1)2 − 5

4
x1 +

3

4

)
(x1 + 1).

В результате лагранжиан (3.1) определен при всех x.

После такого сопоставления уместно привести высказывание Лаг-
ранжа, относящееся к 1797 г.: «Можно высказать следующий общий
принцип. Если ищется максимум или минимум некоторой функции мно-
гих переменных при условии, что между этими переменными имеется
связь, задаваемая одним или несколькими уравнениями, нужно при-
бавить к минимизируемой функции задающие уравнения связи умно-
женные на неопределенные множители и искать затем максимум или
минимум построенной суммы, как если бы переменные были незави-
симы. Полученные уравнения, присоединенные к уравнениям связи,
послужат для определения всех неизвестных».
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Как видим, несмотря на то что метод множителей Лагранжа сыграл
и продолжает играть исключительно важную роль в классических и
современных теориях экстремума, он не вполне реализует замысел со-
здателя, выраженный словами «искать минимум построенной суммы»,
поскольку этого минимума может вообще не быть или он будет до-
стигаться не там, где искомый. Однако если в слова «неопределенные
множители» вложить новый смысл, а именно считать эти множители
не константами, а неопределенными функциями, т. е. рассматривать
конструкцию (3.1), то тогда мы окажемся, по-видимому, гораздо бли-
же к намеченной цели — полной замены условной задачи некоторой
безусловной, как показывают примеры и выведенные выше условия,
которые вовлекают в исследование гораздо больше вспомогательных
переменных, чем классический метод Лагранжа.

4. Использование последовательности расширений в
абстрактной задаче

Строится не одно расширение исходной задачи, а последовательность
расширений.

Пусть задан некоторый класс BE расширений (E,L), включающий
расширение (M,L). Строится последовательность расширений

{(Ek, Lk)}

(в частности {(E,Lk)}), каждому из которых соответствует последова-
тельность оценок ∆(m, lk) = I(m)− lk.

Последовательность расширений {(Ek, Lk)} и последовательность
{mk} ⊂ D строятся так, что

lim
k→∞

∆k = 0.

Здесь ∆k = I(mk)− lk.
Тогда очевидно, что последовательность {mk} будет минимизирую-

щей.

5. Использование метода штрафных функций в
конечномерной задаче на экстремум

Еще один простой метод уйти от проблемы анормальности в задачах
на условный экстремум — это применение хорошо известного метода
штрафных функций. Этот метод также можно трактовать с точки зре-
ния принципа расширения, используя последовательность расширений
(E,Lk).

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 19. Серия «Математика». С. 44–61



АНОРМАЛЬНОСТЬ В УСЛОВИЯХ ОПТИМАЛЬНОСТИ 53

В задаче на условный экстремум, поставленной в разд. 3, функцио-
нал Lk, используя стандартную процедуру метода штрафных функций,
выбирается в виде

Lk = I(x) + γk




p∑

i=1

ξi(g
i(x))2 +

q∑

i=p+1

ξi(g̃
i(x))2


 , (5.1)

где ξi > 0,
∑q

i=1 ξi = 1, γk > 0,

g̃i(x) =

{
gi(x) gi(x) > 0
0 gi(x) ≤ 0,

а E = Rn. Последовательность {γk} ⊂ R выбирается так, что

lim
k→∞

γk = +∞

и строится последовательность решений {x̄k} ⊂ E задач (E,Lk) или их
достаточно точных аппроксимаций.

При некоторых предположениях последовательность {x̄k} сходится
к решению x̄ ∈ D задачи (D, I), т. е.

lim
k→∞

x̄k = x̄. (5.2)

Полагается lk = L(x̄k), ∆k = I(x̄)− lk и тогда

lim
k→∞

∆k = 0,

I(x̄) = inf
D
I = lim

k→∞
lk.

Упомянутые выше предположения, например, следующие: функции
I(x), gi(x), i = 1, q, непрерывно дифференцируемы на Rn и множество
D — компакт.

В этом методе проблема анормальности не возникает.

Пример 3. Исследуем на минимум функцию

I(x1, x2) = x1 +
1

2
(x2)2

при условии g(x1, x2) = (x1 − x2)2 = 0.
1) Обычный лагранжиан.
Обычный лагранжиан имеет вид

L = λ0
(
x1 +

1

2
(x2)2

)
+ λ1

(
x1 − x2

)2
.
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Условия экстремума L задаются равенствами

∂L

∂x1
= λ0 + 2λ1(x1 − x2) = 0,

∂L

∂x2
= λ0x2 − 2λ1(x1 − x2) = 0.

Так как должно выполняться условие g(x1, x2) = 0, то x1 = x2 и
тогда из (3) следует, что λ0 = 0, а λ1 любое число не равное нулю. В
результате необходимым условиям удовлетворяет любая точка (x1, x2),
такая, что x1 = x2, т. е. любая точка, удовлетворяющая ограничению
g(x1, x2) = 0.

2) Обобщенный лагранжиан.
Положим λ0 = 1 и образуем обобщенный лагранжиан

L = x1 +
1

2
(x2)2 + λ(x1, x2)(x1 − x2)2.

Учитывая, как и в примере 2, замечание 1 к лемме 1, положим

λ(x1, x2) = − 1

x1 − x2
,

Тогда

L = x1 +
1

2
(x2)2 − x1 + x2 =

1

2
(x2)2 + x2.

Минимум лагранжиана L достигается в точке x̄2 = −1. Из ограничения
g(x1, x2) = 0 находим x̄1 = −1. В результате получаем

I(−1,−1) = L(−1,−1) = inf
D
I = inf

R2
L = −1

2
.

3) Метод штрафных функций.
Функция (5.1) будет иметь вид

Lk(x
1, x2) = x1 +

1

2
(x2)2 +

1

4
µ3k(x

1 − x2)4, µk > 0.

Необходимые условия экстремума функции L(x1, x2) на E = R2 за-
даются равенствами

∂L

∂x1
= 1 + µ3k(x

1 − x2)3 = 0,

∂L

∂x2
= x2 − µ3k(x

1 − x2)3 = 0.

В результате получаем оптимальную точку x̄k = (x̄1k, x̄
2
k) в задаче

(R2, Lk)

x̄1k = −1− 1

µk
, x̄2k = −1.
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При µk → +∞ в соответствии с (5.2) получаем допустимую опти-
мальную точку x̄ = (−1,−1) ∈ D в исходной задаче. Здесь

I(x̄) = −1

2
, lk = L(x̄k) = −1

2
− 3

4

1

µk
, ∆k = −3

4

1

µk
.

Очевидно, что ∆k → 0 при µk → +∞.
Нетрудно видеть, что в методах 2), 3) в отличие от 1) проблема

анормальности не возникает. Это еще раз подтверждает мысль, что
анормальность это не «дефект» задачи, а «дефект» метода.

6. Задача оптимального управления

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления.
Задача 1.

dx

dt
= f(t, x, u), t ∈ [t0, t1],

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, u = (u1, . . . , um) ∈ Rm,
(6.1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, (6.2)

u(t) ∈ Q ⊂ Rm, Q− компакт, (6.3)

I =

t1∫

t0

f0(t, x, u)dt → min, (6.4)

t0, t1, x0, x1, Q, f, f0 − заданы, (6.5)

f, f0,
∂f

∂xi
,
∂f0

∂xi
, i = 1, n− непрерывны на [t0, t1]×Rn ×Q. (6.6)

Управление u(t) измеримая, ограниченная на [t0, t1] функция, x(t) —
абсолютно непрерывная функция. Дифференциальное уравнение (6.1)
выполняется почти всюду.

Теорема 2. (принцип максимума Л. С. Понтрягина) Для то-
го чтобы допустимый процесс (x̄(·), ū(·)) задачи 1 был оптимален,
необходимо существование абсолютно непрерывной вектор-функции

t→ ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψn(t))
T × [t0, t1] → Rn

и числа ψ0, таких что:
1. ψ0 ≤ 0,
2. ψ(t) и ψ0 не обращаются в ноль одновременно,
3.

dψi(t)

dt
= − ∂

∂xi
H(ψ0, t, ψ(t), x̄(t), ū(t)), i = 1, n,
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4.
H(ψ0, t, ψ(t), x̄(t), ū(t)) = max

u∈Q
H(ψ0, t, ψ(t), x̄(t), u).

Здесь

H(ψ0, t, ψ(t), x, u) =

n∑

i=1

ψifi(t, x, u) + ψ0f
0(t, x, u).

Задача 2. Отличается от задачи 1 наличием ограничения

g(t, x(t)) ≤ 0, t ∈ [t0, t1]. (6.7)

Функция (t, x) → g(t, x) : [t0, t1]×Rn → R1 и ее производные ∂
∂xi
g(t, x),

i = 1, . . . , n, непрерывны на [t0, t1]×Rn.
Задача 2 — это задача с ограничением на состояние, необходимые

условия для такой задачи — это условия Дубовицкого–Милютина [8].
Хорошо известно, что это очень сложные условия, содержащие меру
Стильтьеса. Заметим, что эти условия — это гениальный результат
в теории оптимального управления. В связи со сложностью условий
Дубовицкого-Милютина возникает идея их обойти как-то преобразовав
задачу. Оказывается, что можно избавиться от ограничения (6.7) и
сформулировать задачу 3, эквивалентную задаче 2, но имеющую вид
задачи 1.

Задача 3. Все условия (6.1)–(6.6) задачи 1 имеют место быть, но
добавляется еще одно дифференциальное уравнение

dy

dt
= h(t, x), y ∈ R1 (6.8)

с граничными условиями

y(t0) = 0, y(t1) = 0, (6.9)

где

h(t, x) =

{
g2(t, x) g(t, x) > 0

0 g(t, x) ≤ 0.

Функция h(t, x) непрерывна и непрерывно дифференцируема по x на
[t0, t1]×Rn и поэтому к задаче 3, которая имеет вид задачи 1, применим
принцип максимума Понтрягина (теорема 2).

Нетрудно видеть, что задача 3 эквивалентна задаче 2, т. е. каждому
допустимому процессу (x(·), u(·)) задачи 2 и значению критерия на нем
I(x(·), u(·)) соответствует один и только один процесс (x(·), y(·), u(·)) в
задаче 3 и значение критерия (6.4) в задаче 3 совпадает с его значением
в задаче 2. При этом y(t) = 0, t ∈ [t0, t1].

Применим к задаче 3 принцип максимума Понтрягина — теорему 2.
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В связи с появлением дополнительного уравнения (6.2) для сопря-
женной переменной будем использовать обозначение

(ψx(t), ψy(t)) = (ψx1 (t), ψ
x
2 (t), . . . , ψ

x
n(t), ψ

y(t))T ∈ Rn+1.

Теорема 3. (М. М. Хрусталев) Любой допустимый процесс (x̄(·),
ȳ(·), ū(·)) задачи 3 является анормальной экстремалью Понтрягина
(удовлетворяет теореме 2). При этом

ψx(t) = 0, ψy(t) = γ, ψ0 = 0,

где γ = const 6= 0.

Лемма 2. Для любого допустимого процесса (x̄(·), ȳ(·), ū(·)) задачи 3
при всех t ∈ [t0, t1] справедливы равенства

y(t) = 0,

∂

∂xi
h(t, x(t)) = 0, i = 1, n.

Доказательство. (доказательство леммы 2) Очевидно, что h(t, x(t)) ≥
0, t ∈ [t0, t1].

Если хотя бы в одной точке, t∗ ∈ (t0, t1) имеет место неравенство
h(t∗, x(t∗)) > 0, то в силу непрерывности функций h(t, x) и x(t) это
неравенство сохранится на некотором интервале (α, β) ⊂ [t0, t1] и тогда
в силу уравнения (6.8) при выполнении условия y(t0) = 0 будет y(t1) >
0, т. е. не выполняется условие y(t1) = 0. Поэтому

h(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0, t1]. (6.10)

Из этого, в частности, вытекает выполнение ограничения (6.7) для лю-
бого допустимого процесса задачи 3 и, как следствие, эквивалентность
задач 2 и 3.

А тогда, из (6.8), (6.9), (6.10) следует, что

y(t) = 0, t ∈ [t0, t1].

Так как

∂
∂xi
h(t, x) =

{
2g(t, x)∂g(t,x)∂xi

g(t, x) > 0

0 g(t, x) ≤ 0,

и, как установлено выше, выполнено ограничение (6.7), то

∂

∂xi
h(t, x(t)) = 0, t ∈ [t0, t1].
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Доказательство. (доказательство теоремы 3) Пусть (x̄(·), ȳ(·), ū(·)) —
допустимый процесс задачи 3. Запишем функцию H для задачи 3:

H(ψ0, t, ψ
xψy, x, y, u) =

n∑

j=n

ψxj fj(t, x, u) + ψyh(t, x) + ψ0f
0(t, x, u).

Положим ψ0 = 0 (анормальное решение) и запишем сопряженную си-
стему

dψxi (t)

dt
= −

n∑

j=n

ψxj (t)
∂fj(t, x̄(t), ū(t))

∂xi
− ψy(t)

∂h(t, x̄(t))

∂xi
, (6.11)

dψyi (t)

dt
= 0. (6.12)

Так как в силу леммы справедливо равенство (2), то решением уравне-
ний (6.11), (6.12) при всех t ∈ [t0, t1] являются функции

ψxi (t) = 0, i = 1, n,

ψx(t) = γ = const 6= 0.

Условие максимума функции H (условие 4 теоремы 2) также выполня-
ется, так как

H(ψ0, t, ψ
x(t), ψy(t), x̄(t), ȳ(t), u) ≡ 0

при всех u ∈ Q.

Если вместо перехода от задачи 2 к задаче 3 применить метод штраф-
ных функций, заменив функционал (6.4) функционалом

Ik =

t1∫

t0

[
f0(t, x, u) + µkh(t, x)

]
dt,

µk = const > 0, содержащим штраф за невыполнение ограничения (6.7)
и увеличивать µk, как в разд. 5, то проблема анормальности пропадает.

Другой способ избавиться от проблемы анормальности — исполь-
зовать необходимые и одновременно достаточные условия глобальной
оптимальности М. М. Хрусталева [11; 12], обобщающие условия В. Ф.
Кротова, основанные на принципе расширения. В этих условиях про-
блема анормальности также не возникает и полностью реализуется идея
Лагранжа.

Именно в работе [11; 12] впервые и была кратко рассмотрена задача
3 и показано, что к ней применимы предлагаемые в [11; 12] условия
глобальной оптимальности.
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7. Заключение

Анормальность — свойство не задачи, а метода, в частности конкрет-
ной конструкции лагранжиана, как в необходимых условиях оптималь-
ности типа Лагранжа-Понтрягина. Обобщенный Лагранжиан, априори
недоопределенный, дает возможность регуляризовать ситуацию путем
его доопределения. Примеры 2, 3 указывают на такую возможность.
Если учесть, что серьезные прикладные задачи решаются не с помо-
щью условий оптимальности, а приближенными методами, например,
методом штрафных функций, то проблем анормальности здесь также
не возникает.
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V. I. Gurman, M. M. Khrustalev

Abnormality in the Theory of Necessary Optimality Conditions

Abstract. The problems of existence, non-uniqueness, abnormality of solutions
arising from the using of necessary optimality conditions are discussed in terms of the
extension principle and sufficient optimality conditions. Simple examples are used.

It is shown that these problems are often generated not by the sense of problem, but
by the method of solving and these problems can disappear by using another method.

The study is based on the extension principle in the abstract extremum problem
proposed by V.F. Krotov. This method was further developed in the works of V.I.
Gurman, M.M. Khrustalev and A.I. Moskalenko.

Particular attention is paid to the phenomenon of abnormality that occurs in the using
of the classical scheme of the formation of the Lagrange function in the finite-dimensional
extremal problems and in optimal control problems.

Lagrange multipliers are constants in the classical Lagrange method for the finite-
dimensional problems. In this case, the problem of conditional extremum is completely
reduced to the problem of unconditional extremum only in special cases described in the
Kuhn-Tucker theorem.

With regard to the optimal control problems, functional analog of classical constant
Lagrange multipliers is used in the calculus of variations and in the Pontryagin maximum
principle. In the Pontryagin maximum principle it is a vector of conjugate variables.
The problem of abnormality is presented here in full. An example of a class of optimal
control problems, where any permissible process is an abnormal Pontryagin extremal, is
considered.

The extension principle allows you to use the Lagrange multipliers, which are the
functions depended on the optimized vector in the finite-dimensional case, and depended
on the system state in the optimal control problem. Using this principle, you can get the
optimal conditions where problem of abnormality doesn’t occur.

Keywords: optimality conditions, abnormality, extension principle, method of La-
grange, maximum principle, penalty functions.
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