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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления для дискретных
систем. Предлагается метод последовательных улучшений и его модернизация, ос-
нованная на разложении основных конструкций базового алгоритма по параметру.
Идея метода основана на локальной аппроксимации множества достижимости, ко-
торое описывается нулями функции Беллмана в специальной задаче оптимального
управления. Суть этой задачи заключается в следующем: из конечной фазовой
точки требуется найти траекторию, которая минимизирует функционал нормы от-
клонения от начального состояния. Если исходная точка принадлежит множеству
достижимости исходной управляемой системы, то значение функции Беллмана рав-
но нулю, в противном случае значение функции Беллмана больше нуля. Для этой
специальной задачи выписывается уравнение Беллмана. Выбирается опорное при-
ближение, и функция Беллмана аппроксимируется квадратичными слагаемыми.
Вдоль допустимой траектории, такая аппроксимация ничего не дает, поскольку сама
функция Беллмана и ее коэффициенты разложения равны нулю. В работе исполь-
зован специальный прием: вводится дополнительная переменная, характеризующая
степень отклонения состояния системы от исходного приближения, тем самым полу-
чается расширенная исходная цепочка. Для новой переменной выбираются началь-
ные условия, отличные от нуля. Тем самым получается траектория, лежащая вне
множества достижимости. Соответствующая функция Беллмана оказывается поло-
жительной, что позволяет провести ее нетривиальную аппроксимацию. В резуль-
тате этих процедур получены алгоритмы последовательных улучшений. Найдены
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условия, обеспечивающие релаксационность алгоритмов, и установлена их связь с
необходимыми условиями оптимальности.

Ключевые слова: дискретные системы, задачи оптимального управления, множе-
ство достижимости, метод улучшения.

1. Введение

Задачи оптимального управления динамическими процессами име-
ют очень широкий спектр приложений. Хотя приближенные методы
их решения насчитывают более 50 лет, и накоплен большой потенциал
алгоритмов, нельзя с уверенностью утверждать, что один из разрабо-
танных ранее методов обеспечит успех в решении той или иной задачи.
Новые подходы построения приближенных методов позволяют допол-
нить серию уже имеющихся алгоритмов, что расширяет возможности
нахождения приближенно-оптимального управления в конкретной при-
кладной задаче.

Методики построения множеств достижимости разработаны в ста-
тьях [3; 10; 12; 13]. В основе рассматриваемого метода лежит теоре-
ма [8] о том, что множество достижимости системы есть множество
нулей функции, являющейся решением уравнения Гамильтона-Якоби-
Беллмана со специальным начальным условием. Аппроксимация такого
уравнения рассматривается для некоторой вспомогательной задачи, по-
лучающейся из исходной путем расширения фазового пространства. В
трудах [4; 5] впервые была высказана идея об использовании прибли-
женного описания множества достижимости для построения алгоритма
улучшения в непрерывных системах, а более глубокое исследование та-
кого метода было проведено в работе [1; 11]. Идея применения этого
подхода и общая итеративная схема улучшения для дискретных систем
изложена в статье [2], развитие этого направления для более сложных
систем содержится в работах [6; 7; 9]

2. Постановка задачи

Рассматривается дискретная по времени управляемая система

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ T = {t0, t0 + 1, ..., t1}, (2.1)

x(t0) = x0, u(t) ∈ U(t), t ∈ T. (2.2)

где x(t) принимает значения в евклидовом пространстве R
n, U(t) ⊆ R

r.
Известно, что динамическая система (2.1), (2.2) может быть равно-

сильно записана как:

x(t+ 1) ∈ f(t, x(t), U(t)), t ∈ T, x(t0) = x0, (2.3)

f(t, x(t), U(t)) — множество допустимых переходов системы на шаге t.
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Определение 1. Совокупность пар функций (x(t), u(t)), удовлетво-
ряющих условиям (2.1), (2.2) назовем множеством D допустимых
управляемых процессов.

Требуется минимизировать терминальный функционал

I(x, u) = F (x(t1)). (2.4)

на множестве D.
Пусть задан некоторый элемент (xI(t), uI(t)) ∈ D.
Под задачей улучшения будем понимать задачу нахождения такого

процесса (xII(t), uII(t)) ∈ D, что I
(
xII , uII

)
< I

(
xI , uI

)
.

Определение 2. Множеством достижимости XR(t0, x0; τ) систе-
мы (2.1), (2.2) на шаге τ, порожденным точкой x0 в момент t0, будем
называть множество тех и только тех элементов z ∈ R

n, для каж-
дого из которых найдется решение x(t) системы (2.1)–(2.2) такое, что
x(τ) = z.

В монографии [8] доказана следующая теорема о множестве дости-
жимости для дискретных систем:

Теорема 1. Пусть f(t, x(t), U(t)) 6= ⊘ при всех (t, x) ∈ T × R
n, и

существуют функции ϕ : T × R
n → R и неотрицательная ψ : Rn → R

такие, что

1) ψ(x) = 0 тогда и только тогда, когда x = x0;

2) при всех (t, x) ∈ T × R
n

Wϕ(t, x)=

{
w ∈ f(t, x(t), U(t)) : ϕ(t+ 1, w) = sup

v∈f(t,x(t),U(t))
ϕ(t+ 1, v)

}
6= ⊘;

3) при всех (t, x) ∈ T × R
n

sup
u∈U(t)

ϕ(t+ 1, f(t, x, u)) = ϕ(t, x), ϕ(t0, x) = ψ(x). (2.5)

Тогда XR(t0, x0; τ) = {x ∈ R
n : ϕ(τ, x) = 0} при всех τ ∈ T.

По сути дела в теореме 1 рассмотрена следующая задача:

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), x(t1) = x1, u(t) ∈ U(t), t ∈ T,
J = ψ(x(t0)) → min .

Если точка x1 принадлежит множеству достижимости XR(t0, x0; t1), то
ψ(x(t0)) = 0, а если не принадлежит, то ψ(x(t0)) > 0 на оптимальном
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решении, соответственно и функция Беллмана имеет те же свойства.
Имеем: {

ϕ(τ, x∗) > 0, x∗ /∈ XR(t0, x0; τ),
ϕ(τ, x∗) = 0, x∗ ∈ XR(t0, x0; τ), τ ∈ T.

Если xI(τ) лежит во множестве достижимости системы XR(t0, x0; τ) на
каждом шаге τ ∈ T, то функция Беллмана равна нулю, и ее линейно-
квадратичная нулевая аппроксимация не дает возможности нахожде-
ния приближенного представления множества XR.

При выводе конструкций алгоритма предполагается, что F : Rn →
R — дважды непрерывно дифференцируема, f : T × R

n × R
r → R —

дважды непрерывно дифференцируема по (x, u), U(t) = R
r, t ∈ T.

3. Конструкции базового алгоритма

Будем искать локально улучшенный элемент (xII(t), uII(t)) ∈ D вбли-
зи некоторого заданного начального элемента (xI(t), uI(t)) ∈ D. Это
дает возможность заменить границу множества достижимости ее квад-
ратической аппроксимацией и построить на этой основе алгоритм улуч-
шения.

Введем дополнительную скалярную функцию x0(t)для системы(2.1):

x0(t+ 1) = x0(t) +
1

2

(
g∆u′∆u+ (1− g)∆x′∆x

)
,

∆u = u− uI(t), ∆x = x− xI(t),
x0(t0) = 0, 0 ≤ g ≤ 1, t ∈ T,

Определим функции

y(t) =

(
x(t)
x0(t)

)
, y0 =

(
x0
0

)
,

f̃(t, y, u) =

(
f(t, x, u)

x0(t) +
1

2

(
g∆u′∆u+ (1− g)∆x′∆x

)
)

(3.1)

и получим систему вида

y(t+ 1) = f̃(t, y(t), u(t)), y(t0) = y0, t ∈ T = {t0, t0 + 1, ..., t1}. (3.2)

Уравнение Беллмана (2.5) для системы (3.2) примет вид

max
u

ϕ(t+ 1, f̃(t, y, u)) − ϕ(t, y) = 0, (3.3)

ϕ(t0, y) = ‖y − y0‖ , (3.4)
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в предположении, что максимум ϕ(t+1, f̃ (t, y, u)) достигается в некото-
рой точке ū(t, y). Найдем приближенное решение с помощью тейлоров-

ской аппроксимации (3.3) в окрестности траектории yIε(t) =

(
xI(t)
−ε

)
,

ε > 0, которая лежит вне множества достижимости (3.2), а значит,
функция Беллмана не равна нулю. Для этого введем вспомогательную
функцию

R(t, y, u) = ϕ(t+ 1, f̃ (t, y, u))− ϕ(t, y) (3.5)

и рассмотрим ее разложение в ряд Тейлора до слагаемых второго по-
рядка включительно в окрестности точки (yIε(t), u

I(t)) :

R(t, y, u) =

= R(t, yIε(t), u
I(t)) +R′

u(t, y
I
ε (t), u

I(t))∆u+R′
y(t, y

I
ε(t), u

I(t))∆y+

+
1

2

(
∆u′Ruu(t, y

I
ε(t), u

I(t))∆u+∆y′Ryy(t, y
I
ε(t), u

I(t))∆y+

+∆y′Ryu(t, y
I
ε(t), u

I(t))∆u+∆u′Ruy(t, y
I
ε(t), u

I(t))∆y
)
+

+ o(|∆u |2, |∆y |2). (3.6)

Согласно соотношениям (3.3) и (3.5) max
u

R(t, y, u) = 0. Будем исследо-

вать на максимум по u линейно-квадратическое приближение функции
R(t, y, u). Тогда из условия стационарности имеем

Ru(t, y
I
ε(t), u

I(t)) +Ruu(t, y
I
ε (t), u

I(t))∆u+Ruy(t, y
I
ε(t), u

I(t))∆y = 0,

откуда

ũ(t, y) = uI(t)−R−1
uu (t, y

I
ε(t), u

I(t))
(
Ru(t, y

I
ε (t), u

I(t))+

+Ruy(t, y
I
ε(t), u

I(t))(y − yIε(t)
)

(3.7)

в предположении отрицательной определенности Ruu(t, y
I
ε(t), u

I(t)).
Подставляя выражение (3.7) в (3.6), приравнивая к нулю коэффи-

циенты при ∆y и (∆y)2 и задавая приближение функции Беллмана в
линейно-квадратическом виде

ϕ(t, y) = ν(t) + κ′(t)(y − yIε(t)) +
1

2
(y − yIε(t))

′χ(t)(y − yIε(t)), (3.8)

где ν(t) — скалярная, κ(t) — векторная размерности (n + 1), а χ(t) —
матричная размерности (n+ 1)× (n+ 1) функции, приходим к соотно-
шению
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ν(t+ 1)− 1

2
κ′(t+ 1)f̃u(f̃ ′uχ(t+ 1)f̃u +Huu)

−1f̃ ′uκ(t+ 1) = ν(t),

f̃yκ(t+ 1)−(f̃ ′yχ(t+ 1)f̃u+Hyu)(f̃ ′uχ(t+ 1)f̃u +Huu)
−1f̃ ′uκ(t+ 1)=κ(t),

f̃ ′yχ(t+ 1)f̃y +Hyy − (f̃ ′yχ(t+ 1)f̃u +Hyu)(f̃ ′uχ(t+ 1)f̃u +Huu)
−1×

×(f̃ ′uχ(t+ 1)f̃y +Huy) = χ(t),
(3.9)

где производные функции f̃(t, y, u), определенной равенством (3.1), вы-
числяются в точке (t, yIε(t), u

I(t)), а производные функцииH(t, y, κ, u) =
κ′(t+ 1)f̃(t, y, u) – в точке (t, yIε(t), κ(t + 1), uI(t)).

Исследуем начальное условие (3.4). Представим его правую часть в
приближенном виде:

‖y − y0‖ =
∥∥yIε(t0)− y0

∥∥+
(

yIε(t0)− y0
‖yIε(t0)− y0‖

)′

(y − yIε(t0))+

+
1

2
(y − yIε(t0))

′

∥∥yIε(t0)− y0
∥∥2E(n+1) − (yIε(t0)− y0)(y

I
ε(t0)− y0)

′

‖yIε(t0)− y0‖3
×

×(y − yIε(t0)) + o(
∥∥y − yIε(t0)

∥∥2),

где o(
∥∥y − yIε(t0)

∥∥2)/
∥∥y − yIε(t0)

∥∥2 → 0 при y → yIε(t0), E(n+1) — еди-
ничная матрица размерности (n+1)×(n+1). Согласно выражению (3.8),

ϕ(t0, y) = ν(t0) + κ′(t0)(y − yIε(t0)) +
1

2
(y − yIε(t0))

′χ(t0)(y − yIε(t0)). По

определению yIε(t0)−y0 =
(
xI(t0)
−ε

)
−
(
x0
0

)
=

(
0
−ε

)
, и
∥∥yIε(t0)− y0

∥∥ = ε.

Тогда

ν(t0) = ε, κ(t0) =

(
θ
−1

)
, χ(t0) =

(
ε−1E(n) θ

θ′ 0

)
, (3.10)

где θ — нулевой вектор размерности n, E(n) — единичная матрица
размерности n× n.

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что функции

ν(t) = ε, κ(t) =

(
θ
−1

)
, χ(t) =

(
σ(t) θ
θ′ 0

)

удовлетворяют системе (3.9),(3.10), если матричная функция σ(t) раз-
мерности n×n определяется как решение дискретного уравнения Рик-
кати вида

f ′xσ(t+ 1)fx − (1− g)E(n) − f ′xσ(t+ 1)fu

[
f ′uσ(t+ 1)fu − gE(r)

]−1
×

×f ′uσ(t+ 1)fx = σ(t), σ(t0) = ε−1E(n),

где производные функции f подсчитываются в точке (t, xI(t), uI(t)).
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Приближенное решение уравнения Беллмана (3.3), (3.4) будет иметь
вид

ϕ(t, y) = −x0 + 1

2
(x− xI(t))′σ(t)(x− xI(t)). (3.11)

Определение 3. Будем называть локальной аппроксимацией мно-
жества достижимости системы (2.1), (2.2) в окрестности точки
xI(t1) множество

S(xI(t1)) = {(x, x0) ∈ R
n+1 : x0 =

1

2
(x− xI(t1))

′σ(t1)(x− xI(t1))}.

Определим вспомогательную функцию Fα(x) = αF (x)+(1−α)x0, α ∈
(0, 1). Минимум функции Fα(x) по x при условии x0 =

1

2
(x−xI(t1))′σ(t1)

(x−xI(t1)) обозначим x∗(α). Очевидно, что точка x∗(α) есть некоторое
приближение к решению задачи минимизации исходного функционала
на множестве достижимости, и, зная ее, можно построить допустимый
управляемый процесс. Рассмотрим функцию ũ(t, y), заданную равен-
ством (3.7). Вычисляя производные R с учетом (3.11), получим, что
ũ(t, y) зависит только от переменных t, x,. Обозначим эту функцию
через û(t, x) :

û(t, x) = uI(t)−
[
f ′uσ(t+ 1)fu − gE(r)

]−1
f ′uσ(t+ 1)fx(x− xI(t)), (3.12)

где E(r) — единичная матрица размерности r × r.
Исследуем систему, где траектория в конечный момент совпадает с

точкой x∗(α):

x(t+ 1) = f(t, x(t), û(t, x(t))), (3.13)

x(t1) = x∗(α). (3.14)

Для поиска траектории линеаризуем уравнение (3.13)

∆x(t+ 1) = fx(t, x
I(t), uI(t))∆x(t) + fu(t, x

I(t), uI(t))∆û(t, x(t)). (3.15)

Из (3.12) ясно, что

∆û(t, x) = −
[
f ′uσ(t+ 1)fu − gE(r)

]−1
f ′uσ(t+ 1)fx∆x(t).

Подставим найденное приращение ∆û(t, x) в (3.15), получим

x(t) = xI(t) +

{
fx − fu

[
f ′uσ(t+ 1)fu − gE(r)

]−1
f ′uσ(t+ 1)fx

}−1

×

×
(
x(t+ 1)− xI(t+ 1)

)
. (3.16)
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Обозначим x̂α(t), t ∈ T , — решение системы (3.16), (3.14). Построим
программу управления таким образом, что uIIα (t) = û(t, x̂α(t)), и имеем
xIIα (t) как решение исходной системы (2.1)-(2.2) при заданном управле-
нии uIIα (t). Выбирая параметр α, определим новое приближение (xIIα , u

II
α )

в задаче улучшения (2.1), (2.2), (2.4).

Алгоритм 1. Базовый

1) Фиксируя ε > 0 и g ∈ (0, 1] , решаем матричное уравнение

A′(t)
{
σ(t+ 1)− σ(t+ 1)B(t)

[
B′(t)σ(t+ 1)B(t)− gE(r)

]−1
×

×B′(t)σ(t+ 1)
}
A(t) = σ(t) + (1− g)E(n), σ(t0) = ε−1E(n).

Здесь A(t) = fx(t, x
I(t), uI(t)), B(t) = fu(t, x

I(t), uI(t), t ∈ T.

2) Пусть α ∈ (0, 1). Найдем x∗(α) как точку минимума функции

Fα(x) = αF (x) +
1− α

2
(x− xI(t1))

′σ(t1)(x− xI(t1)).

3) Определим x̂α(t), решая систему

x(t) = xI(t) +
(
A(t)−B(t)

[
B′(t)σ(t+ 1)B(t)− gE(r)

]−1
×

×B′(t)σ(t+ 1)A(t)
)−1

(x(t+ 1)− xI(t+ 1)), x(t1) = x∗(α).

4) Найдем решение xIIα (t) системы

x(t+ 1) = f(t, x(t), uIIα (t)), x(t0) = x0,

где uIIα (t) = uI(t) −
[
B′(t)σ(t + 1)B(t) − gE(r)

]−1
B′(t)σ(t + 1)A(t)×

×(x̂α(t)− xI(t)), t ∈ T.

5) Решаем задачу одномерной минимизации по α ∈ [0, 1]:

F (xIIα (t1)) → min .

Принимаем управляемый процесс (xII , uII) за новое приближение
в задаче улучшения.

Рассмотрим функцию Понтрягина для этой системы:

H(t, x, p(t+ 1), u) = p′(t+ 1)f(t, x, u), p ∈ R
n.
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Теорема 2. Пусть управляемый процесс (xI(t), uI(t)) ∈ D таков, что

t1−1∑

t=t0

H ′
u(t, x

I(t), pI(t+ 1), uI(t))Hu(t, x
I(t), pI(t+ 1), uI(t)) =

=

t1−1∑

t=t0

pI
′
(t+ 1)B(t)B′(t)pI(t+ 1) > 0,

где pI(t) удовлетворяет сопряженной системе

pI(t) = A′(t)pI(t+ 1), pI(t1) = −Fx(xI(t1)). (3.17)

Тогда элемент (xI , uI) улучшается алгоритмом.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы для
непрерывных соотношений [1; 11].

4. Модифицированный алгоритм улучшения, основанный на
разложении по параметру конструкций базового метода

Параметр α отвечает за одномерную минимизацию. При фиксиро-
ванном параметре g вся задача сводится к минимизации по α. Можно
варьировать оба параметра, что позволяет на итерациях делать более
глубокое улучшение по сравнению с фиксированным g.

Модифицированный алгоритм основан на разложении базового ал-
горитма по параметру g. Сформулируем этапы нового алгоритма.

Алгоритм 2. Модифицированный
1. Фиксируя ε > 0 и g∗ ∈ (0, 1] , решаем матричное уравнение

A′(t)
{
σ(t+ 1, g∗)− σ(t+ 1, g∗)B(t)

[
B′(t)σ(t+ 1, g∗)B(t)− g∗E(r)

]−1
×

×B′(t)σ(t+ 1, g∗)
}
A(t) = σ(t, g∗) + (1− g∗)E(n), σ(t0, g

∗) = ε−1E(n).

Здесь A(t) = fx(t, x
I(t), uI(t)), B(t) = fu(t, x

I(t), uI(t), t ∈ T . Находим
σ(t, g∗).

2. Решая уравнение

A′(t)
{dσ(t+ 1, g∗)

dg
− dσ(t+ 1, g∗)

dg
C1(t, σ(t+ 1, g∗))σ(t+ 1, g∗)−

−σ(t+ 1, g∗)C1(t, σ(t+ 1, g∗))
dσ(t+1, g∗)

dg
+σ(t+1, g∗)C1(t, σ(t+1, g∗))×

×dσ(t+ 1, g∗)

dg
C1(t, σ(t + 1, g∗))σ(t + 1, g∗)

}
A(t)−

−A′(t)σ(t+ 1, g∗)B(t)
[
B′(t)σ(t+ 1, g∗)B(t)− g∗E(r)

]−2
×

×B′(t)σ(t+ 1, g∗)A(t) =
dσ(t, g∗)

dg
− E(n),

dσ(t0, g
∗)

dg
= 0,
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где C1(t, σ(t + 1, g∗)) = B(t)
[
B′(t)σ(t + 1, g∗)B(t) − g∗E(r)

]−1
B′(t). На-

ходим
dσ(t, g∗)

dg
, t ∈ {t0 + 1, . . . , t1}.

Таким образом получим σ(t, g) = σ(t, g∗) +
dσ(t, g∗)

dg
(g− g∗), где g∗ ∈

(0, 1] фиксированное.
3. Пусть α ∈ (0, 1). Найдем x∗(α, g) как точку минимума функции

Fα(x, g) = αF (x) +
1− α

2
(x− xI(t1))

′σ(t1, g)(x − xI(t1)).

4. Определим x̂α(t, g) = x(t, g) при условии x(t1, g) = x∗(α, g), решая
систему

x(t, g) = xI(t) +
{
A(t)−B(t)

[
B′(t)σ(t+ 1, g)B(t) − gE(r)

]−1
B′(t)×

× σ(t+ 1, g)A(t)
}−1

(x(t+ 1, g) − xI(t+ 1)).

5. Полагая

uIIα (t, g) = uI(t)−
[
B′(t)σ(t+ 1, g)B(t) − gE(r)

]−1
×

×B′(t)σ(t+ 1, g)A(t)(x̂α(t, g) − xI(t)), t ∈ T,

найдем решение xIIα (t, g) системы

x(t+ 1, g) = f(t, x(t, g), uIIα (t, g)), x(t0, g) = x0.

6. Решаем задачу двумерной минимизации по α ∈ [0, 1] и g ∈ (0, 1]:

F (xIIα (t1, g)) → min .

Принимаем управляемый процесс (xII , uII) за новое приближение в за-
даче улучшения.

Приведем пример работы алгоритмов. В исходном алгоритме зна-
чение параметра g фиксировано на каждой итерации и не меняется,
а значение параметра α выбирается в процедуре одномерной миними-
зации. В модифицированном алгоритме, начиная с некоторого значе-
ния, оба параметра изменяются соответственно тому, как происходит
операция минимизации. Критерием останова является близость двух
последовательных приближений функционалов с точностью δ.

Пример 1. 


x1(t+ h) = x1(t) + hx2(t),
x2(t+ h) = x2(t) + h(x1(t) + u(t)),
x1(0) = x2(0) = 1, |u(t)| ≤ 1,
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I(x, u) = x1(1) + x2(1), t ∈ {0, h, 2h, · · · , 1}.

Начальное управление uI(t) ≡ 0.5. Результаты численных экспе-
риментов при параметре g = 0.5 для базового алгоритма, шаге дис-
кретизации h = 0.01, точности вычисления функционала δ = 0.001
представлены в табл. 1 и 2.

Задача была специально выбрана линейной для проверки работоспо-
собности алгоритмов. В линейной системе с линейным функционалом
оба метода дали решение за одну итерацию, что было ожидаемо. Ал-
горитмы, основанные на необходимых условиях оптимальности, дают
такое же решение за одну итерацию.

Таблица 1

Модифицированный алгоритм

Номер итерации Значение функционала α g

0 0.62787928D+01 – –

1 0.37048138D+01 0.4046 0.3095

Таблица 2

Алгоритм с одномерной минимизацией

Номер итерации Значение функционала Значение параметра α

0 0.62787928D+01 –

1 0.37048138D+01 0.9368

5. Заключение

В работе предлагаются два метода последовательных улучшений,
основанных на разложении уравнения Беллмана для специальной зада-
чи оптимального управления. Задача состоит в следующем: требуется
минимизировать функционал отклонения нормы от начальных условий
в исходной задаче. Если конечная точка лежит во множестве достижи-
мости, то значение функционала равняются нулю, а значит функционал
Беллмана равен нулю. Аппроксимация уравнения Беллмана осуществ-
ляется вдоль специально выбранной траектории с начальными усло-
виями, не удовлетворяющими начальным условиям исходной задачи.
Первый метод основан на аппроксимации (до второго порядка) уравне-
ния Беллмана и содержит дополнительные параметры регулирования.
Второй получается как результат линейной аппроксимации базовых
конструкций по параметру, что позволяет применять процедуры одно-
мерной минимизации.
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V. A. Baturin

An Approximate Method for Solving Optimal Control Prob-

lems for Discrete Systems Based on Local Approximation of an

Attainability Set

Abstract. An optimal control problem for discrete systems is considered. A method
of successive improvements along with its modernization based on the expansion of the
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main structures of the core algorithm about the parameter is suggested. The idea of the
method is based on local approximation of attainability set, which is described by the
zeros of the Bellman function in the special problem of optimal control. The essence of
the problem is as follows: from the end point of the phase is required to find a path
that minimizes functional deviations of the norm from the initial state. If the initial
point belongs to the attainability set of the original controlled system, the value of the
Bellman function equal to zero, otherwise the value of the Bellman function is greater than
zero. For this special task Bellman equation is considered. The support approximation
and Bellman equation are selected. The Bellman function is approximated by quadratic
terms. Along the allowable trajectory, this approximation gives nothing, because Bellman
function and its expansion coefficients are zero. We used a special trick: an additional
variable is introduced, which characterizes the degree of deviation of the system from
the initial state, thus it is obtained expanded original chain. For the new variable initial
nonzero conditions is selected, thus obtained trajectory is lying outside attainability set
and relevant Bellman function is greater than zero, which allows it to hold a non-trivial
approximation. As a result of these procedures algorithms of successive improvements is
designed. Conditions for relaxation algorithms and conditions for the necessary conditions
of optimality are also obtained.

Keywords: discrete systems, optimal control, attainability set, improvement method.
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