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Аннотация. В статье исследуется многомерное уравнение нелинейной теплопро-
водности. Это уравнение представлено в виде переопределенной системы диффе-
ренциальных уравнений с частными производными (число уравнений больше числа
искомых функций). Как известно, переопределенная система дифференциальных
уравнений может быть несовместной, у нее может не существовать ни одного реше-
ния. Поэтому для установления факта существования решений и степени их про-
извола проводится анализ данной переопределенной системы дифференциальных
уравнений. В итоге проведенного исследования получены не только достаточные,
но и необходимые и достаточные условия совместности переопределенной системы
дифференциальных уравнений с частными производными. На основе этих результа-
тов с использованием уравнения Лиувилля и теоремы о необходимом и достаточном
условии потенциальности векторного поля излагается подход, позволяющий в ряде
случаев конструктивно построить точные неотрицательные решения многомерного
уравнения нелинейной теплопроводности с конечной скоростью распространения
возмущений. Среди построенных точных решений имеются и такие, которые не
являются инвариантными с точки зрения групп точечных преобразований и групп
Ли-Беклунда. Особое внимание уделено уравнению со степенным коэффициентом
нелинейной теплопроводности. Это уравнение является квазилинейным параболи-
ческим уравнением с неявным вырождением. Данное уравнение из параболического
дифференциального уравнения второго порядка вырождается в нелинейное эволю-
ционное уравнение первого порядка типа Гамильтона – Якоби.
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государственной поддержки ведущих научных школ Российской Федерации (НШ-
8081.2016.9).
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1. Введение

В работе на основе уравнения Лиувилля [27; 30] и теоремы о потен-
циальных операторах [3; 26] излагается подход, позволяющий конструк-
тивно построить новые точные неотрицательные решения многомерно-
го уравнения нелинейной теплопроводности с конечной скоростью рас-
пространения возмущений [10; 5; 19]. При этом некоторые построенные
решения не являются инвариантными с точки зрения групп точечных
преобразований и групп Ли-Беклунда [14; 7].

2. Многомерное уравнение нелинейной теплопроводности с
конечной скоростью распространения возмущений

Рассмотрим многомерное уравнение нелинейной теплопроводности

ut = ∇ · (K(u)∇u) , u = u(x, t) : Ω× R̄
+ → R

+, (2.1)

где x ∈ R
n; Ω ⊂ R

n — область; R+ = (0,+∞); R̄+ = [0,+∞); u(x, t) ≥
0 — функция характеризующая температуру среды; K(u) — функция
определенная при всех u ∈ R̄

+; K(u) > 0 при u > 0; K(0) ≥ 0; K(u) ∈
C2 (R+)

⋂
C
(
R̄
+
)
— коэффициент нелинейной теплопроводности. Урав-

нение (2.1) возникает во многих прикладных задачах и принадлежит к
классу так называемых неявно вырождающихся параболических урав-
нений. Строгая математическая теория этих уравнений берет свое на-
чало в сравнительно недавних работах [1; 10; 24; 25; 28; 31]. Всюду в
этой работе относительно функции K(u) будем предполагать, что

1∫
0

K(ξ)

ξ
dξ < +∞. (2.2)

Известно [15; 8; 9], что сходимость интеграла (2.2) является необхо-
димым и достаточным условием конечной скорости распространения
возмущений в процессах, описываемых уравнением (2.1). Далее, пусть

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
n,

u0(x) ≡ 0, |x| =
(

n∑
k=1

x2k

)1/2

> r ∈ R
+, (2.3)

т.е. u0(x) равна нулю вне замкнутого шара S(r) = {x ∈ R
n : |x| ≤

r < +∞} и является финитной [4] функцией с носителем suppu0(x) =
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{x ∈ Rn : u0(x) �= 0}. С другой стороны, так как исходя из специфики
уравнения (2.1) мы рассматриваем лишь неотрицательные решения, то

suppu0(x) = {x ∈ R
n : u0(x) > 0}.

Причем для финитности функции u0(x) необходимо и достаточно, что-
бы множество suppu0(x) было ограниченным. Иначе mes suppu0(x) <
+∞, что в силу формулы (2.2) обеспечивает финитность по x ∈ R

n

решения u(x, t) задачи Коши (2.1), (2.3). Тем самым [13], в задаче Коши
(2.1), (2.3) скорость распространения возмущений является конечной,
если в любой момент времени t ∈ [0, T ] существует замкнутый шар
S(r(t)) = {x ∈ R

n : |x| ≤ r(t) < +∞} и для всех t ∈ [0, T ] вы-
полняется включение suppu0(x, t) ⊂ S(r(t)). Кроме того сходимость
интеграла (2.2) является [19] необходимым и достаточным условием
финитности по x ∈ R

n решения u(x, t) задачи Коши (2.1), (2.3). Итак,
если K(u) ∈ C2 (R+)

⋂
C
(
R̄
+
)
и выполняется неравенство (2.2), то

уравнение (2.1) помимо процессов нестационарной фильтрации описы-
вает диффузию и распространение тепла в сплошной среде с большими
температурными перепадами [10]. В частности, хорошо известным свой-
ством уравнений типа нестационарной фильтрации является конечная
скорость изменения носителей их решений. Первые общие результаты
в этом направлении были получены в работах [15; 8; 9].
Теперь представим исследуемое уравнение (2.1) в виде следующей

эквивалентной системы

ut +∇ · (uf(x, t)) = 0, (2.4)

f(x, t) =
K(u)

u
∇u. (2.5)

Система уравнений (2.4), (2.5) является переопределенной (число урав-
нений превосходит число искомых функций, подлежащих определению)
относительно u(x, t), где f(x, t) ∈ R

n — достаточно гладкая по x ∈
R
n, t ∈ R вектор-функция. Ниже будем предполагать, что f(x, t) ∈

C1 (G→ R
n), где G ⊂ R

n+1 — открытое множество; G = Ω× I; I = {t :
0 ≤ t0 < +∞}; Ω — проекция G в R

n.
Ясно, что у переопределенной системы уравнений (2.4), (2.5) может

вообще не существовать решений. Поэтому для установления факта
существования решений и степени их произвола необходимо провести
исследование и анализ совместности переопределенной системы (2.4),
(2.5). Отметим, что методы исследования совместности переопределен-
ных систем дифференциальных уравнений с частными производны-
ми изложены в работах [23; 16; 20; 22]. С другой стороны, уравнение
нелинейной теплопроводности (2.1) и линейное многомерное уравнение
Лиувилля (2.4) можно рассматривать как систему с дифференциаль-
ной связью (2.5). Причем метод дифференциальных связей [16; 20; 22]
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существенно использует теорию совместности систем дифференциаль-
ных уравнений. Наконец, в работах [11; 12] рассматривалось приложе-
ние этого метода для уравнения (2.1) со степенным коэффициентом
теплопроводности.
Соотношение (2.4) при заданной f(x, t) ∈ C1 (G→ R

n) является ура-
внением Лиувилля [27; 30] относительно температуры u(x, t) для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)

ẋ = f(x, t), x ∈ R
n, ẋ =

d

dt
x(t).

В силу формулы (2.2) имеет смысл функция

Φ(u) =

u∫
0

K(ξ)

ξ
dξ, u ≥ 0, Φ(0) = 0. (2.6)

При этом в силу монотонности Φ(u) существует обратная функция
Φ−1(η), причем 0 ≤ η < Φ(∞) ≤ +∞.
Ниже при определенных предположениях относительно вектор-фун-

кции f(x, t) ∈ C1 (G→ R
n) и с использованием теоремы о необходи-

мых и достаточных условиях потенциальности векторного поля вектор-
функции f(x, t) ∈ R

n будет доказано, что скалярная функция u(x, t),
определяемая из соотношения (2.5) и удовлетворяющая уравнению Ли-
увилля (2.4) является точным неотрицательным решением многомер-
ного уравнения нелинейной теплопроводности (2.1).

3. Основные результаты

Пусть f(x, t) = −A(t)x − B(t), где A(t) = [aij(t)] — вещественная
симметричная n×n матрица; B(t) = (b1(t), . . . , bn(t))

′ — вектор-столбец;
aij(t), bi(t) ∈ C1

(
R̄
+
)
; i, j = 1, 2, . . . , n. Тогда переопределенная система

уравнений (2.4), (2.5) примет следующий вид

ut = u · trA(t) + (∇u,A(t)x +B(t)) , (3.1)

K(u)∇u = (A(t)x+B(t)) · u, (3.2)

где trA(t) =
n∑
i=1

aii(t) — след матрицы A(t); (·, ·) — скалярное произ-

ведение в R
n. Поскольку матрица A(t) является симметричной, т.е.

aij(t) = aji(t), тогда по теореме о потенциальных операторах [3; 26]
уравнение (3.2) в силу (2.2), (2.6) обладает решением

u(x, t) = Φ−1

(
[z(x, t)]+

)
, (3.3)
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z(x, t) =
1

2
(x, A(t)x) + (x,B(t)) + C(t), (3.4)

где [·]+ = max{[·], 0}; Φ−1(z) — функция обратная к Φ(u), существую-
щая в силу монотонности последней. Матрица A(t), вектор-столбец B(t)
и скалярная функция C(t) подлежат определению, причем aij(t), bi(t) ∈
C1
(
R̄
+
)
. Отметим, что при n = 1 аналогичный случай рассматривался

в работах [29; 17; 18].
Особую практическую значимость имеет уравнение (2.1) с коэффи-

циентом нелинейной теплопроводности K(u) степенного вида. Поэто-
му в данной статье ограничимся важным частным случаем Φ−1(z) =

(λ[z(x, t)]+)
1/λ, т.е. K(u) = uλ, λ ∈ R

+. В этом случае имеет место
следующий результат.

Утверждение 1. Пусть выполнены соотношения (2.2), (2.6) и мат-
рица A(t) с элементами aij(t) ∈ C1

(
R̄
+
)
, вектор-столбец B(t) с ком-

понентами bi(t) ∈ C1
(
R̄
+
)
, скалярная функция C(t) ∈ C1

(
R̄
+
)
удовле-

творяют следующей системе ОДУ:

Ȧ(t) = 2A2(t) + λA(t) trA(t),

Ḃ(t) = 2A(t)B(t) + λB(t) trA(t), (3.5)

Ċ(t) = |B(t)|2 + λC(t) trA(t).

Тогда функция

u(x, t) =

(
λ

[
1

2

(
x, A(t)x

)
+ (x,B(t)) + C(t)

]
+

) 1
λ

, (3.6)

является точным неотрицательным решением уравнения пористой
среды (нестационарной фильтрации)

ut = ∇ ·
(
uλ∇u

)
. (3.7)

Уравнение (3.7) является квазилинейным параболическим уравне-
нием с неявным вырождением [10; 1], т. е. уравнение (3.7) параболично
при u(x, t) �= 0 и вырождается при u(x, t) = 0. Последнее означает, что
при u(x, t) = 0 это уравнение из параболического дифференциального
уравнения второго порядка вырождается в нелинейное эволюционное
уравнение первого порядка типа Гамильтона – Якоби. С вырождением
уравнения (3.7) связаны некоторые особые свойства его решений, на-
пример конечность скорости распространения носителей решений [10].
В свою очередь, с конечностью скорости распространения носителей
решений уравнения (3.7) связаны многие другие типичные свойства [1;
10]: наличие режимов с обострением (отсутствие глобальных по времени
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решений), эффекты локализации, инерции (конечной или бесконечной
временной задержки) начала распространения носителя решения.
Приступим к исследованию системы ОДУ (3.5). Предположим, что

при t = 0 заданы: вещественная симметричная матрица A(0) ∈Mn(R),
вектор-столбец B(0) ∈Mn,1(R) и скаляр C(0) ∈ R, т.е.

A(t)

∣∣∣∣
t=0

= A(0), B(t)

∣∣∣∣
t=0

= B(0), C(t)

∣∣∣∣
t=0

= C(0), (3.8)

где Mn(R) — множество n × n матриц с элементами из R; Mn,k(R) —
множество n×k матриц с элементами из R [21]. Известно [6; 2], что вся-
кая вещественная симметричная матрица A(0) может быть приведена
к диагональной форме с помощью некоторого ортогонального преобра-
зования. Иначе, существует вещественная ортогональная матрица S ∈
Mn(R) такая, что

A(0) = SD(0)S
′
, D(0) = diag [d1(0), . . . , dn(0)] ,

где dk(0) ∈ R — собственные значения матрицы A(0); k = 1, 2, . . . , n;
SS′ = S

′
S = I; I — единичная матрица. Покажем, что если функции

A(t), B(t), C(t) определены при t = 0, то решение задачи Коши для
системы ОДУ (3.5) с начальными условиями (3.8) сводится к решению
задачи Коши для некоторого скалярного нелинейного ОДУ первого
порядка. Итак, покажем справедливость следующего результата.

Теорема 1. Пусть заданы вещественная симметричная матрица
A(0) ∈ Mn(R), вектор-столбец B(0) ∈ Mn,1(R), скаляр C(0) ∈ R и
вещественная ортогональная матрица S ∈Mn(R). Пусть кроме того,
z(t) — вещественное решение задачи Коши

ż(t) =
n∏
k=1

[1− 2dk(0)z(t)]
−λ

2 , z(0) = 0, ż(t) =
d

dt
z(t), λ ∈ R

+. (3.9)

Тогда функции A(t), B(t), C(t) определяемые формулами

A(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S
′
= ż(t)SQ(t)D(0)S

′
A(0), (3.10)

B(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S
′
B(0), (3.11)

C(t) = ż(t)C(0) + z(t) (B(0),B(t)) =

ż(t)

[
C(0) + z(t)

(
Q(t)S

′
B(0), ż(t)S

′
B(0)

)]
, (3.12)

являются решением задачи Коши (3.5), (3.8). Кроме того A(t) — ве-
щественная симметричная матрица для всех t ∈ domainA(t), где

Q(t) = diag

[
[1− 2d1(0)z(t)]

−1 , . . . , [1− 2dn(0)z(t)]
−1

]
, (3.13)

dk(0) ∈ R, dk(0) �= 0, k = 1, 2, . . . , n.
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Доказательство. Прежде всего введем обозначение h(t) = trA(t). То-
гда задача Коши (3.5), (3.8) запишется в виде

Ȧ(t) = 2A2(t) + λh(t)A(t), A(t)

∣∣∣∣
t=0

= A(0), (3.14)

Ḃ(t) = 2A(t)B(t) + λh(t)B(t), B(t)

∣∣∣∣
t=0

= B(0), (3.15)

Ċ(t) = |B(t)|2 + λh(t)C(t), C(t)

∣∣∣∣
t=0

= C(0). (3.16)

Решение задачи Коши (3.14) будем отыскивать в виде

A(t) = SD(t)S
′
, (3.17)

D(t) = diag [d1(t), . . . , dn(t)] , (3.18)

где D(0) �= 0, dk ∈ C1
(
R̄
+
)
— вещественные собственные значения мат-

рицы A(t). Подставляя (3.17) в уравнение (3.14) и умножая последнее
слева на S′ , а справа на S, приходим к задаче Коши

Ḋ(t) = 2D2(t) + λh(t)D(t), D(t)

∣∣∣∣
t=0

= D(0). (3.19)

Исходя из матричного уравнения (3.19) с помощью несложных выкла-
док, нетрудно проверить справедливость следующих соотношений

n∏
k=1

dk(t) =
n∏
k=1

d0 exp

[
(λn+ 2)

t∫
0

h(τ) dτ

]
, (3.20)

ḣ(t) = λh2(t) + 2
n∑
k=1

d2k(t), ḣ(t) =
d

dt
h(t), (3.21)

dk(t) =

(
1

dk(0)
− 2

t∫
0

exp

[
λ

ξ∫
0

h(τ) dτ

]
dξ

)−1

exp

[
λ

t∫
0

h(τ) dτ

]
, (3.22)

где h(t) =
n∑
k=1

dk; dk(0) �= 0; k = 1, 2, . . . , n. Далее, для упрощения записи

формулы (3.22), введем в рассмотрение функцию

z(t) =

t∫
0

exp

[
λ

ξ∫
0

h(τ) dτ

]
dξ, z(0) = 0. (3.23)
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Из формулы (3.23) вытекает равенство

ż(t) = exp

[
λ

t∫
0

h(τ) dτ

]
, ż(0) = 1. (3.24)

Выражение (3.22) с учетом соотношений (3.23), (3.24) упрощается и
принимает вид

dk(t) =
dk(0)ż(t)

1− 2dk(0)z(t)
, (3.25)

причем

n∏
k=1

dk(t) =

[
ż(t)
]n n∏

k=1

dk(0)

n∏
k=1

[1− 2dk(0)z(t)]

.

Помимо этого, из формул (3.20), (3.24) следует, что

n∏
k=1

dk(t) =
[
ż(t)
] λn+2

λ

n∏
k=1

dk(0) .

Очевидно, что два последних соотношения приводят к справедливости
задачи Коши (3.9) и квадратуры∫ n∏

k=1

[
1− 2dk(0)z(t)

] λ
2 dz = t+ T, (3.26)

где T ∈ R определяется из начального условия z(0) = 0. Итак, в силу
(3.25) заключаем, что вещественные собственные значения dk(t) матри-
цы A(t) запишутся в виде

dk(t) =
dk(0)

1− 2dk(0)z(t)

n∏
l=1

[
1− 2dl(0)z(t)

]−λ
2 , (3.27)

где z(t) — вещественное решение задачи Коши (3.9). Таким образом, с
одной стороны, формула (3.24) приводит к зависимости

h(t) =
1

λ

z̈(t)

ż(t)
. (3.28)

C другой стороны, из соотношений (3.9), (3.27) получим, что

h(t) = ż(t)
n∑
k=1

dk(0)

1− 2dk(0)z(t)
. (3.29)
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Итак, согласно (3.28), (3.29) заключаем, что функция z(t) помимо (3.9)
удовлетворяет задаче Коши

z̈(t) = λ

[
n∑
k=1

dk(0)

1− 2dk(0)z(t)

]
ż2(t), z(0) = 0, ż(0) = 1. (3.30)

Очевидно также (см. (3.25)), что имеет место формула

D(t) = ż(t)Q(t)D(0), (3.31)

где Q(t) — матрица вида (3.13). Далее, так как A(0) = SD(0)S
′ , то

D(0) = S
′
A(0)S и легко устанавливается, что соотношения (3.17), (3.31)

приводят к справедливости цепочки равенств (3.10).
Теперь перейдем к построению решения задачи Коши (3.15) при

условии, что матрица A(t) определяется согласно (3.10). Итак, подстав-
ляя (3.10) в уравнение (3.15), умножая последнее слева на S′ и вводя в
рассмотрение вектор-столбец X(t) = S

′
B(t), приходим к задаче Коши

Ẋ(t) = [2D(t) + λh(t)I]X(t), X(0) = S
′
B(0), (3.32)

причем
B(t) = SX(t), X(t) = colon

(
X1(t), . . . ,Xn(t)

)
. (3.33)

В силу того что диагональная матрица D(t) и скалярная функция h(t)
нами определены через решение задачи Коши (3.9) (см. (3.31), (3.28),
(3.29)), то из (3.32) имеем

Ẋk(t) =
[
2dk(t) + λh(t)

]
Xk(t), Xk(0) = γk,

где γk ∈ R; k = 1, 2, . . . , n. В итоге приходим к зависимости

Xk(t) = γk exp

[
2

t∫
0

dk(τ) dτ

]
exp

[
λ

t∫
0

h(τ) dτ

]
. (3.34)

Нетрудно убедиться, что соотношение (3.34) с учетом формул (3.24),
(3.25) упрощается

Xk(t) =
γk
dk(0)

dk(t) =
γk

1− 2dk(0)z(t)
ż(t). (3.35)

Итак, используя формулы (3.13), (3.31), а также зависимости γ = X(0),
X(0) = S

′
B(0) из (3.35) получим, что

X(t) = D−1(0)D(t)X(0) = ż(t)Q(t)X(0) = ż(t)Q(t)S
′
B(0).

Тем самым выражение (3.33) приводит к справедливости цепочки ра-
венств

B(t) = SD−1(0)D(t)X(0) = SD−1(0)D(t)S
′
B(0) = ż(t)SQ(t)B(0).
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Наконец, принимая во внимание (3.28) и учитывая, что вектор-столбец
B(t) нами определен (см. (3.11)), найдем решение задачи Коши (3.16).
Несложно проверить, что решение задачи Коши (3.16) имеет вид

C(t) =

[
C(0) +

t∫
0

|B(τ)|2
ż(τ)

dτ

]
ż(t), (3.36)

где |B(τ)|2 =

(
B(0), SD−2(0)D2(τ)S

′
B(0)

)
; ż(τ) �= 0. Отсюда получаем

t∫
0

|B(τ)|2
ż(τ)

dτ =

(
B(0), SD−2(0)

[ t∫
0

D2(τ)

ż(τ)
dτ

]
S

′
B(0)

)
.

Далее нетрудно убедиться, что для любого k = 1, 2, . . . , n выполняется
соотношение

t∫
0

d2k(τ)

ż(τ)
dτ = dk(0)dk(t)

z(t)

ż(t)
.

Тем самым, имеет место представление

t∫
0

|B(τ)|2
ż(τ)

dτ =

(
B(0),B(t)

z(t)

ż(t)

)
.

Окончательно, из (3.36) следует справедливость формулы (3.12). Легко
видеть, что найденные функции (3.10)–(3.12) удовлетворяют началь-
ным условиям (3.8), а следовательно и задаче Коши (3.14)–(3.16).
Итак, для завершения доказательства осталось показать симметрич-

ность матрицы A(t) (см. (3.10)) для всех t из области её определения,
т. е. для всех t ∈ domainA(t). С этой целью введем в рассмотрение
матрицу G(t) = SQ(t)S

′ , где Q(t) — диагональная матрица, определяе-
мая посредством (3.13). Ясно, чтоG(t)— невырожденная симметричная
матрица. Тогда A(t) = ż(t)G(t)A(0), где A(0) — вещественная симмет-
ричная матрица. В первую очередь, убедимся, что матрицы A(0) и G(t)
коммутируют. Поскольку выполняется цепочка равенств

A(0)G−1(t) = A(0)
[
SQ(t)S

′]−1
= A(0)SQ−1(t)S

′
=

A(0)S [I − 2z(t)D(0)] S
′
= A(0)

[
SS

′ − 2z(t)SD(0)S
′]

=

A(0) [I − 2z(t)A(0)] = A(0)− 2z(t)A2(0) =

[I − 2z(t)A(0)]A(0) = G−1A(0),
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то справедливо соотношение G(t)A(0) = A(0)G(t), т. е. матрицы A(0),
G(t) коммутируют. Кроме того, имеем

[G(t)A(0)]′ = A′(0)G′(t) = A(0)G(t).

Отсюда следует, что G(t)A(0) — симметричная матрица. Поэтому тако-
вой является и матрица A(t). Наконец заметим, что формулами (3.10)–
(3.12) определяются все решения задачи Коши (3.14)–(3.16) с веще-
ственной симметричной матрицей A(0) ∈Mn(R). Теорема доказана.

Суммируя результаты этого раздела заключаем, что имеет место

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2.2)−(2.6). Пусть веществен-
ная симметричная матрица A(t), вектор-столбец B(t) и скалярная
функция C(t) определяются соответственно формулами (3.10)−(3.12).
Тогда уравнение пористой среды (нестационарной фильтрации) (3.7)
обладает точным неотрицательным решением (3.6).

Пример 1. Пусть вещественная симметричная A(t) является диаго-
нальной, т. е. A(t) = diag [a1(t), . . . , an(t)]. В этом случае система ОДУ
(3.5) принимает вид

ȧi(t) =

[
2ai(t) + λ

n∑
k=1

ak(t)

]
ai(t), ḃi(t) =

[
2ai(t) + λ

n∑
k=1

ak(t)

]
bi(t),

ċ(t) = λc(t)

n∑
k=1

ak(t) +

n∑
k=1

b2k(t), (3.37)

причем ai(t), bi(t), c(t) ∈ C1
(
R̄
+
)
для i = 1, 2, . . . , n, где λ ∈ R

+. Функ-

ции ai(t) будем отыскивать в следующем виде ai(t) =
1

si(t)

[
n∏
j=1

sj(t)

]−λ
2

.

Тогда первые n уравнений системы ОДУ (3.37) запишутся

ṡi(t) = −2

[
n∏
j=1

sj(t)

]−λ
2

. (3.38)

Следовательно, справедлива цепочка равенств ṡ1(t) = ṡ2(t) = . . . =
ṡn(t) и для j = 1, 2, . . . , n− 1 имеют место соотношения

sj(t) = cj + sn(t), cj ∈ R. (3.39)

В итоге, система ОДУ (3.38) с учетом (3.39) сводится к квадратурам

∫ [
sn

n−1∏
j=1

(sn + cj)

]λ
2

dsn = T − 2t, T ∈ R. (3.40)
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Если все cj = 0, то из (3.39), (3.40) имеем sj(t) =
[
T−(λn+2)t

] 2
λn+2

+

, λ ∈
R
+. Таким образом, в этом частном, уравнение (3.7) обладает решением

u(x, t) =

[
|x+ b|2

2 [T − (λn+ 2)t]
+ c

[
T − (λn+ 2)t

]− λn
λn+2

+

] 1
λ

+

,

где b ∈ R
n — произвольный постоянный вектор; c ∈ R.

Теперь рассмотрим случай, когда cj �= 0 и квадратура (3.40) при
фиксированном n ∈ N интегрируется в явном виде. Пусть λ = 2, n = 2.
Тогда из формул (3.39), (3.40) получим

s1(t) = r(t) +
c1
2
, s2(t) = r(t)− c1

2
, c1 ∈ R \ {0},

где

r(t) =
1

2

[
θ(t)
] 1
3 +

c21
2

[
θ(t)
]− 1

3 ,

θ(t) = 12(T − 2t)− c31 + 2

[
36(T − 2t)2 − 6(T − 2t)c31

] 1
2

+

.

Отсюда следует, что уравнение нелинейной теплопроводности

ut = ∇ · (u2∇u) , u = u(x, t) : Ω× R̄
+ → R

+, x ∈ R
2,

имеет точное неотрицательное решение вида

u (x1, x2, t) =

[
x21(

r(t) + c1
2

) (
r2(t)− c21

4

) +
x22(

r(t)− c1
2

) (
r2(t)− c21

4

)+

2c2 exp b1(t) + 2c3 exp b2(t) + 2ξ(t)

] 1
2

+

,

где b1(t) = 6ϕ(t)− c1ψ(t), b2(t) = 6ϕ(t) + c1ψ(t),

ϕ(t) =

∫
r(t) dt(

r2(t)− c21
4

)2 , ψ(t) =

∫
dt(

r2(t)− c21
4

)2 ,
ξ(t) =

[
c22

∫
v(t) dt + c23

∫
w(t) dt+ c4

]
exp
[
4ϕ(t)

]
,

v(t) = exp
[
8ϕ(t)− 2c1ψ(t)

]
, w(t) = exp

[
8ϕ(t) + 2c1ψ(t)

]
,

cl ∈ R, l = 1, 2, 3, 4.
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Отметим, что при определенных предположениях полученные решения
могут уходить на бесконечность за конечное время, т. е. имеет место
так называемый режим с обострением [5; 19].
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Abstract. In paper the multidimensional equation of nonlinear heat conductivity
is investigated. This equation is presented in the form of the overdetermined system
of the differential equations with partial derivatives (the number of the equations are
more than number of required functions). It is known that the overdetermined system
of the differential equations can be not compatible, at it can not exist any solution.
Therefore, for establishment of the fact of existence of solutions and degree of their
arbitrariness the analysis of this overdetermined system of the differential equations is
carried out. As a result of the conducted research not only sufficient, but also necessary
and sufficient conditions of compatibility of the overdetermined system of the differential
equations with partial derivatives are received. On the basis of these results with use
of the equation of Liouville and the theorem of a necessary and sufficient condition of
potentiality of the vector field the approach allowing to construct in some cases exact
non-negative solutions of the multidimensional equation of nonlinear heat conductivity
with a final velocity of propagation of perturbations is stated. Among the constructed
exact decisions are available also such which are not invariant from the point of view
of groups of pointed transformations and Lie-Bäcklund’s groups. The special attention
is paid to the equation with degree-like coefficient of nonlinear heat conductivity. This
equation is the quasilinear parabolic equation with implicit degeneration. This equation
from the parabolic differential equation of the second order degenerates in the nonlinear
evolutionary equation of the first order like Hamilton-Jacobi.

Keywords: multidimensional nonlinear heat equation, finite velocity of propagation
of perturbation, exact nonnegative solutions.
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