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Аннотация. В классе гладких управляющих воздействий исследуется задача
оптимального управления системой полулинейных гиперболических уравнений пер-
вого порядка. Рассматривается случай, когда функция, входящая в правую часть
системы, определяется из управляемой системы обыкновенных дифференциальных
уравнений. Решение начально-краевой задачи понимается в обобщенном смысле
как решение интегральной системы уравнений, построенной на характеристиках
исходной гиперболической системы [4]. Управляющие воздействия стеснены пото-
чечными (амплитудными) ограничениями. Такие задачи возникают при моделиро-
вании ряда процессов химической технологии (расчет пусковых режимов химико-
технологических объектов, переходов от одного стационарного режима к друго-
му) [3].

С использованием методики [1] получено необходимое условие оптимальности
вариационного типа в классе допустимых гладких управлений для полулинейных
гиперболических систем первого порядка [2]. Для такого рода задач неприменимы
методы оптимального управления, основанные на использовании принципа макси-
мума Л.С. Понтрягина, его следствий и модификаций. Эти методы ориентированы
на классы разрывных управлений. Предлагаемый подход основан на использова-
нии специальных вариаций. Проварьированное управление обладает следующими
свойствами: 1) оно является гладким; 2) область его значений определяется об-
ластью значений исходного управления. Таким образом, обеспечивается гладкость
варьируемых управлений и выполнение ограничений. Предложена основанная на
необходимом условии схема метода улучшения допустимого управления и прове-
дена численная реализация на тестовом примере. Приведены результаты расчетов,
представлены графики решений. Проведенный численный эксперимент показал, что
предложенный метод улучшения гладких управляющих воздействий, которые удо-
влетворяют поточечным ограничениям, может эффективно применяться для реше-
ния данного класса задач.

Ключевые слова: гиперболическая система, оптимальное управление, необходи-
мое условие оптимальности, гладкие управления.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу оптимизации системы полулинейных гиперболи-
ческих уравнений первого порядка

∂x

∂t
+A(s, t)

∂x

∂s
= f(x(s, t), y(t), s, t), (1.1)

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1].

Здесь x = x(s, t) – n-мерная вектор-функция, A = A(s, t) – матрица
n× n, y(t) - m-мерная вектор-функция.
Предполагаем, что система 1.1 записана в инвариантном виде, то

есть матрица A(s, t) — диагональная. Дополнительно введем предполо-
жение, что диагональные элементы ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, матрицы
коэффициентов знакопостоянны в Π:

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1;

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2;

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

Составим две диагональные подматрицы: A+(s, t) размерности m1 ×
m1 и A−(s, t) размерности (n − m2) × (n − m2) из положительных и
отрицательных диагональных элементов матрицы A соответственно.
Из вектора состояния x = x(s, t) выделим два подвектора, соответ-
ствующих положительным и отрицательным диагональным элементам
матрицы A:

x+ = (x1, x2, . . . , xm1), x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn).

Начально-краевые условия для системы 1.1 зададим в следующем
виде

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; x+(s0, t) = η(t), x−(s1, t) = μ(t), t ∈ T. (1.2)

Функция y(t) определяется из управляемой системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

dy

dt
= g(y, u, t), t ∈ T,

y(t0) = y0. (1.3)
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований (грант РФФИ № 14-01-00564).
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Задача рассматривается в классе гладких управляющих воздейст-
вий: управление u(t) непрерывно дифференцируемо на отрезке T и
удовлетворяет поточечным ограничениям следующего вида:

u(t) ∈ U, t ∈ T, (1.4)

где U — компакт из Er.
Целью задачи оптимального управления является минимизация

функционала

J(u) =

∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+

∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt, (1.5)

определенного на решениях задачи 1.1–1.3 при допустимых управлени-
ях, удовлетворяющих условию 1.4.
Задача оптимального управления 1.1–1.5 рассматривается при сле-

дующих предположениях:
1) диагональные элементы ai(s, t), i = 1, 2, ..., n матрицы A непре-

рывно дифференцируемы в прямоугольнике Π;
2) вектор-функции η(t), μ(t) и x0(s) непрерывны соответственно на

T и S;
2) вектор-функция g = g(y, u, t) непрерывна по совокупности своих

аргументов и имееет непрерывные и ограниченные частные производ-
ные по y ∈ Em и u ∈ U ;
3) вектор-функция f(x, y, s, t) непрерывна по совокупности своих ар-

гументов и имеет непрерывные и ограниченные частные производные
по x ∈ En и y ∈ Em;
4)скалярные функции ϕ = ϕ(x, s), F = F (x, s, t), непрерывны по

совокупности своих аргументов и имеют непрерывные и ограниченные
частные производные по x ∈ En.
Решение начально-краевой задачи 1.1–1.2 понимается в обобщенном

смысле как решения интегральной системы уравнений, построенной на
характеристиках исходной гиперболической системы [4].

2. Формула приращения

Рассмотрим два допустимых процесса: базовый {u, y = y(t, u), x =
x(s, t, u)} и варьируемый {ũ = u+Δu, ỹ = y+Δy = y(t, ũ), x̃ = x+Δx =
x(s, t, ũ)}.
Обозначим

ΔJ(u) = J(ũ)− J(u).
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Очевидно, что

ΔJ(u) =

∫
S

Δϕ(x(s, t1), s) ds+

∫
Π

∫
ΔF (x, s, t) ds dt. (2.1)

Система в приращениях имеет вид:(
dΔx

dt

)
A

= Δf(x, y, s, t), (2.2)

Δx(s, t0) = Δx+(s0, t) = Δx−(s1, t) = 0.

dΔy

dt
= Δg(y, u, t), Δy(t0) = 0. (2.3)

Здесь
Δf(x, s, t) = f(x̃, ỹ, s, t)− f(x, y, s, t),

Δg(y, u, t) = g(ỹ(t), ũ(t), t)− g(y(t), u(t), t),

Проделаем ряд достаточно стандартных операций, обычно используе-
мых при выводе необходимых условий оптимальности первого порядка.
Введем скалярные функции

H(ψ, x, y, s, t) =< ψ, f(x, y, s, t) > −F (x, s, t),
h(p, y, u, t) =< p, g(y, u, t) >,

Потребуем, чтобы вектор-функции ψ(s, t), и p(t) являлись решения-
ми следующей сопряженной задачи:(

dψ

dt

)
A

+Asψ = −Hx(ψ, x, y, s, t), ψ(s, t1) = −∂ϕ(x(s, t1), s)
∂x

,

ψ−(s0, t) = 0, ψ+(s1, t) = 0, (2.4)

ṗ = −hy(p, y, u, t)−
s1∫

s0

Hy ds, p(t1) = 0. (2.5)

Тогда формула приращения примет вид:

ΔJ(u) = −
∫
T

Δũh(p(t), y(t), u(t), t) dt+ η. (2.6)
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Здесь

η =

∫
S

oϕ(||Δx(s, t1)||) ds−
∫
Π

∫
oH(||Δx(s, t)||) dsdt−

−
∫
Π

∫
oH(||Δy(t)||) dsdt−

∫
Π

∫
〈Δx̃Hy,Δy〉 dsdt−

−
∫
T

[oh(||Δy(t)||)+ < Δũhy(p(t), y(t), u(t), t),Δy(t) >] dt.

Справедливы следующие оценки приращений:

||Δy(t)|| ≤ K1

t∫
t0

||Δu|| dτ, (2.7)

где K1 = L2e
L1(t1−t0).

||Δx(s, t)|| ≤ K2

t∫
t0

t∫
t0

||Δu|| dτ, dτ, (2.8)

где K2 = K1e
M1(t1−t0). Здесь M1 – константа Липшица для функции f .

3. Необходимое условие оптимальности

Дальнейший вариационный анализ исследуемой задачи основан на
использовании неклассических вариаций, обеспечивающих гладкость
допустимых управлений. Проварьированное управление строится по
правилу [1]

uε,δ(t) = u(t+ εδ(t)), t ∈ T, (3.1)

ε ∈ [0, 1] – параметр, характеризующий малость вариации, δ(t) – непре-
рывно дифференцируемая функция, удовлетворяющая условиям

t0 ≤ t+ δ(t) ≤ t1, t ∈ T. (3.2)

Отметим свойства проварьированного управления 3.1.
Во-первых, оно является гладким. Во-вторых, область значений фун-

кции uε,δ(t) определяется областью значений исходного управления u(t).
Таким образом, управление uε,δ(t) допустимо. Имеет место поточечная
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сходимость: uε,δ(t) → u(t) при ε → 0 в каждой точке отрезка T для
любой δ(t), удовлетворяющей неравенству 3.2.
Последнее свойство позволяет характеризовать соответствующую

вариацию управления Δuε,δ(t) = uε,δ(t) − u(t) как нестандартную сла-
бую вариацию гладкой функции u(t): равномерно малая деформация
отрезка T «перемешивает» значения исходного управления, сохраняя
равномерную близость к нулю функции Δuε,δ(t) и ее производной

d

dt
Δuε,δ(t).

Выбирая управление по правилу 3.1 и используя разложение

Δu = u̇(t)εδ(t) + o(ε),

формула приращения целевого функционала с учетом оценок 2.7, 2.8
примет следующий вид:

ΔJ(u) = −ε
∫
T

〈hu, u̇(t)〉δ(t) dt+ o(ε).

Отсюда, в силу произвольности δ(t), следует

Теорема 1. Пусть процесс {u, y, x} является оптимальным в рас-
сматриваемой задаче. Тогда выполняется условие

〈hu(p(t), y(t), u(t), t), u̇(t)〉 = 0, t ∈ T, (3.3)

где p(t) решение сопряженной задачи 2.4,2.5 при u = u(t).

4. Схема метода

Остановимся подробнее на алгоритме, использующем необходимое
условие оптимальности в форме 3.3.
Введем в рассмотрение скалярную функцию

ω(p(t), u(t), u̇(t), t) = 〈hu(p(t), u(t), t), u̇(t)〉.
Пусть задано начальное приближение из класса допустимых функ-

ций u0 = u0(t). Опишем k-ю итерацию метода, т.е. переход от uk(t) к
uk+1(t), k = 0, 1, 2, . . .. Для управления uk(t) вычисляются pk = pk(t),
ψk = ψk(s, t) решения сопряженной системы гиперболических уравне-
ний, строится ωk(t) = ω(pk(t), uk(t), u̇k(t), t). Если ωk(t) = 0, t ∈ T , то
управление uk удовлетворяет необходимому условию оптимальности,
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и алгоритм заканчивает свою работу. В противном случае определим
гладкую функцию δk(t) по правилу:

δk(t) =
(t− t0)(t1 − t)ωk

(t1 − t0)max
t∈T

|ωk| . (4.1)

Построим однопараметрическое семейство управлений
ukε(t) = uk(t+ εδk(t)) и решим задачу одномерной минимизации

εk : J(ukε) → min, ε ∈ [0, 1].

Следующее приближение находится по формуле

uk+1 = ukεk , k = 0, 1, 2, . . .

Утверждение о сходимости метода сформулировано в [1].

5. Численный эксперимент

Рассмотрим работу описанного выше метода на тестовом примере. В
квадрате [0, 1]× [0, 1] рассмотрим задачу оптимального управления

x1t + x1s = x2 − 2y1, x1(s, 0) = s, x1(0, t) = 0,

x2t = y2, x2(s, 0) = s2 + 1,

ẏ1 = −u, y1(0) = 1,

ẏ2 = uy1, y2(0) = 1,

Множество допустимых управлений — гладкие функции, удовлетворя-
ющие ограничениям типа включения u(t) ∈ [0; 4], t ∈ [0; 1].
Целевой функционал имеет вид

J(u) =

1∫
0

[(x1(s, 1)− θ∗1(s))
2 + (x2(s, 1)− θ∗2(s))

2] ds→ min
u∈U

,

где функции θ∗1(s), θ∗2(s) подсчитаны на управлении u∗(t) = 2 + t.
В качестве начального управления была выбрана функция

u0(t) = cos(8t) + 3 sin(t/1.26) + 1. Значение функционала J(u0) = 1.499.
Решение выполнялось описанным выше методом. На рис. 1, 2 пред-

ставлены результаты расчетов: значение целевого функционала на вы-
ходе процедуры J(uk(t)) = 0.000565, при этом max

t∈T
|ωk(t)| = 0, 039558,

методом проведено 123 итерации, причина остановки метода — неулуч-
шение значение функционала (Jk − Jk−1 > 10−6).
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Рис. 1.

Проведенный численный эксперимент показал, что предложенный
метод улучшения гладких управляющих воздействий может эффектив-
но применяться для решения данного класса задач.
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Рис. 2.
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A. V. Arguchintsev, V. P. Poplevko

On a Control Problem by Lumped-Parameter at the Right-
Hand Side of the Semi-Linear Hyperbolic System

Abstract. At the article an optimal control problem by a first order system of
semi-linear hyperbolic equations in the class of smooth control function is studied. A
function at the right-hand side of the system is determined by a control system of
ordinary differential equations. The initial-boundary value problem equivalent the system
of integral equations on the characteristics of the hyperbolic system [4] (generalized
solution). Control functions are satisfied the pointwise constraints. Such problems arise in
modeling of chemical technology processes [3]. We obtain necessary optimality conditions
of variational type by using the procedure [1] in the class of admissible smooth controls
for the first order semi-linear hyperbolic systems [2]. An optimal control methods based
on the maximum principle of Pontryagin do not use for such problems. These methods are
focused on classes of discontinuous control functions. The proposed approach is based on
the use of special variations which provide smooth control function and satisfaction the
pointwise constraints. The condition of optimality is proved, and a scheme of iterative
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methods is proposed. The numerical experiment is carried out. Numerical results are
presented by graphics of solutions. The numerical experiments show that the proposed
method of improving the smooth control functions can be effectively used to solve this
class of problems.

Keywords: hyperbolic systems, optimal control, necessary condition of optimality,
smooth control.
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