
Серия «Математика»
2017. Т. 20. С. 32—44

Онлайн-доступ к журналу:
http://isu.ru/izvestia

И З В Е С Т И Я

Иркутского
государственного

университета

УДК 510.67:514.116
MSC 03C07, 03C60, 03G15, 20N02
DOI https://doi.org/10.26516/1997-7670.2017.20.32

О детерминированных и поглощающих алгебрах

бинарных формул полигонометрических теорий∗

Д. Ю. Емельянов
Новосибирский государственный университет

С. В. Судоплатов
Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН,
Новосибирский государственный технический университет,
Новосибирский государственный университет,
Институт математики и математического моделирования МОН РК

Аннотация. Алгебры распределений бинарных изолирующих и полуизолирующих
формул являются производными структурами для данной теории. Эти алгебры от-
ражают бинарные связи между реализациями 1-типов, определяемые формулами
исходной теории. Тем самым возникает два вида взаимосвязанных классификаци-
онных вопросов: 1) по данному классу теорий определить, какие алгебры соответ-
ствуют теориям из этого класса, и классифицировать эти алгебры; 2) классифици-
ровать теории из класса в зависимости от определяемых этими теориями алгебр
изолирующих и полуизолирующих формул. При этом описание конечной алгебры
бинарных изолирующих формул однозначно влечет и описание алгебры бинарных
полуизолирующих формул.

В работе исследуются детерминированные, почти детерминированные и погло-
щающие алгебры бинарных формул полигонометрических теорий.

Доказываются характеризации детерминированности и почти детерминирован-
ности алгебры бинарных изолирующих формул полигонометрической теории. В ка-
честве следствия установлено, что любая группа порождает некоторую детерми-
нированную алгебру полигонометрической теории. Определяется понятие n-почти
детерминированной алгебры, приводятся примеры и свойства таких алгебр, дает-
ся описание таких алгебр для теорий графов правильных многогранников. Пока-
зано, что любая группа является группой сторон для некоторой тригонометрии,
обладающей 2-поглощающей алгеброй бинарных изолирующих формул.
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поддержки ведущих научных школ (проект НШ-6848.2016.1) и Комитета науки
Министерства образования и науки Республики Казахстан (грант №0830/ГФ4).
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В работе продолжается исследование алгебр бинарных формул [1; 2;
3; 4; 5]. Для полигонометрических теорий [6; 7] рассматриваются алгеб-
ры бинарных формул, исследуется специфика этих алгебр для теорий
полигонометрий пар групп.

В разделе 1 даются основные определения, относящиеся к детерми-
нированным и поглощающим алгебрам, а также приводятся некоторые
свойства этих алгебр. В разделе 2 доказывается характеризация детер-
минированности (теорема 1) и почти детерминированности (теорема 2)
алгебры бинарных изолирующих формул полигонометрической теории.
В качестве следствия (следствие 1) установлено, что любая группа по-
рождает некоторую детерминированную алгебру полигонометрической
теории. В разделе 3 определяется понятие n-почти детерминированной
алгебры, приводятся примеры и свойства таких алгебр, дается описание
таких алгебр для теорий графов правильных многогранников (теорема
3). В разделе 4 показано, что любая группа является группой сторон
для некоторой тригонометрии, обладающей 2-поглощающей алгеброй
бинарных изолирующих формул.

В работе без пояснений используется терминология, относящаяся к
алгебрам бинарных формул [1; 2], а также к полигонометриям [7; 8] и
их элементарным теориям [6; 7].

1. Детерминированные и поглощающие системы

Напомним [1; 2], что алгебра A бинарных формул теории называется
(почти) детерминированной, если для любых меток u и v множество
u · v одноэлементно (конечно). Для детерминированной алгебры A с
множеством меток U алгебра 〈U ; ∗〉 с операцией u∗v = w, где u·v = {w},
обозначается через A′.

В противовес к (почти) детерминированным алгебрам рассматрива-
ются поглощающие системы [1; 9].
IR-система P называется n-поглощающей при n ∈ ω \ {0}, если

для любых ненулевых меток u1, . . . , un из µ(p1, p2), . . . , µ(pn, pn+1)
соответственно, p1, . . . , pn+1 ∈ R, выполняются следующие условия:
• если некоторая метка ui отрицательна, то

P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1)

совпадает с множеством µ−(p1, pn+1) всех отрицательных меток из
µ(p1, pn+1);
• если все метки ui положительны, то

P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1)
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содержит множество µ+(p1, pn+1) всех положительных меток из
µ(p1, pn+1) (т. е. P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) = µ+(p1, pn+1) или

P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) = µ+(p1, pn+1) ∪ {0}).

Назовëм IR-систему P почти n-поглощающей при n ∈ ω \ {0}, ес-
ли для любых ненулевых меток u1, . . . , un из µ(p1, p2), . . . , µ(pn, pn+1)
соответственно, p1, . . . , pn+1 ∈ R, выполняются следующие условия:
• если некоторая метка ui отрицательна, то множество

P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) \ µ−(p1, pn+1)

конечно;
• если все метки ui положительны, то множество

P (p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) \ µ+(p1, pn+1)

конечно.
Назовëм POSTCR-систему M n-поглощающей при n ∈ ω \ {0}, ес-

ли для любых ненулевых меток u1, . . . , un из µ(p1, p2), . . . , µ(pn, pn+1)
соответственно, p1, . . . , pn+1 ∈ R, выполняются следующие условия:
• если некоторая метка ui отрицательна, то множество

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1)

совпадает с множеством µ−(p1, pn+1) всех отрицательных меток из
µ(p1, pn+1);
• если все метки ui положительны, то

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1)

содержит множество µ+(p1, pn+1) всех положительных меток из
µ(p1, pn+1);
• если все метки ui положительны или принадлежат U ′ и некоторая

метка ui принадлежит U ′, то

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1)

содержит множество (µ+)′(p1, pn+1) всех меток из U+ ∪ U ′, принадле-
жащих µ(p1, pn+1).

Назовëм POSTCR-систему M почти n-поглощающей при n ∈ ω\{0},
если для любых ненулевых меток u1, . . . , un из µ(p1, p2), . . . , µ(pn, pn+1)
соответственно, p1, . . . , pn+1 ∈ R, выполняются следующие условия:
• если некоторая метка ui отрицательна, то множество

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) \ µ−(p1, pn+1)

конечно;
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• если все метки ui положительны, то множество

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) \ µ+(p1, pn+1)

конечно;
• если все метки ui положительны или принадлежат U ′ и некоторая

метка ui принадлежит U ′, то множество

SI(p1, u1, p2, u2, . . . , un, pn+1) \ (µ+)′(p1, pn+1)

конечно.

Следующие свойства [1; 9] очевидны:

1. Любая n-поглощающая (IR- или POSTCR-) система M является
почти n-поглощающей.

2. Любая (IR- или POSTCR-) система M является одновременно по-
чти детерминированной и почти n-поглощающей тогда и только тогда,
когда в M множества µ−(p, q), µ+(p, q), (µ+)′(p, q) конечны.

3. Любая (IR- или POSTCR-) система M является 1-поглощающей
тогда и только тогда, когда каждое из множеств µ−(p, q), µ+(p, q),
(µ+)′(p, q) содержит не более одного элемента.

Предложение 1. [1; 9] Для любого n ∈ ω \ {0} если ассоциативная
система M (почти) n-поглощающая, то M является (почти) (n +
1)-поглощающей.

Обозначим через AbIR,n (AbSIR,n, AAbIR,n, AAbSIR,n, соответствен-
но) класс ассоциативных n-поглощающих IR-систем (n-поглощающих
SIR-систем, почти n-поглощающих IR-систем, почти n-поглощающих
SIR-систем). По предложению 3.18.0.1, справедливы включения

AbIR,n ⊆ AAbIR,n, AbSIR,n ⊆ AAbSIR,n,

AbIR,n ⊆ AbIR,n+1, AbSIR,n ⊆ AbSIR,n+1,

AAbIR,n ⊆ AAbIR,n+1, AAbSIR,n ⊆ AAbSIR,n+1, n ∈ ω \ {0}.
Отметим, что все эти включения являются строгими [1; 9].

2. Детерминированные и почти детерминированные алгебры
бинарных изолирующих формул полигонометрических

теорий

В этом и следующих разделах рассматриваются алгебры A бинарных
изолирующих формул элементарных теорий T (pm) полигонометрий pm
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и, в частности, элементарных теорий T (trm) тригонометрий trm пар
групп (G1, G2).

Так как любая теория T (pm) имеет единственный 1-тип p, ее ал-
гебра A бинарных изолирующих формул совпадает с моноидом Pν(p),
имеющим лишь неотрицательные метки.

Замечание 1. Для тригонометрических теорий бинарные изолиру-
ющие формулы задаются предикатами Qg, где g — элементы группы
сторон G1. При перемножении Qg и Qg′ образуется множество парамет-
ров сторон треугольников, у которых две стороны имеют параметры g
и g′, а параметры углов варьируются произвольно в рамках группы G2.

Алгебра Pν(p) бинарных изолирующих формул полигонометричес-
кой теории, вообще говоря, не сводится к указанным перемножениям,
поскольку многоугольники могут не распадаться на треугольники и,
следовательно, перемножения для меток u и v, задаваемых параметра-
ми

(g1, α1, . . . , αk−1, gk),

(g′1, α
′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m)

двух ломаных, определяют множество меток w, задаваемых парамет-
рами

(g1, α1, . . . , αk−1, gk, β, g
′
1, α

′
1, . . . , α

′
m−1, g

′
m)

с произвольным β ∈ G2.

Напомним, что через c(pm) обозначается число компонент связности
полигонометрии pm.

Теорема 1. Алгебра Pν(p) бинарных изолирующих формул полигоно-
метрической теории T (pm) детерминирована тогда и только тогда,
когда выполняется какое-либо из следующих условий:

(1) |G1| = 1 и c(pm) ≤ 2;
(2) 1 < |G1| < ω, |G2| = 1 и c(pm) = 1;
(3) |G1| ≥ ω и |G2| = 1.

При этом в случае (1) алгебра P′
ν(p) изоморфна единичной группе или

группе Z2, а в случаях (2) и (3) эта алгебра изоморфна группе G1.

Доказательство. Если |G1| = 1 и c(pm) ≤ 2, то алгебра Pν(p) имеет
не более двух меток: 0 и 1, и эти метки соответствуют изолирующим
формулам (x ≈ y) и ¬(x ≈ y). При наличии лишь метки 0 детермини-
рованность алгебры Pν(p) с умножением 0 ·0 = {0} очевидна, равно как
и для алгебры Pν(p) с метками 0 и 1, где 0 · 0 = {0}, 0 · 1 = 1 · 0 = {1},
1 · 1 = {0}. Приведенные правила умножения означают, что алгебра
P′

ν(p) изоморфна единичной группе или группе Z2.

Если 1 < |G1| < ω, |G2| = 1 и c(pm) = 1, то полигонометрия pm
состоит из одной и при этом конечной линии l. Тогда действие группы
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G1 на линии l исчерпывает список изолирующих формул, и эти фор-
мулы соответствуют предикатам Qg = {(p1, p2) | p2 = p1g}, g ∈ G1. Так
как Qg ◦Qg′ = Qgg′ , g, g

′ ∈ G1, умножение меток ug и ug′ для Qg и Qg′

задается соотношением ug ·ug′ = ugg′ . Это влечет детерминированность
алгебры Pν(p), а также изоморфизм P′

ν(p) ≃ G1.

Для случая |G1| ≥ ω и |G2| = 1 повторяем рассуждение, предна-
значенное для случая (2), независимо от значения c(pm). При этом
значение c(pm) перестает быть формульно определимым и не влияет на
элементарную эквивалентность. Снова получаем детерминированность
алгебры Pν(p), а также изоморфизм P′

ν(p) ≃ G1.

Предположим теперь, что ни одно из условий (1)–(3) не выполняется.
Если |G1| = 1 и c(pm) ≥ 3, то алгебра Pν(p) с метками 0 и 1, бу-

дучи алгеброй отношения эквивалентности [3], имеющего не менее трех
классов, задается следующей таблицей:

∗ 0 1

0 {0} {1}

1 {1} {0,1}

Так как |1 · 1| > 1, алгебра Pν(p) не является детерминированной.
Если 1 < |G1| < ω и |G2| ≥ 2, то для любого неединичного элемента

g ∈ G1 и меток ug, ug−1 имеет место |ug · ug−1 | ≥ 2, поскольку переход
по Qg ◦Qg−1 , с одной стороны, возможен по фиксированной линии, т. е.
0 ∈ ug · ug−1 , а с другой — по двум разным линиям: Qg — по одной
линии, а Qg−1 — по другой, порождая ненулевую метку v ∈ ug · ug−1 .
Таким образом, алгебра Pν(p) не является детерминированной.

Если 1 < |G1| < ω, |G2| = 1 и c(pm) > 1, то каждая линия определяет
конечный, мощности |G1|, класс эквивалентности E, и, в силу c(pm) >
1, таких классов эквивалентности имеется не менее двух. Перемножая
метку u для формулы ¬E(x, y) с меткой u, получаем |u · u| ≥ |G1|, так
как при возврате на исходную линию l имеют место переходы по меткам
ug, g ∈ G1.

Если |G1| ≥ ω и |G2| ≥ 2, то, повторяя рассуждение выше, независи-
мо от значения c(pm), также получаем недетерминированность алгебры
Pν(p).

Непосредственно из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Любая группа изоморфна некоторой алгебре P′
ν(p).

Теорема 2. Алгебра бинарных изолирующих формул полигонометри-
ческой теории T (pm) почти детерминирована тогда и только тогда,
когда группа G1 одноэлементна или группа G2 конечна.
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Доказательство. Если группа G1 одноэлементна, то одноэлементны
компоненты связности полигонометрии pm. Тем самым, изолирующие
формулы исчерпываются формулами (x ≈ y) и ¬(x ≈ y). Из конечности
числа меток вытекает почти детерминированность алгебры Pν(p).

Если группа G2 конечна, то, пользуясь замечанием 1, получаем ко-
нечное число вариантов меток при совмещении двух ломаных, соответ-
ствующих меткам u и v, в ломаные, соответствующие меткам w ∈ u · v.
Тем самым, алгебра Pν(p) является почти детерминированной.

Если |G1| > 1 и |G2| ≥ ω, то уже при переходах от одной линии к
другой, с общей точкой, имеется бесконечно много меток, осуществля-
ющих такие переходы с различными углами g2 ∈ G2. Тем самым, любое
множество ug ·ug′ , где g, g′ ∈ G1 \{e}, является бесконечным, и, значит,
алгебра Pν(p) не является почти детерминированной.

Замечание 2. Согласно теореме 2 каждая полигонометрия с конечны-
ми компонентами связности имеет теорию с почти детерминированной
алгеброй бинарных изолирующих формул.

3. n-Почти детерминированные алгебры бинарных
изолирующих формул. Алгебры для правильных

многогранников

Определение 1. Система Pν(p) называется n-почти детерминирован-

ной (n ∈ ω), если множество uv имеет не более n элементов для любых
меток u, v ∈ ρν(p).

Заметим, что счетно категоричные теории имеют n-почти детерми-
нированные алгебры, где n является верхней границей числа попарно
неэквивалентных бинарных изолирующих формул. При этом, как по-
казывают примеры с отношениями эквивалентности [3; 4], значения n
не ограничены в совокупности. В ряде примеров 2-почти детерминиро-
ванность алгебры описывается формулой uv = |u ± v|(mod d), где d —
диаметр графовой структуры. Формула uv = |u ± v|(mod d) работает
для теорий неорграфов, образующих циклы, для теорий ациклических
графов с транзитивной группой автоморфизмов, для кубических тео-
рий и т.д. [1; 7]. В целом это верно для теорий неорграфов, которые
базируются формулами, описывающими расстояния между элемента-
ми и при этом при последовательных переходах по этим формулам
расстояния складываются или вычитаются.

Отметим, что структуры и их теории могут не восстанавливаться по
указанному выше “простому” умножению: имеются различные теории
графов одного и того же диаметра d и с алгеброй, задаваемой форму-
лой uv = |u ± v|(mod d), например, для d = ∞, теории ациклических
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неорграфов с транзитивными группами автоморфизмов и с разной ко-
нечной валентностью вершин. Это верно и для любого конечного d > 0,
например, для теории d-мерного куба и теории неорграфа, образующего
цикл длины d, без каких-либо дополнительных ребер.

Ниже мы дадим описание алгебр бинарных изолирующих формул
для теорий графов правильных многогранников, анонсированное в [10].
Эти теории, как известно [7], являются полигонометрическими теория-
ми.

Определение 2. Для куба обозначим через Q алгебру 〈Q; ∗〉 с мно-
жеством меток ρν(p) = {0, 1, 2, 3} и задаваемую следующей таблицей:

∗ 0 1 2 3

0 {0} {1} {2} {3}

1 {1} {0,2} {1,3} {0,2}

2 {2} {1,3} {0,2} {1,3}

3 {3} {0,2} {1,3} {0,2}

Алгебра Q является 2-почти детерминированной.

Определение 3. Для тетраэдра обозначим через T алгебру 〈T ; ∗〉 с
множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2} и задаваемую следующей таблицей:

∗ 0 1 2

0 {0} {1} {2}
1 {1} {0, 1} {0, 1}
2 {2} {0, 1} {0, 1}

Алгебра T является 2-почти детерминированной.

Определение 4. Для октаэдра обозначим через O алгебру 〈O; ∗〉 с
множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2} и задаваемую следующей таблицей:

∗ 0 1 2

0 {0} {1} {2}
1 {1} {0, 1, 2} {0, 1, 2}
2 {2} {0, 1, 2} {0, 1, 2}

Алгебра O является 3-почти детерминированной.
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Определение 5. Для додекаэдра обозначим через D алгебру 〈D; ∗〉
с множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5} и задаваемую следующей
таблицей:

∗ 0 1 2 3 4 5

0 {0} {1} {2} {3} {4} {5}

1 {1} {0, 2} {2, 3} {1, 3, 4} {0, 2, 3, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

2 {2} {2, 3} {0, 1, 3, 4, 5} {0, 2, 3, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

3 {3} {1, 3, 4} {0, 2, 3, 5} {0, 1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {0, 1, 2, 3, 4, 5}

4 {4} {0, 2, 3, 5} {0, 1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {0, 1, 2, 3, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

5 {5} {0, 1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {0, 1, 2, 3, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {0, 1, 2, 3, 4}

Алгебра D является 6-почти детерминированной.

Определение 6. Для икосаэдра обозначим через I алгебру 〈I; ∗〉 с
множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2, 3} и задаваемую следующей табли-
цей:

∗ 0 1 2 3

0 {0} {1} {1, 2} {3}
1 {1} {0, 1, 2} {0, 2, 3} {1, 2, 3}
2 {2} {0, 2, 3} {0, 1, 2, 3} {0, 1, 2, 3}
3 {3} {1, 2, 3} {0, 1, 2, 3} {0, 1, 2, 3}

Алгебра I является 4-почти детерминированной.
Непосредственно проверяется, что указанные алгебры являются ал-

гебрами бинарных изолирующих формул теорий графов правильных
многогранников.

Тем самым описаны алгебры бинарных изолирующих формул для
теорий графов правильных многогранников:

Теорема 3. Для любой теории T правильных многогранников алгебра
B бинарных изолирующих формул задается ровно одной из следующих
алгебр: алгеброй Q, алгеброй T, алгеброй O, алгеброй D, алгеброй I.

4. Поглощающие алгебры бинарных изолирующих формул
полигонометрических теорий

Теорема 4. Для любой группы G1 существует тригонометрия trm =
trm(G1, G2,P) такая, что теория T (trm) обладает 2-поглощающей ал-
геброй бинарных изолирующих формул.
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Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что G1 —
неединичная группа. Зафиксируем эту группу и в качестве G2 возь-
мем свободную группу ранга λ = max{|G1|, ω} с λ свободными по-
рождающими fi. Аналогично [7, теорема 1.2.1] построим по индукции
тригонометрическое множество S для искомой тригонометрии trm. С
этой целью занумеруем все тройки (g1, g2, g3) неединичных элементов

группы G1, (gj1, g
j
2, g

j
3), j < λ. В соответствии с этой нумерацией на

начальном шаге с тройкой (g01 , g
0
2 , g

0
3) сформируем тригонометрическое

множество

S0 = GN

({(
g01 g02 g03
f0 f1 f2

)}
∪∆e(G1, G2)

)
. (4.1)

На каждом предельном шаге j построения в качестве Sj возьмем⋃
j′<j

Sj′ , а на каждом непредельном шаге j + 1 построения множества

S с новой тройкой (gj+1
1 , gj+1

2 , gj+1
3 ) свяжем тригонометрическое мно-

жество Sj+1, которое получается GN-замыканием тригонометрического
множества Sj с добавлением матрицы

(
gj+1
1 gj+1

2 gj+1
3

fk fk+1 fk+2

)
(4.2)

со свободными порождающими fk, fk+1, fk+2, которые не участвуют в
построении нетривиальных матриц из Sj . При этом взятием новых сво-
бодных порождающих из G2 для параметров углов будем заботить-
ся, чтобы в нетривиальных многоугольниках S любые две вершины
принадлежали некоторой линии. А именно, если g1, g2 — неединич-
ные параметры смежных сторон из S, с углом α между ними, то для
произвольно выбранного неединичного элемента g ∈ G1 и неиспользо-
ванных ранее свободных порождающих fl, fl+1 добавим к множеству Sj

(G1, G2)-треугольник (
g1 g2 g
α fl fl+1

)
.

В результате построения получаем тригонометрическое множество
S =

⋃
j

Sj , которое задает искомую 2-поглощающую тригонометрию trm.

Действительно, по построению (4.1), (4.2) каждое произведение ug1 ·ug2 ,
с неединичными элементами g1, g2 ∈ G1, содержит каждую метку ug3 ,
g3 ∈ G1 \ {e}.
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D. Yu. Emelyanov, S. V. Sudoplatov

On Deterministic and Absorbing Algebras of Binary Formulas

of Polygonometrical Theories

Abstract. Algebras of distributions of binary isolating and semi-isolating formulas
are derived structures for a given theory. These algebras reflect binary links between
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realizations of 1-types defined by formulas of the initial theory. Thus these are two sorts
of interrelated classification problems: 1) to define, for a given class of theories, what
algebras correspond to theories in this class and to classify these algebras; 2) to classify
theories in the class in the dependence of algebras of isolating and semi-isolating algebras
that defined by these theories. For the finite algebras of binary isolating formulas that
description implies the description for the algebra of binary semi-isolating formulas.

In the paper, we investigate deterministic, almost deterministic, and absorbing alge-
bras of binary formulas of polygonometrical theories.

The properties of determinism and almost determinism for algebras of binary isolating
formulas of polygonometrical theories are characterized. As corollary we have that any
group generates a deterministic algebra of a polygonometrical theory. The notion of n-
almost deterministic algebra is introduced, examples and properties of these algebras are
stated. A description of these algebras for theories of graphs of regular polyhedrons is
given. It is shown that any group is a side-group of a trigonometry with 2-absorbing
algebra of binary isolating formulas.

Keywords: algebra of binary formulas, deterministic algebra, absorbing algebra,
polygonometrical theory.
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