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В монографии [1] сформулирована проблема 17: «Вычислить ради-
кал кольца эндоморфизмов p-группы (сепарабельной p-группы)». Здесь
под радикалом кольца эндоморфизмов p-группы (сепарабельной
p-группы) понимается радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов дан-
ной группы, а под его вычислением подразумевается описание его эле-
ментов в терминах их действия на группе. В работах [10], [9], [5] и
[6] описываются элементы из радикала Джекобсона кольца эндомор-
физмов в терминах их действия на периодически полных p-группах,
на ω1-сепарабельных p -группах, на тотально проективных p -группах
и на достаточно проективных p -группах соответственно. Обзор этих
результатов можно найти, например, в [1]. В данной статье эта задача
рассматривается для сепарабельной p-группы и делимой периодической
группы. Для сепарабельной p-группы, в частности, получено некоторое
решение проблемы 17 [1].
Все группы, рассматриваемые здесь, являются абелевыми. Все поня-

тия, которые не поясняются, являются стандартными, их можно найти,
например, в монографиях [1], [2] или [3].
Введем некоторые обозначения: E(A)— кольцо эндоморфизмов груп-

пы A; Aut(A) — группа автоморфизмов группы A; J(E(A)) — радикал
Джекобсона кольца эндоморфизмов группы A; o(a)— порядок элемента
a; Tp(A) — p -компонента периодической части группы A; A[n] = {a ∈
A | na = 0} — подмножество элементов группы A; P (A) — множество
всех простых чисел p таких, что Tp(A) �= 0; hp(a), h

∗
p(a) — высота и

обобщённая p-высота элемента a.
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Напомним некоторые понятия. Произвольная группа A называется
сепарабельной, если любую её конечную подсистему {a1, . . . , an} можно
вложить в прямое слагаемое S группы A, являющееся прямой суммой
групп ранга 1.
Далее, для всякого порядкового числа σ под подгруппой pσG[p] груп-

пы G подразумевается подгруппа pσG ∩G[p].
Следующее свойство некоторых подгрупп будем использовать в

дальнейшем.

Замечание 1. Для всякого натурального числаm, порядкового числа
σ и простого числа p подгруппы mG, G[m], pσG и pσG[p] являются
вполне характеристическими в группе G.

Ниже показывается, что лемма 13.1 [10], доказанная Пирсом для
сепарабельных p-групп, будет справедлива и в более общем случае.

Предложение 1. Пусть G — редуцированная p -группа и α ∈ E(G).
Для того, чтобы α ∈ Aut(G) необходимо и достаточно выполнение
равенств kerα

⋂
G[p] = 0 и α(pσG[p]) = pσG[p] для любого порядкового

числа σ.

Доказательство. Поскольку необходимость очевидна, то докажем до-
статочность. Если α(x) = 0 и o(x) = pk, то o(pk−1x) = p и α(pk−1x) =
pk−1(α(x)) = 0. Таким образом, pk−1x ∈ kerα

⋂
G[p] = 0, что проти-

воречит порядку элемента x. Следовательно, kerα = 0. Покажем, что
α — сюръективное отображение. Рассмотрим произвольное y ∈ G, где
o(y) = pk, k ∈ N. Доказательство проведём индукцией по k. Пусть
k = 1 и h∗p(y) = σ, тогда из равенства α(pσG[p]) = pσG[p] следует
существование x ∈ pσG[p] такого, что α(x) = y. Пусть для любого
l ∈ N такого, что 1 ≤ l ≤ k − 1, утверждение справедливо. Пусть l = k
и рассмотрим элемент pk−1y, принадлежащий pσG[p] для некоторого
порядкового числа σ ≥ k − 1. Тогда из равенства α(pσG[p]) = pσG[p]
следует существование x1 ∈ pσG[p] такого, что α(x1) = pk−1y. Так как
σ ≥ k − 1, то pσG[p] ⊆ pσG ⊆ pk−1G. Поэтому, существует x ∈ G такой,
что x1 = pk−1x. Тогда pk−1y = α(x1) = αpk−1x и pk−1(y − αx) = 0.
Следовательно, o(y − αx) ≤ pk−1, и, по предположению индукции, су-
ществует z ∈ G такой, что y − αx = αz, то есть y = α(x + z) ∈ imα.
Таким образом, imα = G и α ∈ Aut(G).

Далее под радикалом Джекобсона J(E(G)) кольца эндоморфизмов
E(G) будем понимать следующую его характеризацию: J(E(G)) = {α ∈
E(G) | ∀β ∈ E(G), (1− αβ) ∈ Aut(G)} [10, гл. 4, теорема 15.3].
Пирс в [10] для редуцированной p -группы G без элементов беско-

нечной p-высоты (то есть для сепарабельной p -группы) вводит идеал
H(G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G[p], hp(x) < ∞ ⇒ hp(x) < hp(αx)}. Здесь
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hp(x) < ∞ означает, что hp(x) = k для некоторого неотрицательного
целого числа k.
Пусть G — редуцированная p -группа. Введём по аналогии с идеалом

H(G) идеал H∗(G) = {α ∈ E(G) | ∀ 0 �= x ∈ G[p]⇒ h∗p(x) < h∗p(αx)}.
В следующем утверждении рассматривается более общий случай,

чем в [1, предложение 20.2].

Лемма 1. Пусть G — редуцированная p -группа, тогда J(E(G)) ⊆
H∗(G).

Доказательство. Допустим противное, то есть пусть существуют α ∈
J(E(G)) и 0 �= x ∈ G[p] такие, что h∗p(x) = h∗p(α(x)) = σ. Если σ — конеч-
ное порядковое число, то, как вытекает из доказательства предложения
20.2 [1], получаем противоречие с выбором элемента x. Пусть σ — беско-
нечное порядковое число. Представим группу G в виде: G =< b >

⊕
B.

Пусть a ∈< b >, h∗p(a) = k и o(a) = p. Тогда h∗p(α(x)+a) = h∗p(x+a) = k
и o(α(x) + a) = o(x + a) = p. Следовательно, существуют разложения
G =< c >

⊕
C =< d >

⊕
D, где α(x) + a ∈< c > и x + a ∈< d > .

Проводя аналогичные рассуждения как выше, находим эндоморфизм
ϕ ∈ E(G) такой, что ϕ :< c >→< d >, причём ϕ(α(x) + a) = x + a и
ϕC = 0. Тогда (1−ϕα)(x) = ϕ(a)−a.Представим элемент a в виде следу-
ющих разложений: a = nc+u = md+v, где nc ∈< c >, u ∈ C, md ∈< d >
и v ∈ D. Следовательно, имеем (1 − ϕα)(x) = ϕ(nc + u) − (md + v) =
(ϕ(nc) − md) + (−v), где ϕ(nc) − md ∈< c > и (−v) ∈ D. Так как
ϕ(nc) − md ∈< c >, то h∗p(ϕ(nc) − md) = s — конечное порядковое
число. Тогда h∗p((1−ϕα)(x)) = min{h∗p(ϕ(nc)−md), h∗p(−v)} ≤ s. Таким
образом, эндоморфизм (1− ϕα) группы G понизил высоту элемента x,
что приводит к противоречию.

Приведём лемму 14.5 [10], доказанную Пирсом.
Лемма 14.5. Пусть G — сепарабельная p-группа. Равенство

J(E(G)) = H(G) имеет место тогда и только тогда, когда выпол-
няется следующее условие (∗):

(∗) если x ∈ G[p], α ∈ H(G) и yn = x + α(x) + . . . + αn−1(x), то
существует y ∈ G такой, что hp(y − yn)→∞ при n→∞.
Последовательность {yn}n∈N , введённая Пирсом в данной лемме,

как будет показано ниже, играет существенную роль при описании эле-
ментов из радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной
p-группы.
Пусть G — сепарабельная p-группа и Sp(G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈

G[p], ∀β ∈ E(G) и yn = x + (αβ)(x) + . . . + (αβ)n−1(x), n ∈ N, по-
следовательность {yn}n∈N сходится}. Сходимость последовательности
{yn}n∈N рассматривается здесь в p-адической топологии группы G.
Напомним, что последовательность {gi}i∈N элементов группы G схо-

дится к пределу g ∈ G в p-адической топологии группы G, если для



О РАДИКАЛЕ ДЖЕКОБСОНА КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ 97

любого n ∈ N существует k ∈ N такое, что g − gi ∈ pnG как только
i ≥ k.
Докажем один из основных результатов данной работы.

Теорема. Радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной
p-группы G имеет вид J(E(G)) = Sp(G) ∩H(G).

Доказательство. Покажем, что J(E(G)) ⊆ Sp(G) ∩ H(G). Поскольку
J(E(G)) ⊆ H(G) (см. лемма 1), то осталось показать, что J(E(G)) ⊆
Sp(G). Рассмотрим произвольное α ∈ J(E(G)), тогда (1−αβ) ∈ Aut(G)
для любого β ∈ E(G). Следовательно, для любого x ∈ G[p] найдётся y ∈
G[p] такой, что (1−αβ)(y) = x. Пусть yn = x+(αβ)(x)+ . . .+(αβ)n−1(x)
для любого n ∈ N, тогда yn = x+(αβ)(x)+ . . .+(αβ)n−1(x) = (1+αβ+
. . .+ (αβ)n−1)(x) = (1+αβ + . . .+ (αβ)n−1)(1−αβ)(y) = (1− (αβ)n)(y).
Покажем, что y = lim

n→∞yn. Рассмотрим произвольное n ∈ N и k =

n + 1 покажем, что y − yi ∈ pnG для любого i ≥ k. Действительно,
y − yi = (αβ)i(y). Так как αβ ∈ H(G), то hp((αβ)i(y)) ≥ i ≥ k > n.
Следовательно, y − yi = (αβ)i(y) ∈ pnG, то есть y = lim

n→∞yn.
Докажем справедливость обратного включения. Пусть α ∈ Sp(G) ∩

H(G). Согласно определению радикала Джекобсона кольца E(G) и
предложению 1 достаточно показать, что для любого β ∈ E(G) выпол-
няется: 1) ker(1−αβ)⋂G[p] = 0; 2) (1−αβ)pnG[p] = pnG[p] для любого
n ∈ N. Покажем, что выполняется условие 1). Допустим противное, т.
е. пусть существует 0 �= x ∈ ker(1− αβ)⋂G[p]. Тогда (1− αβ)(x) = 0 и,
следовательно, hp((αβ)(x)) = hp(x). Последнее равенство противоречит
тому, что αβ ∈ H(G).
Проверим выполнение равенства 2). Пусть x ∈ pkG[p]. Так как α ∈

Sp(G), то последовательность {yn}n∈N сходится, где yn = x+ (αβ)(x) +
. . . + (αβ)n−1(x). Так как x ∈ pkG[p] и pkG[p] — вполне характери-
стическая подгруппа, то yn ∈ pkG[p] для любого n ∈ N. Пусть y =
lim
n→∞yn, тогда существует t ∈ N такое, что y − yn ∈ pkG[p] как только

n ≥ t. Следовательно, y ∈ pkG[p]. Тогда имеем hp((1 − (αβ))(y) − x) =
hp(((1 − (αβ))(yn) − x) + (1 − (αβ))(y − yn)) = hp(−(αβ)n(x) + (1 −
(αβ))(y − yn)) ≥ min{hp((αβ)n(x)), hp(y − yn)}. Здесь учитывалось то,
что y − yn ∈ pkG[p] (то есть y − yn ∈ G[p]) и αβ ∈ H(G), тогда
hp(1 − (αβ))(y − yn)) ≥ min{hp(y − yn), (αβ)(y − yn)} = hp(y − yn).
Так как hp((αβ)

n(x)) и hp(y − yn) стремятся к ∞ при n → ∞, то
hp((1 − (αβ))(y) − x) = ∞. Следовательно, (1 − (αβ))(y) − x = 0 по-
скольку G — сепарабельная p-группа. Таким образом, x = (1 − αβ)y
и справедливо равенство (1 − αβ)pkG[p] = pkG[p] для любых k ∈ N и
β ∈ E(G). Следовательно, (1 − αβ) ∈ Aut(G) для любого β ∈ E(G), то
есть α ∈ J(E(G)).
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Из теоремы следует, что радикал Джекобсона кольца эндоморфиз-
мов сепарабельной p-группы G в точности совпадает с множеством
всех элементов α ∈ H(G), для которых выполняется следующее усло-
вие: для любых x ∈ G[p] и β ∈ E(G) последовательность {yn}n∈N
сходится в группе G, где yn = x + (αβ)(x) + . . . + (αβ)n−1(x). Это
условие будем называть условием Пирса. Заметим также, что существу-
ют сепарабельные p-группы G, в которых множество всех элементов
α ∈ H(G), удовлетворяющих условию Пирса, не совпадает с H(G). На-
пример, если G — неограниченная группа, являющаяся прямой суммой
циклических p-групп [1, следствие 20.6], то есть в этом случае имеем
(Sp(G)

⋂
H(G)) � H(G).

Следующее утверждение показывает, что лемма 14.5 [10] является
следствием теоремы.

Следствие 1. Для сепарабельной p-группы G следующие условия эк-
вивалентны:
1) J(E(G)) = H(G);
2) если x ∈ G[p], α ∈ H(G) и yn = x + α(x) + . . . + αn−1(x), то суще-
ствует y ∈ G такой, что h(y − yn)→∞ при n→∞;
3) H(G) ⊆ Sp(G).

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) непосредственно
следует из [10, лемма 14.5]. Эквивалентность условий 1) и 3) вытекает
из теоремы.

Доказательство следующего утверждения аналогично доказатель-
ству предложения 1, но для полноты изложения приведём его.

Лемма 2. Пусть G — делимая p -группа и α ∈ E(G). Для того,
чтобы α ∈ Aut(G) необходимо и достаточно выполнения равенств
kerα

⋂
G[p] = 0 и α(G[p]) = G[p].

Доказательство. Необходимость. Первое равенство получим из опре-
деления автоморфизма группы G. Включение α(G[p]) ⊆ G[p] следует
из замечания 1. Пусть x ∈ G[p]. Так как α ∈ Aut(G), то x = α(α−1x).
Поскольку α−1x ∈ G[p] (см. замечание 1), то x ∈ α(G[p]).
Докажем достаточность. Если α(x) = 0 и o(x) = pk, то o(pk−1x) = p и

α(pk−1x) = 0. Тогда pk−1x ∈ kerα
⋂
G[p] = 0, что противоречит порядку

элемента x. Следовательно, kerα = 0. Покажем, что α — сюръективное
отображение. Рассмотрим произвольное y ∈ G, где o(y) = pk, k ∈ N.
Доказательство проведём индукцией по k. Пусть k = 1, тогда из ра-
венства α(G[p]) = G[p] следует существование x ∈ G[p] такого, что
α(x) = y. Пусть для любого l ∈ N такого, что 1 ≤ l ≤ k−1, утверждение
справедливо. Пусть l = k и рассмотрим элемент pk−1y, принадлежа-
щий G[p]. Тогда из равенства α(G[p]) = G[p] следует существование
x1 ∈ G[p] такого, что α(x1) = pk−1y. Так как G — делимая p -группа, то



О РАДИКАЛЕ ДЖЕКОБСОНА КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ 99

G = pk−1G. Следовательно, существует x ∈ G такой, что x1 = pk−1x.
Тогда pk−1y = α(x1) = αpk−1x и pk−1(y − αx) = 0. Следовательно,
o(y − αx) ≤ pk−1, и, по предположению индукции, существует z ∈ G
такой, что y − αx = αz, то есть y = α(x + z) ∈ imα. Таким образом,
imα = G и α ∈ Aut(G).

Замечание 2. Если G — делимая p -группа, то J(E(G)) = pE(G) [7,
лемма 2.2].

Пусть G — делимая p -группа. Рассмотрим идеал в кольце эндомор-
физмов этой группы Lp(G) = {α ∈ E(G) | G[p] ⊆ kerα}.
Предложение 2. Пусть G — делимая p-группа, тогда J(E(G)) =
Lp(G).

Доказательство. Покажем, что J(E(G)) ⊆ Lp(G). Пусть α ∈ J(E(G))
и допустим противное, то есть пусть α �∈ Lp(G). Последнее означает,
что существует 0 �= x ∈ G[p] \ kerα. Тогда α(x) = (pα1)(x) = α1(px) = 0
и, следовательно, x ∈ kerα, что противоречит выбору элемента x.
Покажем, что J(E(G)) ⊇ Lp(G). Для этого необходимо доказать, что

(1 − αβ) ∈ Aut(G) для произвольных α ∈ Lp(G) и β ∈ E(G). Согласно
лемме 2 покажем 1): ker(1− αβ)⋂G[p] = 0. Рассмотрим произвольный
элемент x ∈ ker(1−αβ)⋂G[p], тогда (1−αβ)(x) = 0. Следовательно, x =
(αβ)(x) = α(β(x)) = 0, поскольку β(x) ∈ G[p] ⊆ kerα. Покажем 2): (1−
αβ)(G[p]) = G[p]. Поскольку (1−αβ)(G[p]) ⊆ G[p], то для произвольного
y ∈ G[p] имеем (1 − αβ)(y) = y − α(β(y)) = y (так как β(y) ∈ G[p] ⊆
kerα).

Заметим также, что некоторое описание радикала Джекобсона коль-
ца эндоморфизмов делимой p-группы бесконечного ранга можно найти
в работе [8].

Замечание 3. Пусть G = ⊕
p∈P (G)

Tp(G) — периодическая группа. Тогда

E(G) =
∏

p∈P (G)

E(Tp(G)) и J(E(G)) =
∏

p∈P (G)

J(E(Tp(G))).

Доказательство. Следует из [3, §106, упр. 4(а)] и [4, часть 4, §15, упр.
4].

Следствие 2. Пусть G — делимая периодическая группа, тогда

J(E(G)) =
∏

p∈P (G)

Lp(Tp(G)).

Доказательство. Следует из замечания 3 и предложения 2.
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