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Аннотация. Рассматривается управляемая система нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, не разрешенная относительно производной искомой
вектор-функции и тождественно вырожденная в области определения. Допускается
произвольно высокий индекс неразрешенности. Получены условия локальной R-
управляемости в ноль (ноль-управляемости в пределах множества достижимости)
такой системы по ее первому линейному приближению. Показано, что в линейном
случае R-управляемость влечет за собой локальную R-управлемость в ноль.

Ключевые слова: дифференциально-алгебраические уравнения; нелинейная си-
стема; R-управляемость по первому приближению

1. Введение

Рассматривается система нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений

F (t, x(t), x′(t), u(t)) = 0, t ∈ I = (a0 − ε, a0 + ε), (1.1)

где n-мерная вектор-функция F (t, x, y, u) определена в области

D = {(t, x, y, u) : t ∈ I; ‖x‖, ‖y‖, ‖u‖ < K0} ⊂ R
2n+l+1;

x(t) — искомая n-мерная вектор-функция; u(t) — l-мерная функция
управления; K0, ε — положительные константы. Здесь и далее исполь-
зованы обозначения: ‖ ∗ ‖ — одна из норм в евклидовом пространстве,

φ′(t) =
d

dt
φ(t), φ(i)(t) =

(
d

dt

)i

φ(t) ∀φ(t) ∈ C
i(I).

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 10-01-00132.
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Предполагается, что F (t, x, y, u) имеет в D достаточное число непре-
рывных частных производных по каждому из своих аргументов и

det
∂F (t, x, y, u)

∂y
= 0 ∀(t, x, y, u) ∈ D .

Cистемы такого рода называются алгебро-дифференциальными (АДС).
Мерой неразрешенности АДС относительно производной искомой век-
тор-функции служит целочисленная величина r : 0 ≤ r ≤ n, называе-
мая индексом.
Анализ проводится при допущении, что функция F обладает свой-

ством
F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I. (1.2)

Работа посвящена исследованию локальной R-управляемости в ноль
линейных и нелинейных АДС. R-управляемость (управляемость в пре-
делах достижимого множества) означает возможность перехода АДС
(1.1) из любого согласованного начального состояния в любое состояние
из достижимого множества за счет выбора вектор-функции управле-
ния. Под достижимым множеством понимается объединение по всем
возможным согласованным начальным векторам x0 всех множеств со-
стояний, в которые АДС может быть переведена из x0 за конечный
промежуток времени при соответствующих достаточно гладких управ-
лениях. Под локальной R-управляемостью в ноль подразумевается воз-
можность перехода АДС (1.1) из любого согласованного и достаточно
малого по норме начального состояния в ноль за счет выбора управле-
ния, подчиняющегося некоторому условию близости к нулю.
Начальное состояние

x(t0) = x0 (1.3)

(x0 ∈ Rn− заданный вектор) считается согласованным, если существу-
ет решение АДС (1.1), удовлетворяющее условию (1.3).
Исследование линейных и нелинейных АДС проводится в предпо-

ложении существования структурной формы, называемой ”эквивалент-
ной” [1, 2], в которой разделены ”алгебраическая” и ”дифференциаль-
ная” подсистемы.

2. Определения и обозначения

Определение 1. Система конечных уравнений

Fr(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr) =

=

⎛
⎜⎜⎝

F (t, x, y, u)
F1(t, x, y, z1, u, v1)

. . .
Fr(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr)

⎞
⎟⎟⎠ = 0, (2.1)
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в которой x, y, zj ∈ Rn; u, vj ∈ Rl, а функции Fj(t, x, y, z1, . . . , zj , u, v1,
. . . , vj) (j = 1, r) обладают свойством: для любых двух вектор–функций
φ(t) ∈ Cj+1(I), ψ(t) ∈ Cj(I) (n и l-мерной соответственно) таких,
что (t, φ(t), φ′(t), ψ(t)) ∈ D ∀t ∈ I,

Fj(t, φ(t), φ
′(t), φ′′(t), . . . , φ(j+1)(t), ψ(t), . . . , ψ(j)(t)) =

=

(
d

dt

)j

F (t, φ(t), φ′(t), ψ(t)),

называется r-продолженной системой по отношению к АДС (1.1).

Поставим в соответствие функции F (t, x, y, u) следующие объекты:
матрицу размеров n(r + 1)× nr
Γr,z = Γr,z(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr) =

(
∂ Fr/∂z1 . . . ∂ Fr/∂zr

)
,

квадратную матрицу порядка n(r + 1)

Γr,y = (∂ Fr/∂y Γr,z)

и матрицу размеров n(r + 1)× n(r + 2)

Γr,x = (∂ Fr/∂x Γr,y) .

В соответствии с предположением (1.2) точка t = a0, x = y = zj =
0, u = vj = 0 (j = 1, r) удовлетворяет продолженной системе (2.1).
Обозначим эту точку αr = (a0, 0, . . . , 0), тогда Fr(αr) = 0. Если при этом
rankΓr,x(αr) = n(r+ 1), то для системы (2.1) выполняются все условия
теоремы о неявной функции [3, c. 66], согласно которой из (2.1) можно
выразить n(r+1) компонент вектора colon (x, y, z1, . . . , zr) 1 (обозначим
их буквой ξ) как функции переменных t, u, v1, . . . , vr и остальных n
компонент этого вектора (будем обозначать их η):

ξ = ξ(t, η, u, v1, . . . , vr), (t, η, u, v1, . . . , vr) ∈ W, (2.2)

где W = I0 × W̃ ; I0 = (a0 − ε0, a0 + ε0) ⊆ I, 0 < ε0 ≤ ε; W̃ ⊂ Rn+l(r+1)

— окрестность точки η = 0, u = v1 = . . . = vr = 0;

colon (ξ, η) = P colon (x, y, z1, . . . , zr) ,

ξ ∈ Rn(r+1), η ∈ Rn, P – матрица перестановок строк.
Поскольку матрица Γr,x имеет размеры n(r + 1) × n(r + 2), то в

общем случае неособенный минор порядка n(r + 1) матрицы Γr,x(αr),
в соответствии с которым определяются функции (2.2), неединственен.

1 colon (c1, c2, . . . , cn) =
(
c�1 c�2 . . . c�n

)� .
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Будем искать этот минор следующим образом. В матрице Γr,y(αr) вы-
берем � = rankΓr,y(αr) (� ≤ n(r + 1)) линейно независимых столбцов,
в состав которых должно войти максимально возможное число первых
n столбцов этой матрицы. Дополним эти столбцы n(r + 1)− � линейно
независимыми столбцами вычисленной в точке αr матрицы ∂ Fr /∂x,
которая представляет собой первые n столбцов матрицы Γr,x(αr). По-
лученные n(r + 1) линейно независимых столбцов составят искомый
минор. При этом � ≥ nr.

Определение 2. Описанный выше неособенный минор порядка n(r+
1) матрицы Γr,x(αr) назовем разрешающим.

Далее функции (2.2) будем считать соответствующими разрешающе-
му минору.
Обозначим Γ̄r,z(t, η, u, v1, . . . , vr) матрицу, получающуюся при под-

становке функций (2.2) в Γr,z(t, x, y, z1, . . . , zr, u, v1, . . . , vr).

3. Эквивалентные формы

3.1. Нелинейная АДС

Пусть F (t, x, y, u) ∈ Cr+1(D). Кроме того, выполнены условия:
A) Fr+1(αr+1) = 0, rankΓr,x(αr) = n(r + 1);
B) rank Γ̄r,z(t, η, u, v1, . . . , vr) = ρ = const всюду в области W ;
C) разрешающий минор матрицы Γr,x(αr) включает в себя ρ столбцов
матрицы Γr,z(αr) и n первых столбцов матрицы Γr,y(αr).

Определение 3. Наименьшее целое r, при котором выполнены усло-
вия A), B), C), будем называть индексом АДС (1.1).

Определение 4. Вектор-функцию u(t) : I → Rl будем называть
допустимым управлением для АДС (1.1), если u(t) ∈ Cr(I) и ∀t ∈ I

colon
(
u(t), u′(t), . . . , u(r)(t)

)
∈ U , где U — некоторая окрестность нуля

в пространстве Rl(r+1).

Определение 5. Пусть u∗(t) — допустимое управление для АДС
(1.1). Решением системы F (t, x(t), x′(t), u∗(t)) = 0, t ∈ I, называется
n-мерная вектор-функция x∗(t) ∈ C1(I), обращающая это уравнение в
тождество на I при подстановке.

В статье [2] показано, что при выполнении определенных условий
АДС (1.1) эквивалентна в смысле решений системе

x′1(t) = f1(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), (3.1)
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x2(t) = f0(t, x1(t), u(t), u
′(t), . . . , u(r)(t)), t ∈ I0 ⊆ I, (3.2)

где функции f1 : W → Rn−d, f0 : W → Rd определены и имеют
в области W непрерывные частные производные по каждому из сво-
их аргументов; colon(x1(t), x2(t)) = Qx(t), Q — матрица перестановок
строк. Там же указан способ построения системы (3.1), (3.2). Она полу-
чается как часть компонент неявной функции (2.2), удовлетворяющей
r-продолженной системе (2.1).
Зафиксируем точку t0 ∈ I0 и зададим для АДС (3.1), (3.2) начальные

данные
x1(t0) = x1,0, x2(t0) = x2,0, (3.3)

где x1,0 ∈ Rn−d, x2,0 ∈ Rd.
Предположим, что существуют векторы u0, v1,0, . . . , vr,0 ∈ Rl такие,

что выполняется равенство

x2,0 = f0(t0, x1,0, u0, v1,0, . . . , vr,0). (3.4)

Тогда управление u∗(t), удовлетворяющее ограничениям

u(t0) = u0, u
(j)(t0) = vj,0, j = 1, r, (3.5)

можно, в частности, искать в виде u∗(t) =
r∑

i=0
bi(t − t0)

i. Легко про-

верить, что коэффициенты bi ∈ Rl найдутся единственным образом:

b0 = u0, bj =
1

j!
vj,0. Очевидно, что при достаточно близких к нулю

значениях u0, vj,0 это управление будет допустимым.
Если задача (3.1)–(3.3) имеет на I0 решение x∗(t), соответствующее

допустимому управлению u∗(t), то должно выполняться включение(
x∗(t), x′∗(t), u∗(t)

)
∈ V ∀t ∈ I0,

где V ⊂ R2n+l — некоторая окрестность точки x = 0, y = 0, u = 0.
Для обеспечения этого условия векторы x1,0, x2,0, u0, vj,0 (j = 1, r) в
(3.3)–(3.5) должны быть по норме достаточно близкими к нулю.
Теорема, сфомулированная ниже, представляет собой достаточный

критерий локальной разрешимости задачи Коши (1.3) для АДС (1.1).

Теорема 1. [2] Пусть:
1) F (t, x, y, u) ∈ Cr+2(D);
2) выполнены условия A), B), C);
3) rankΓr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n.
Тогда ∀t0 ∈ I0 найдутся δ > 0 и τ = τ(t0) > 0 такие, что для любых

векторов x0 ∈ Rn, u0, vj,0 ∈ Rl (j = 1, r), удовлетворяющих связи (3.4)
и таких, что ‖x0‖, ‖u0‖, ‖vj,0‖ < δ, на интервале Iτ = (t0 − τ, t0 +



106 П. С. ПЕТРЕНКО

τ) ⊆ I0 определено решение x∗(t) ∈ C2(Iτ ) задачи (3.1), (3.2), (1.3),
где x0 = Q−1 colon (x1,0, x2,0). При этом x∗(t) является на Iτ решением
задачи (1.1), (1.3). В (3.1), (3.2) и (1.1) u(t) ∈ Cr(Iτ ) — допустимое
управление, удовлетворяющее ограничениям (3.5).

Определение 6. АДС (3.1), (3.2) будем называть эквивалентной
формой для системы (1.1) на интервале Iτ .

Определение 7. Начальное условие вида (1.3), удовлетворяющее со-
отношению (3.4), где colon(x1,0, x2,0) = Qx0, u0(t) = u(t0), vj,0 = u(j)(t0)
(j = 1, r), будем называть согласованным с системой (1.1).

3.2. Линейная АДС

Cвойство (1.2) позволяет определить матрицы

A(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂y
(t, 0, 0, 0), B(t) =

∂F (t, x, y, u)

∂x
(t, 0, 0, 0),

U(t) =
∂F (t, x, y, u)

∂u
(t, 0, 0, 0).

Тогда АДС

A(t)x′(t) +B(t)x(t) + U(t)u(t) = 0, t ∈ I, (3.6)

будет системой первого приближения для системы (1.1).
Матрицы

Dr,z(t)=

⎛
⎜⎜⎜⎝

C1
1A(t) O . . . O

C1
2A

′(t) + C2
2B(t) C2

2A(t) . . . O
...

...
. . .

...
C1

rA
(r−1)(t) + C2

rB
(r−2)(t) C2

rA
(r−2)(t) + C3

rB
(r−3)(t) . . . Cr

rA(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Dr,y(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

C0
0A(t) O⎛

⎜⎝
C0
1A

′(t) + C1
1B(t)

...
C0
rA

(r)(t) + C1
rB

(r−1)(t)

⎞
⎟⎠ Dr,z(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Dr,x(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎝

B(t)
B′(t)
...

B(r)(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ Dr,y(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠

являются соответственно аналогами матриц Γr,z, Γr,y и Γr,x для ли-
нейной системы (3.6). Здесь и далее Cj

i (i, j = 0, r) — биномиальные
коэффициенты.
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Определение 8. Система линейных алгебраических уравнений

Dr,x(t) colon(x, y, z1, . . . , zr) + Ur(t) colon(u, v1, . . . , vr) = 0,

где x, y, zj ∈ Rn; u, vj ∈ Rl, j = 1, r;

Ur(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

C1
1U(t) O . . . O

C1
2U

′(t) C2
2U(t) . . . O

...
...

. . .
...

C1
rU

(r)(t) C2
rU

(r−1)(t) . . . Cr
rU(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

называется r–продолженной системой по отношению к системе (3.6).

В статье [1] показано, что в некоторых предположениях существу-
ет определенный единственным образом линейный дифференциальный
оператор

R = R0(t) +R1(t)
d

dt
+ . . .+Rr(t)

(
d

dt

)r

(3.7)

с непрерывными на I коэффициентами, преобразующий систему (3.6)
к виду

x′1(t) + J1(t)x1(t) +
r∑

j=0

Hj(t)u
(j)(t) = 0, (3.8)

x2(t) + J2(t)x1(t) +
r∑

j=0

Gj(t)u
(j)(t) = 0, t ∈ I, (3.9)

где colon (x1(t), x2(t)) = Qx(t), вектор-функции x1(t) и x2(t) имеют
размерности n− d и d соответственно;

(
H0(t) H1(t) . . . Hr(t)
G0(t) G1(t) . . . Gr(t)

)
= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Ur(t),

(
J2(t)
J1(t)

)
= (R0 R1 . . . Rr)colon

(
B,B′, . . . , B(r)

)
Q

(
En−d

O

)
.

Кроме того, в [1] получена формула для вычисления коэффициентов
Rj(t), (j = 1, r), и показано, что оператор (3.7) имеет левый обратный.

Теорема 2. [1] Пусть:
1) A(t), B(t), U(t), u(t) ∈ C2r+1(I),
2) rankDr,z(t) = ρ = const ∀t ∈ I,
3) в матрице Dr,x(t) имеется разрешающий минор,
4) rankDr+1,y(t) = rankDr,y(t) + n ∀t ∈ I.
Тогда любое решение системы (3.6) будет решением системы (3.8),

(3.9) и наоборот.
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Определение 9. Систему (3.8), (3.9) будем называть эквивалент-
ной формой для АДС (3.6).

Теорема 2 позволяет получить критерий существования и единствен-
ности решения задачи (3.6), (1.3).

Следствие 1. Пусть выполнены все предположения теоремы 2. Для
того, чтобы задача (3.6), (1.3) имела решение, необходимо и доста-
точно выполнения равенства

x2,0 + J2(t0)x1,0 +
r∑

j=0

Gj(t0)u
(j)(t0) = 0, (3.10)

где colon(x1,0, x2,0) = Qx0. При этом, если решение задачи (3.6), (1.3)
существует, то оно единственно.

Определение 10. Начальное условие (1.3), удовлетворяющее равен-
ству (3.10), будем называть согласованным с системой (3.6).

Вернемся к АДС (1.1). Пусть имеют место все предположения тео-
ремы 1. Свойство (1.2) гарантирует, что в системе (3.1), (3.2)

f1(t, 0, . . . , 0) = 0, f0(t, 0, . . . , 0) = 0 ∀t ∈ I0.
Построим для АДС (3.1), (3.2) систему первого приближения.

x′1(t)− J̃1(t)x1(t)−
r∑

j=0

H̃j(t)u
(j)(t) = 0, (3.11)

x2(t)− J̃2(t)x1(t)−
r∑

j=0

G̃j(t)u
(j)(t) = 0, t ∈ I0, (3.12)

где J̃1(t) = ∂f1
∂x1

(t, 0, . . . , 0), J̃2(t) =
∂f0
∂x1

(t, 0, . . . , 0), H̃0(t) =
∂f1
∂u (t, 0, . . . , 0),

H̃j(t) = ∂f1
∂vj

(t, 0, . . . , 0), G̃0(t) = ∂f0
∂u (t, 0, . . . , 0), G̃j(t) = ∂f0

∂vj
(t, 0, . . . , 0),

j = 1, r.
Приведенная ниже теорема утверждает, что операции линеаризации

и перехода к эквивалентной форме перестановочны.

Теорема 3. [2] Пусть:
1) F (t, x, y, u) ∈ C2r+2(D);
2) выполнены условия A, B, C;
3) rankΓr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n ;
4) F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I.
Тогда системы (3.8), (3.9) и (3.11), (3.12) совпадают на некотором
достаточно малом интервале I0 = (a0 − ε0, a0 + ε0) ⊆ I, 0 < ε0 ≤ ε.
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4. Условия локальной R-управляемости в ноль

Определение 11. Система (3.8) называется полностью управляе-
мой на отрезке T = [t0, t1] ⊂ I, если для любых векторов x0, x1 ∈ Rn−d

найдется управление u(t) ∈ Cr(T ) такое, что решение системы (3.8)
будет удовлетворять условиям x1(t0) = x0, x1(t1) = x1.

Определение 12. Система (3.6) называется R-управляемой на от-
резке T ⊂ I, если для любого согласованного вектора начальных дан-
ных x0 и любой точки x1 из множества достижимости M найдется
управление u(t) такое, что решение x(t) системы (3.6) будет удовле-
творять условиям: x(t0) = x0, x(t1) = x1.
Вектор x1 ∈ Rn называется достижимым в момент t1 из вектора

начальных данных x0 ∈ Rn, если существует такое достаточно глад-
кое управление u(t), что решение задачи (3.6), (1.3) удовлетворяет
условию x(t1) = x1.
МножествоM(x0) ⊆ Rn называется множеством достижимости

из начального состояния x0 ∈ Rn, если оно состоит из векторов x1
достижимых из точки x0 в момент t1. Заметим, если начальные
данные не являются согласованными, то M(x0) = ∅.
Множество достижимости M определяется как объединение всех

множеств достижимости из всех возможных согласованных началь-
ных состояний [4].

В условиях теоремы 2 системы (3.6) и (3.8), (3.9) эквивалентны в
смысле решений. Согласно определению 12 любая АДС вида (3.6), в
эквивалентной форме которой (3.8), (3.9) отсутствует невырожденная
составляющая (3.8), всегда R-управляема. Если же подсистема (3.8)
присутствует (d < n), то под R-управляемостью АДС (3.6) можно по-
нимать полную управляемость системы (3.8).
Заметим, что в силу свойства (1.2) начальное условие x(t0) = 0

является согласованным как с системой (1.1), так и с системой (3.1),
(3.2). В условиях теоремы 1 для системы (1.1) можно сформулировать
следующее определение.

Определение 13. Система (1.1) (или система (3.1), (3.2)) называ-
ется локально R-управляемой в ноль на отрезке T = [t0, t1] ⊂ Iτ , если
существует δ > 0 такое, что для любого вектора x0 ∈ Rn−d: ‖x0‖ < δ
найдется такое допустимое управление u0(t), что существует реше-
ние системы

x′1(t) = f1(t, x1(t), u0(t), u
′
0(t), . . . , u

(r)
0 (t)), t ∈ T,

удовлетворяющее условиям x1(t0) = x0, x1(t1) = 0.

Рассмотрим систему (3.1), (3.2). Предположим, что функции f1 и f0
определены и имеют непрерывные частные производные по каждому
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из своих аргументов в T × V, где V — область изменения переменных
x1, u, u

′, . . . , u(r), представляющая собой некоторую окрестность точки
0 ∈ Rn+l(r+1).
В обозначениях

J1(t) = −∂f1
∂x1

(t, 0, 0, . . . , 0), J2(t) = −∂f0
∂x1

(t, 0, 0, . . . , 0),

Hi(t) = − ∂f1

∂u(i)
(t, 0, 0, . . . , 0), Gi(t) = − ∂f0

∂u(i)
(t, 0, 0, . . . , 0), i = 0, r,

(4.1)
АДС (3.8), (3.9) будет системой первого приближения для системы
(3.1), (3.2).

Лемма 1. Пусть:
1) функции f1(t, x1, u, u′, . . . , u(r)) и f0(t, x1, u, u′, . . . , u(r)) определены и
имеют непрерывные частные производные по каждому из своих аргу-
ментов в области T × V;
2) f1(t, 0, 0, . . . , 0) = 0, f0(t, 0, 0, . . . , 0) = 0 ∀t ∈ T ;
3) система первого приближения (3.8), (3.9) для АДС (3.1), (3.2) R-
управляема на отрезке T .
Тогда система (3.1), (3.2) локально R-управляема в ноль на отрезке

T .

Доказательство. Рассмотрим систему (3.8). Выберем (n − d)-мерные
векторы pi = colon (0, . . . , 0, σi, 0, . . . , 0), где σi �= 0 — i–ая компонен-
та. Тогда векторы pi, i = 1, n− d, будут линейно независимы в Rn−d.
Условие 3) леммы означает, что система (3.8) полностью управляема
на отрезке T . По определению 11 для каждого i = 1, n− d найдется
управление vi(t) ∈ Cr(T ), гарантирующее существование единственно-
го решения системы

x′1(t) + J1(t)x1(t) +
r∑

j=0

Hj(t)v
(j)
i (t) = 0, t ∈ T, (4.2)

удовлетворяющего условиям

x1(t0) = pi, x1(t1) = 0. (4.3)

Формально построим управление

u(t, μ) =

n−d∑
i=1

μivi(t), (4.4)

где (μ1, . . . , μn−d) = μ — неизвестные параметры. Заметим, что при
достаточно близких к нулю значениях μi управление (4.4) будет допу-
стимым.
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Очевидно, что решение x1(t, μ) задачи

x1(t1) = 0

для системы

x′1(t, μ) = f1(t, x1(t), u(t, μ), u
′(t, μ), . . . , u(r)(t, μ)), (4.5)

существует и единственно при любых достаточно близких к нулю зна-
чениях параметров. В частности, при μ = 0, x1(t, 0) ≡ 0 на T . Кроме
того, функция x1(t, μ) в силу предположения 1) леммы будет иметь
непрерывные частные производные по μ1, . . . , μn−d.
Покажем, что параметр μ в (4.4) можно выбрать таким образом, что

решение системы (4.5) будет удовлетворять условию

x1(t0, μ) = x0 (4.6)

при любом векторе x0 ∈ Rn−d достаточно близком по норме к нулю.
Тем самым теорема будет доказана.
Продифференцируем тождество (4.5) по μ

d

dt

∂x1(t, μ)

∂μ
=
∂f1
∂x1

∂x1(t, μ)

∂μ
+

r∑
j=0

∂f1

∂u(j)
∂u(j)(t, μ)

∂μ
(4.7)

.
Подставим в (4.7) значение μ = 0. Принимая во внимание вытекаю-

щее из (4.4) равенство

∂u(j)

∂μ
(t, 0) =

(
v
(j)
1 (t) v

(j)
2 (t) . . . v

(j)
n−d(t)

)

и обозначения (4.1), получим

d

dt

∂x1
∂μ

(t, 0)+J1(t)
∂x1
∂μ

(t, 0)+
r∑

j=0

Hj(t)
(
v
(j)
1 (t) v

(j)
2 (t) . . . v

(j)
n−d(t)

)
= 0.

(4.8)
Из (4.8) следует, что столбцы ξi матрицы

∂x1
∂μ

(t, 0) = (ξ1(t) ξ2(t) . . . ξn−d(t))

являются решениями системы (4.2). В силу выбора в этой системе управ-
лений vi(t) упомянутые решения должны удовлетворять аналогам усло-
вий (4.3), т. е.

ξi(t0) = pi, ξi(t1) = 0, i = 1, n− d.
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Поэтому матрица(
∂x1
∂μ

(t0, 0)

)
= diag (σ1, σ2, . . . , σn−d) (4.9)

является неособенной.
Обратимся к равенству (4.6), которое будем рассматривать как си-

стему n−d уравнений c n−d неизвестными μ. Как было отмечено выше,
значения x0 = 0, μ = 0 удовлетворяют этой системе. В силу неособенно-
сти матрицы (4.9) для системы (4.6) выполняются все условия теоремы
о неявной функции, согласно которой при любых достаточно близких
к нулю значениях x0 найдется решение этой системы μ∗ = φ1(x0).

Теорема 4. Пусть выполнены все предположения теоремы 2. Если
система (3.6) R-управляема на отрезке T = [t0, t1], то она локально
R-управляема в ноль на этом отрезке.

Доказательство. Непосредственно из теоремы 2 следует, что если АДС
(3.6) R-управляема или локально R-управляема в ноль на отрезке T , то
система (3.8), (3.9) обладает тем же свойством. Справедливо и обратное,
т. е. при наличии соответствующего свойства управляемости у системы
(3.8), (3.9), то же свойство присуще и системе (3.6).
Очевидно, что любое решение системы (3.8) должно удовлетворять

соотношению

x1(t1) = Ω(t1)x1(t0) + Ω(t1))

t1∫
t0

Ω−1(τ)

⎛
⎝ r∑

j=0

Hj(τ)u
(j)(τ)

⎞
⎠ dτ,

где Ω(t) — матрицант системы (3.8), т. е. решение матричной задачи
Коши

Ω′(t) + J1(t)Ω(t) = 0, Ω(t0) = En−d.

Локальная R-управляемость в ноль АДС (3.6) или (3.8), (3.9) озна-
чает, что существует допустимое управление u(t), обеспечивающее вы-
полнение равенства

0 = Ω(t1)x1,0 +Ω(t1)

t1∫
t0

Ω−1(τ)

⎛
⎝ r∑

j=0

Hj(τ)u
(j)(τ)

⎞
⎠ dτ (4.10)

при любом векторе x1,0 ∈ Rn−d достаточно близком по норме к нулю.
В соответствии с изложенным выше R-управляемость АДС (3.6) рав-

носильна полной управляемости системы (3.8). Известно [5], что систе-
ма (3.8) вполне управляема на отрезке T , если и только если для любого
ненулевого вектора h ∈ Rn−d на T выполняется условие

h
Ω−1(t) (H0(t) H1(t) . . . Hr(t)) �≡ 0. (4.11)
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В (4.10) управление будем искать в виде

u(t) =

r∑
j=0

γj(t− c)s+j ,

где c �∈ T — фиксированное значение, s ≥ 0 — достаточно большое целое
число, γj ∈ Rl — неизвестные коэффициенты. Тогда

colon
(
u(t), u′(t), . . . , u(r)(t)

)
= Er(t) colon (γ0, γ1, . . . , γr) , (4.12)

где Er(t) =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

s!
s!(t− c)sEl

(s+1)!
(s+1)!(t− c)s+1El . . . (s+r)!

(s+r)!(t− c)s+rEl

s!
(s−1)!(t− c)s−1El

(s+1)!
s! (t− c)sEl . . . (s+r)!

(s+r−1)!(t− c)s+r−1El

...
...

. . .
...

s!
(s−r)!(t− c)s−rEl

(s+1)!
(s+1−r)!(t− c)s+1−rEl . . .

(s+r)!
s! (t− c)sEl

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Умножив (4.10) слева на матрицу Ω(t1)
−1 и подставив (4.12), полу-

чим

−x1,0 =
t1∫

t0

Ω−1(τ) (H0(τ) . . . Hr(τ)) Er(τ) colon (γ0, γ1, . . . , γr) .

В силу того, что матрица Er(t) обратима ∀t ∈ T , с учетом усло-
вия (4.11) и непрерывности матричных коэффициентов системы (3.8)
можно показать, что при достаточно большом значении s для всех
ненулевых h ∈ Rn−d выполняется соотношение h
N �= 0, где

N =

t1∫
t0

Ω−1(τ) (H0(τ) H1(τ) . . . Hr(τ)) Er(τ)dτ.

Последнее означает полноту строчного ранга матрицы N . Таким обра-
зом, при достаточно большом s система (4.10) разрешима относительно
неизвестных γ0, γ1, . . . , γr при любом векторе x1,0:

colon (γ0, γ1, . . . , γr) = −N

(
NN


)−1
x1,0. (4.13)

Все матрицы, фигурирующие в формулах (4.12), (4.13), либо по-
стоянны, либо непрерывны на T , а следовательно, ограничены на T .
Поэтому, выбирая значения x1,0 таким образом, чтобы ‖x1,0‖ < δ при
достаточно малом δ > 0, можно добиться того, чтобы построенное
управление u(t) было допустимым.
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Теорема 5. Пусть:
1) F (t, x, y, u) ∈ C2r+2(D), u(t) ∈ C2r+1(I);
2) F (t, 0, 0, 0) = 0 ∀t ∈ I;
3) выполнены условия A), B), C);
4) rankΓr+1,y(αr+1) = rankΓr,y(αr) + n.
Если система 1-го приближения (3.6) R-управляема или локаль-

но R-управляема в ноль на отрезке T = [t0, t1] ⊂ Iτ , то АДС (1.1)
является локально R-управляемой в ноль на этом отрезке.

Доказательство. В сделанных предположениях имеет место теорема 1,
согласно которой на интервале I0 АДС (1.1) эквивалентна системе (3.1),
(3.2). По отношению к системе (3.1), (3.2) АДС (3.11), (3.12) является
системой 1-го приближения.
Согласно лемме 1, если система (3.11), (3.12) R-управляема на неко-

тором отрезке T = [t0, t1], то система (3.1), (3.2) будет локально R-
управляемой в ноль на этом же отрезке.
Из теоремы 1 следует, что решения системы (3.1), (3.2) на некотором

интервале I0 будут также решениями системы (1.1) с начальными усло-
виями x(t0) = 0, x(t1) = x1 при одинаковом управлении. Это означает,
что из R-управляемости или локальной R-управляемости в ноль систе-
мы (3.11), (3.12) следует локальная R-управляемость в ноль системы
(1.1).
С другой стороны, система (3.6) является системой 1-го прибли-

жения для АДС (1.1). Система (3.6) и ее эквивалентная форма (3.8),
(3.9) обладают одними и теми же свойствами управляемости. По теоре-
ме 3 система (3.8), (3.9) и система (3.11), (3.12) совпадают на неко-
тором интервале Iτ ⊂ I0. Следовательно, они обладают свойствами
R-управляемости и локальной R-управляемости в ноль одновременно.
Отсюда следует, что R-управляемость или локальная R-управляе-

мость в ноль системы (3.6) на отрезке T ⊂ Iτ влечет за собой локальную
R-управляемость в ноль системы (1.1) на этом отрезке.
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In the linear case, it is shown that R-controllability implies local R-controllability to zero.
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