
Серия «Математика»
2011. Т. 4, № 4. С. 39—44

Онлайн-доступ к журналу:
http://isu.ru/izvestia

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

УДК 519.1
Комбинаторное тождество из теории
интегральных представлений в Cn

Г. П. Егорычев
Сибирский федеральный университет

Аннотация. В этой заметке с помощью метода коэффициентов Егорычева инте-
грального представления и вычисления комбинаторных сумм, развитого им к концу
1970-х гг., коротко вычислено несколько кратных комбинаторных сумм, частные
случаи которых ранее возникли в работах других авторов в теории интегральных
представлений в Cn, квантовой физике и теории дилатаций.
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В конце 1970-х гг. Г. П. Егорычев [1] разработал метод коэффициен-
тов, который нашел успешное применение при вычислении комбинатор-
ных сумм различного типа ([1, 7]; см. также [5, 2]). В работе [3] развита
теория интегральных представлений для голоморфных функций в ли-
нейно выпуклых областях D ⊂ Cn с кусочно-регулярной границей, что
позволило В. П. Кривоколёско в [4] найти серию комбинаторных тож-
деств для определённого семейства параметров интегральной области
D. В их числе следующее тождество
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где числовые параметры α1, α2,α3 удовлетворяют равенству α1 + α2 +
α3 = 1. В. П. Кривоколеско поставил вопрос о нахождении простого
доказательства следующего тождества (2), обобщающего тождество (1):
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для любых значений параметров s1, . . . , sn = 0, 1, 2, . . . , где числовые
параметры z1, . . . , zn удовлетворяют равенству

z1 + . . .+ zn = 1. (3)

Частными случаями (2) являются тождества В. Л. Шелковича в кван-
товой теории поля [6] и вероятностные тождества Д. Зейлбергера в
теории дилатаций (the wavelet theory) [8].
Здесь в теореме 1 с помощью метода коэффициентов найдена изящ-

ная формула интегрального представления (производящая функция)
для суммы (4), которая является естественным обобщением суммы в ле-
вой части тождества (2). Это позволило найти короткое аналитическое
доказательство искомого тождества (2) (лемма 2). Кроме того, найде-
но несколько интересных рекуррентных соотношений для вычисления
кратных комбинаторных сумм различного типа (леммы 3 и 4).

Теорема 1. Пусть сумма
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где действительный параметр α≥0, а комплексные параметры z1, . . . ,
zn удовлетворяют соотношению (3). Тогда производящая функция
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для последовательности {Ss (z;α)}si≥0 имеет вид
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Доказательство. Следуя схеме вычислений метода коэффициентов
найдём вначале интегральное представление для каждого сумманда
Rk (z) , k = 1, ..., n в (4) . Например,
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Таким образом,
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и c учётом (3) мы получаем требуемую формулу (6):
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Лемма 1. Тождество (2) справедливо.

Доказательство. Если обозначить выражение в левой части тождества
(2) через Ss (z) , то Ss (z) := Ss (z; 0) , и в соответствии с (6) мы имеем
для всех si ≥ 0, i = 1, . . . , n,

Ss (z) := restT0 (t) t−s1−1
1 . . . t−sn−1

n = rest
∏
i
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Лемма 2. Справедлива следующая формула суммирования для чисел
Ss (z;α) :

Ss (z;α+ 1)− z1Ss1−1,s2,...,sn (z;α+ 1)− . . .−
−znSs1,s2,...,sn−1 (z;α+ 1) = Ss (z;α) , α = 0, 1, 2, . . . . (8)

В частности, из (8) при α = 0 с учётом леммы 1 и соотношения
Ss (z; 0) := Ss (z) = 1 справедлива следующая рекуррентная формула:

Ss (z; 1) = 1 + z1Ss1−1,s2,...,sn (z; 1) + . . .+ znSs1,s2,...,sn−1 (z; 1) . (9)

Доказательство. Согласно (5) и (6) для любых si = 0, 1.2, . . .мы имеем

Ss (z;α) := restTα (t) (
∏

i
t−si−1
i ) =

= rest1,...,tn(1−
∑
i

ziti)
−α

∏
i
(1− ti)−1 t−si−1

i = (10)

= rest1,...,tn{(1−
∑
i

ziti)
−α−1

∏
i
(1− ti)−1}(1−

∑
i

ziti)(
∏

i
t−si−1
i ) =

= rest1,...,tnTα+1 (t) (1−
∑
i

ziti)(
∏

i
t−si−1
i ) =

(по линейности оператора rest)

=rest1,...,tnTα+1 (t)
∏

i
t−si−1
i −z1rest1,...,tnTα+1 (t) t−(s1−1)−1

1 (
∏

i �=1
t−si−1
i )−

− . . .− znrest1,...,tnTα+1 (t) t
−(sn−1)−1
n (

∏
i �=n

t−si−1
i )

(согласно определения (10))

= Ss (z;α+ 1)− z1Ss1−1,s2,...,sn (z;α+ 1)− . . .− z1Ss1,s2,...,sn−1 (z;α+ 1) .
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Лемма 3. Пусть Ss (z;α, β) есть числа, определяемые формулой (4),
где параметр α ≥ 0, а комплексные параметры z1, . . . , zn, β удовлетво-
ряют соотношению

z1 + . . .+ zn = β. (11)
Очевидно,

Ss (z;α, 1) := Ss (z;α) , Ss (z; 0, 1) := Ss (z) , (12)

Ss (z1, . . . zn;α, β) = Ss(z1/β, . . . zn/β;α), if β �= 0. (13)
Тогда производящая функция
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∑
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и справедлива следующая формула для чисел Ss (z;α, β) :

Ss (z;α, β) = (β − 1)Ss (z;α+ 1, 1) + Ss (z;α, 1) , α = 1, 2, . . . . (16)

Другими словами, если β /∈ {0, 1}, то c учётом (12) и (13) следующая
рекуррентная формула для чисел Ss (z;α) справедлива:

Ss (βz;α+ 1) =
1

β − 1
(Ss (z;α)− Ss (βz;α)) , α = 1, 2, . . . . (17)

Доказательство. Формула (15) непосредственно следует из (7) с учё-
том равенства (11). Таким образом, мы имеем
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= (β − 1)Tα+1 (t) + Tα (t) . (18)

Приравнивая коэффициенты при мономах ts11 . . . tsnn в правой и левой
частях равенства (18), получаем соотношение (16).

Замечание 1. Выше мы указали, что тождество (2) для сумм Ss(z),
как и его частные случаи, находят приложения в теории интегральных
представлений [4], квантовой теории поля [6] и теории дилатаций [8].
Мы имеем, по определению, Ss (z; 1, 1) = Ss(z, 1) = Ss (z) . На наш
взгляд, представляет интерес нахождение интерпретаций в этих тео-
риях соотношений (8), (9), (16) и (17) для сумм Ss (z;α) и Ss (z;α, β) ,
более общих, нежели исходные суммы в тождествах (1) и (2) .
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G. P. Egorychev

Combinatorial identity from the theory of integral representa-
tions in Cn

Abstract. At the end of the 1970’s, the author developed a method of coefficients,
which has found successful application to work with combinatorial sums. In this article,
the method of coefficients calculated the some multiple sums. Special cases of these sums
were considered earlier in the theory of integral representations, the quantum physics
and the wavelet theory.
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