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На протяжении всей работы, если это специально не оговорено, пред-
полагается, что основное поле имеет нулевую характеристику. Алгебра
Лейбница над полем K — неассоциативная алгебра с умножением {, },
определяемая тождеством Лейбница

{{x, y}, z} = {{x, z}, y} + {x, {y, z}},

которое превращает правое умножение в дифференцирование этой ал-
гебры. При этом заметим, что если в алгебре Лейбница выполнено
тождество {x, x} = 0, то она является алгеброй Ли. Таким образом,
любая алгебра Ли является, в частности, алгеброй Лейбница.
Напомним, что многообразие метабелевых алгебр Лейбница опреде-

ляется тождеством {{x1, x2}, {x3, x4}} = 0.
Данное многообразие подробно изучено в работе [4]. Если в дан-

ном многообразие выполнено тождество {x, x} = 0, то из работы [1]
следует, что полученное многообразие метабелевых алгебр Ли, которое
обозначим A2, является наименьшим многообразием алгебр Ли, не яв-
ляющееся нильпотентным. Другими словами, многообразие алгебр Ли
V является нильпотентным тогда и только тогда, когда A2 �⊆ V.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 10-01-00209-а.
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Алгебра A = A(+, ·, {, },K) над произвольным полем K называет-
ся алгеброй Лейбница-Пуассона, если A(+, ·,K) — ассоциативная ком-
мутативная алгебра с единицей, A(+, {, },K) — алгебра Лейбница с
операцией умножения {, } и для любых a, b, c ∈ A выполнены правила:

{a · b, c} = a · {b, c} + {a, c} · b, {c, a · b} = a · {c, b} + {c, a} · b.
Заметим, что если в алгебре Лейбница – Пуассона выполнено тожде-

ство {x, x} = 0, то данная алгебра будет являться алгеброй Пуассона.
Таким образом, алгебры Лейбница-Пуассона являются обобщениями
алгебр Пуассона, которые возникают в различных разделах алгебры,
дифференциальной геометрии, топологии, современной теоретической
физики и т. д.
Пусть GL — двумерная метабелева алгебра Ли с базисом a, b и табли-

цей умножения [a, b] = −[b, a] = a. Обозначим через G алгебру Пуассона
GL ⊕K с операциями

(a+ α) · (b+ β) = (βa+ αb) + αβ,

{a+ α, b+ β} = [a, b], a, b ∈ GL, α, β ∈ K.
В работе [2] показано, что многообразие алгебр Пуассона, определенное
тождествами

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {{x1, x2}, {x3, x4}} = 0,

порождается алгеброй Пуассона G и имеет почти полиномиальный рост
последовательности коразмерностей, т.е. рост самого многообразия экс-
поненциален, в то время как рост любого собственного подмногообразия
данного многообразия является полиномиальным.
Пусть F (X) — свободная алгебра Лейбница-Пуассона со счетным

множеством свободных образующихX = {x1, x2, ...}. Договоримся опус-
кать скобки {, } при их левонормированной расстановке:

{{{x1, x2}, x3}, ..., xn} = {x1, x2, ..., xn}.
Обозначим через Pn пространство в F (X), состоящее из полилинейных
элементов степени n от переменных x1, ..., xn.

Предложение 1. ([3]). Базис пространства Pn состоит из всех эле-
ментов вида

xk1 · ... · xkr · {xi1 , ..., xis} · ... · {xj1 , ..., xjt}, (0.1)

для каждого из которых выполнены следующие условия:
(i) r ≥ 0, k1 < ... < kr;
(ii) каждая из переменных x1,...,xn встречается в (0.1) ровно один

раз;
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(iii) каждый множитель {xi1 , ..., xis},..., {xj1 , ..., xjt} в (0.1) лево-
нормирован и имеет длину ≥ 2;

(iv) множители в (0.1) упорядочены по длине: s ≤ ... ≤ t;
(v) если два соседних множителя в (0.1), являющиеся скобками {, },

имеют одинаковую длину

... · {xp1 , ..., xps} · {xq1 , ..., xqs} · ...,
то p1 < q1.

Обозначим через Γn подпространство в Pn, являющееся линейной
оболочкой элементов вида

{xi1 , ..., xis} · ... · {xj1 , ..., xjt}, s ≥ 2, ..., t ≥ 2.

Пусть V — некоторое многообразие алгебр Лейбница – Пуассона с иде-
алом тождеств Id(V). Обозначим

Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(V)), Γn(V) = Γn/(Γn ∩ Id(V)),

cn(V) = dim Pn(V), γn(V) = dim Γn(V).

Далее нам понадобится следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть AL— некоторая алгебра Ли с операцией
умножения [, ] над произвольным полем K. В линейном пространстве
A = AL×AL×K над полем K определим операции умножения · и {, }
элементов множества A следующим образом:

(x1, x2, α) · (y1, y2, β) = (βx1 + αy1, βx2 + αy2, αβ),

{(x1, x2, α), (y1, y2, β)} = ([x1, y1], [x2, y1], 0),

где x1, x2, y1, y2 ∈ AL, α, β ∈ K. Тогда полученная алгебра A будет яв-
ляться алгеброй Лейбница-Пуассона, в которой выполнено тождество
{x1, x2} · {x3, x4} = 0.

Пусть σ ∈ Sn, где Sn — симметрическая группа порядка n. Дей-
ствие σ(xi) = xσ(i) естественным образом продолжается до автоморфиз-
ма свободной алгебры Лейбница-Пуассона F (X). Пространство Γn(V)
становится при этом Sn-модулем. Исследование структуры Γn(V) как
Sn-модуля играет важную роль при изучении многообразия V, так
как из работы [3] следует, что идеал тождеств многообразия алгебр
Лейбница-Пуассона V порождается системой тождеств из множества⋃

n≥2

(Γn ∩ Id(V)).
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Модуль Γn(V) является вполне приводимым, разложение его харак-
тера в целочисленную комбинацию неприводимых характеров имеет
следующий вид:

χΓ
n(V) =

∑
λn

mλ(V)χλ.

Обозначим через U2 алгебру Лейбница-Пуассона GL × GL × K, по-
строенную с помощью предыдущего предложения.

Теорема 1. В случае основного поля нулевой характеристики для
алгебры Лейбница-Пуассона U2 справедливы следующие утверждения.

(i) Полилинейные тождества

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {{x1, x2}, {x3, x4}} = 0 (0.2)

порождают идеал тождеств алгебры U2.
(ii) Для любого натурального n ≥ 2 элементы вида

{xi1 , xi2 , xj1 , ..., xjn−2}, (0.3)

где {i1, i2, j1, ..., jn−1} = {1, 2, ..., n} как множества, j1 < ... < jn−2,
образуют базис пространства Γn(U2).

(iii) Для любого натурального n элементы вида

x1 · ... · xn,
xk1 · xk2 · ... · xkn−s · {xi1 , xi2 , xj1 , ..., xjs−2},

где s = 2, ..., n, {k1, ..., kn−s, i1, i2, j1, ..., js−2} = {1, 2, ..., n} как множе-
ства, k1 < ... < kn−s, j1 < ... < js−2, образуют базис пространства
Pn(U2).

(iv) γn(U2) = n(n− 1), n ≥ 2, и

χΓ(U2) = χ(n) + 2 · χ(n−1,1) + χ(n−2,2) + χ(n−2,12).

(v) cn(U2) = 1 + n(n− 1)2n−2, n ≥ 1.

Доказательство. Очевидно, что в алгебре U2 выполнены тождества
(0.2).
Обозначим через V многообразие алгебр Лейбница – Пуассона, по-

рожденное тождествами (0.3). Понятно, что пространство Γn(V) явля-
ется линейной оболочкой элементов вида (0.3). Покажем, что по модулю
идеала тождеств алгебры U2 элементы (0.3) являются линейно незави-
симыми. Предположим, что это не так. Тогда для некоторого n ≥ 2 в
алгебре U2 выполнено нетривиальное тождество∑

i1,i2,j1,...,jn−2

αi1,i2,j1,...,jn−2{xi1 , xi2 , xj1 , ..., xjn−2} = 0.
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Пусть i1, i2, j1, ..., jn−2 такой набор индексов, при котором коэффициент
αi1,i2,j1,...,jn−2 �= 0. Сделаем следующую подстановку:

xi1 → (0, b, 0), xi2 → (a, 0, 0), xj1 → (b, 0, 0), ..., xjn−2 → (b, 0, 0).

Тогда получаем равенство

αi1,i2,j1,...,jn−2(0,−a, 0) = (0, 0, 0).

Отсюда αi1,i2,j1,...,jn−2 = 0. Таким образом, условия (i) и (ii) доказаны.
Условие (iii) следует из условия (ii) и предложения 4 работы [3].
Условие (iv) следует из условия (ii) и работы [4].
Условие (v) следует из (iii), при этом

cn(U2) = 1 +
n∑

k=2

Ck
nγk(U2) = 1 +

n∑
k=2

Ck
nk(k − 1) = 1 + n(n− 1)2n−2,

где Ck
n — число сочетаний из n по k.

Пусть U и V — два многообразия алгебр Лейбница-Пуассона с соот-
ветствующими идеалами тождеств Id(U) и Id(V). Будем говорить, что
многообразия U и V асимптотически равны, если существует такое N ,
что для любого n ≥ N выполнено равенство Id(U) ∩ Pn = Id(V) ∩ Pn.
Рассмотрим двумерную алгебру Лейбница HL над полемK с базисом

a, b и таблицей умножения {a, b} = a, {a, a} = {b, b} = {b, a} = 0.
Обозначим через H алгебру Лейбница-Пуассона HL ⊕K с операциями

(a+ α) · (b+ β) = (βa+ αb) + αβ,

{a+ α, b+ β} = {a, b}, a, b ∈ HL, α, β ∈ K.
В работе [3] показано, что многообразие алгебр Лейбница-Пуассона,
определенное тождествами

{x1, x2} · {x3, x4} = 0, {x1, {x2, x3}} = 0, (0.4)

порождается алгеброй Лейбница-Пуассона H и имеет почти полиноми-
альный рост последовательности коразмерностей.

Теорема 2. Пусть V — подмногообразие в var(U2) над полем ну-
левой характеристики, где var(U2) — многообразие алгебр Лейбница-
Пуассона, порожденное алгеброй U2. Тогда многообразие V асимпто-
тически совпадает с одним из следующих многообразий:

(i) многообразие абелевых алгебр Лейбница – Пуассона, определенное
тождеством {x, y} = 0;

(ii) многообразие алгебр Пуассона, определенное тождествами (0.2),
которое порождается алгеброй G;
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(iii) многообразие алгебр Лейбница – Пуассона, определенное тож-
дествами (0.4), которое порождается алгеброй H;

(iv) многообразие алгебр Лейбница – Пуассона, определенное тож-
дествами (0.2) и тождеством

∑
σ∈S3

(−1)σ{xσ(1), xσ(2), xσ(3)} = 0, ко-
торое порождается прямой суммой алгебр G⊕H;

(v) многообразие var(U2).

Доказательство следует из теоремы 1 и теоремы 4.1 работы [4].
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