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Аннотация. Исследуется двухуровневая задача оптимального выбора тарифов те-
лекоммуникационным оператором. Разрабатываются и обосновываются алгоритмы
локального и глобального поиска оптимистических решений в этой задаче, базиру-
ющиеся, с одной стороны, на ее редукции к последовательности невыпуклых били-
нейных задач специального вида, а, с другой стороны, — на решении последних с
помощью теории глобального поиска. Работоспособность предложенных алгоритмов
демонстрируется вычислительным экспериментом.
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1. Введение

Исследование экономических систем, которые, как правило, облада-
ют иерархической структурой, приводит чаще всего к конфликтным
постановкам задач оптимизации. Это объясняется тем, что отдельные
элементы системы имеют свои собственные цели, не совпадающие, вооб-
ще говоря, с целью всей системы. Анализ таких систем не укладывается
в рамки обычной теории оптимизации, поскольку в условиях взаимо-
действия элементов системы усложняется само понятие оптимально-
сти [3, 4].
Наиболее популярным инструментом моделирования задач, возника-

ющих в иерархических системах, в настоящее время является двухуров-
невое программирование [10], позволяющее записывать и одновременно
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учитывать интересы двух соседних уровней такой системы. В самом
общем виде задача двухуровневого программирования (двухуровневой
оптимизации) записывается следующим образом [10]:

F (x, y) ↓
”
min
x

“, (x, y) ∈ D, y ∈ Y∗(x),
Y∗(x) � Argmin

y
{f(x, y) | (x, y) ∈ D1}.

⎫⎬⎭ (BP)

Кавычки в постановке задачи (BP) отражают неопределенность вы-
бора конкретной стратегии y игроком нижнего уровня из множества
своих оптимальных стратегий. Для снятия этой неопределенности из-
вестны два подхода — оптимистический (кооперативный) и гаранти-
рованный (некооперативный, пессимистический), которые приводят к
соответствующим определениям решений в задачах двухуровневой оп-
тимизации [10]. В первом случае предполагается, что игрок на верхнем
уровне имеет возможность повлиять на выбор нижнего уровня (или
договориться с ним) так, чтобы последний выбрал такое решение сво-
ей задачи, которое является наилучшим с точки зрения цели верхнего
уровня. Во втором случае, когда такая возможность у верхнего уров-
ня отсутствует, он вынужден действовать с позиций гарантированного
результата [3], что значительно усложняет поставленную задачу.
Разработка численных методов поиска как оптимистических, так и

гарантированных решений в задаче двухуровневой оптимизации вида
(BP) является, с одной стороны, весьма актуальной, с другой — на дан-
ном этапе выглядит достаточно безнадежной для ее решения в общем
виде, поскольку, как известно, двухуровневая задача обладает скрытой
невыпуклостью даже в линейном случае [5, 10]. Поэтому разумно пойти
по пути исследования отдельных задач (и классов задач), имеющих
иерархическую природу, но позволяющих при этом для разработки чис-
ленных методов решения использовать специфику целевых функций и
ограничений на верхнем и нижнем уровнях [5, 8, 9, 11] .
В работе исследуется одна практическая двухуровневая телекомму-

никационная задача [12]. Целью работы является построение, обоснова-
ние и апробация методов отыскания в этой задаче глобальных оптими-
стических решений. Для этого, прежде всего, осуществляется редукция
двухуровневой задачи к семейству одноуровневых задач с невыпуклой
билинейной целевой функцией. Затем предлагаются и обосновываются
методы локального и глобального поиска в последних, базирующиеся
на условиях глобальной оптимальности [6, 7].
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2. Постановка задачи и ее редукция

Пусть игроком верхнего уровня является одна из конкурирующих те-
лекоммуникационных компаний, а игроком нижнего уровня — клиент,
которому необходимо обеспечить связь между несколькими точками
доступа с передачей определенного объема информации.
Введем в рассмотрение ориентированный граф G, который задается

тройкой G = (V, U, A), где V — множество вершин графа, соответ-
ствующих узлам телекоммуникационной сети (|V | = m), U — множе-
ство дуг, соответствующих доступным каналам связи (|U | = n), A —
матрица инцидентности графаG размераm×n. Будем далее обозначать
через aij элементы матрицы A (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n), где
aij = +1, если вершина i является исходящей для дуги j; aij = −1, если
вершина i является входящей для дуги j; aij = 0, если вершина i не
является ни исходящей, ни входящей для дуги j.
Множество U разбивается на два непересекающихся подмножества:

U = U1 ∪ U2, где дуги из U1 соответствуют каналам связи игрока
верхнего уровня, а дуги из U2 соответствуют каналам, принадлежащим
конкурирующим компаниям. Пусть |U1| = p, |U2| = q (p + q = n).
Каждой дуге графа G, входящей в U1, сопоставим два числа: c1j —

фиксированная часть стоимости передачи единицы информации по со-
ответствующей дуге, и xj — дополнительный тариф на такую передачу,
определяемый игроком верхнего уровня. Общая стоимость передачи
единицы информации по каналу связи, соответствующему произволь-
ной дуге из U1, равняется, таким образом, c1j + xj , j = 1, 2, . . . , p,
и x = (x1, x2, . . . , xp) является переменной игрока верхнего уровня.
При этом заданы допустимые границы изменения тарифов: x ∈ X =
= {x ∈ IRp | xj ≤ xj ≤ xj , j = 1, 2, . . . , p}. Каждой дуге из U2 сопоста-
вим фиксированную стоимость передачи единицы информации по кана-
лам, принадлежащим конкурирующим компаниям c2j , j = 1, 2, . . . , q.
Пусть клиенту (игроку нижнего уровня) требуется передать K мас-

сивов данных объемом δk, k = 1, 2, . . . , K из узла sk в узел rk. Стра-
тегия (переменная) игрока нижнего уровня в этом случае определя-
ется вектором y = (y1, . . . , yK), где yk � (yk1, yk2) ∈ IRp+q = IRn,
k = 1, 2, . . . , K. Каждая компонента вектора yk = (yk1, yk2) представ-
ляет собой объем трафика, проходящего через соответствующую дугу.
При этом yk1 = (yk11 , y

k1
2 , . . . , y

k1
p ) — потоки трафика по каналам связи,

соответствующим дугам из U1, а yk2 = (yk21 , y
k2
2 , . . . , y

k2
q ) — потоки

трафика по каналам конкурентов, соответствующим дугам из U2.
Кроме того, накладываются ограничения на пропускную способность

каждого канала 0 ≤ ykj ≤ ykj , j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , K, и
вводится так называемое ограничение сохранения потока:

Ayk = δkdk, k = 1, 2, . . . , K,
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где dk ∈ IRm — вектор, у которого только компоненты с индексами sk и
rk отличны от нуля, причем dk

sk
= +1, dk

rk
= −1. Последнее ограничение

гарантирует, что общий объем исходящего трафика из всех узлов сети
равен общему объему входящего трафика.
Целью игрока верхнего уровня является максимизация дохода, а

целью игрока нижнего уровня — минимизация стоимости передачи дан-
ных. Таким образом, можно сформулировать следующую двухуровне-
вую задачу:

F (x, y) �
K∑
k=1

〈x, yk1〉 ↑ max
x,y

, x ∈ X,

y ∈ Y∗(x) � Argmin
y

{ K∑
k=1

〈c1 + x, yk1〉+ 〈c2, yk2〉 |

| Ayk = δkdk, 0 ≤ ykj ≤ ykj , j = 1, 2, . . . n, k = 1, 2, . . . K
}
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(BP)

Обратим внимание на то, что минимизация на верхнем уровне в за-
даче (BP) производится одновременно по двум переменным. Это озна-
чает, что для снятия упомянутой выше неопределенности в постановке
двухуровневой задачи в данном случае используется оптимистический
подход [10]. Представляется, что в данном случае можно ограничиться
поиском оптимистического решения в задаче (BP), поскольку, напри-
мер, договор на передачу данных между верхним и нижним уровнем
может быть составлен таким образом, чтобы принять во внимание цель
верхнего уровня.
Учитывая сепарабельную структуру задачи, для простоты, будем все

теоретические исследования проводить далее при условии, что
K = 1. Постановка исследуемой двухуровневой задачи с оптимисти-
ческим решением в этом случае запишется следующим образом:

F (x, y) � 〈x, y1〉 ↑ max
x,y

, x ∈ X, y ∈ Y∗(x) �
� Argmin

y
{〈c1 + x, y1〉+ 〈c2, y2〉 |Ay = δd, 0 ≤ y ≤ y},

⎫⎬⎭ (P)

где x ∈ X = {x ∈ IRp | xj ≤ xj ≤ xj, j = 1, 2, . . . , p}, y = (y1, y2) ∈ IRn,
c1 ∈ IRp, c2 ∈ IRq, A — матрица размера (m × n), d ∈ IRm, δ ∈ IR,
и, кроме того, c1 ≥ 0, c2 ≥ 0. Будем далее предполагать, что функция
(x, y) �→ F (x, y) в задаче (P) ограничена сверху на множестве

Z � {(x, y) | x ≤ x ≤ x, 0 ≤ y ≤ y, Ay = δd},
так что

∃ F+ < +∞ : F (x, y) ≤ F+ ∀ (x, y) ∈ Z. (H)

Для осуществления редукции этой задачи к одноуровневой приме-
няется классический подход, заключающийся в замене задачи нижнего
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уровня ее условиями оптимальности [5, 8, 9, 10, 11]. В данном слу-
чае, поскольку задача нижнего уровня при фиксированной переменной
верхнего уровня является задачей линейного программирования (ЛП),
для этой цели используется соответствующая теория двойственности
(см., например, [2]). В результате можно сформулировать следующую
одноуровневую задачу, эквивалентную исследуемой двухуровневой с
точки зрения отыскания глобального решения:

〈x, y1〉 ↑ max
x, y, u, v

,

〈c1 + x, y1〉+ 〈c2, y2〉 = 〈δd, u〉 − 〈y, v〉,
Ay = δd, uA− v ≤ (c1 + x, c2)T ,

x ≤ x ≤ x, 0 ≤ y ≤ y, v ≥ 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (DCC)

Таким образом, вместо двухуровневой задачи (P) можно решать
одноуровневую задачу (DCC) с билинейной целевой функцией и били-
нейным ограничением. Как известно [7], билинейная функция является
невыпуклой и представима в виде разности двух выпуклых функций
(т.е. принадлежит классу d.c. функций). Для решения задач оптимиза-
ции с невыпуклыми функциями такого вида разработана теория гло-
бального поиска [6]. В данном случае дело осложняется еще и тем, что
невыпуклость в задаче (DCC) присутствует, как в ограничениях, так
и в целевой функции, т. е. эта задача обладает невыпуклостью второй
степени [6]. Для того, чтобы свести эту задачу к задаче с невыпуклостью
только в целевой функции, применим далее метод штрафа [1, 2].
Обозначим h(x, y, u, v) � 〈c1 + x, y1〉 + 〈c2, y2〉 − 〈δd, u〉 + 〈y, v〉 и

введем в рассмотрение μ-параметрическое семейство задач:

Φ(x, y, u, v) = 〈x, y1〉 − μh(x, y, u, v) ↑ max
x, y, u, v

,

(x, y, u, v) ∈ D � {(x, y, u, v) | x ≤ x ≤ x, Ay = δd,
uA− v ≤ (c1 + x, c2)T , 0 ≤ y ≤ y, v ≥ 0},

⎫⎪⎬⎪⎭ (DC(μ))

где μ — штрафной множитель (μ > 0), x ∈ IRp, y ∈ IRn, u ∈ IRm,
v ∈ IRn. Нетрудно видеть, что в соответствии с теорией двойственности
в линейном программировании,

h(x, y, u, v) ≥ 0 ∀(x, y, u, v) ∈ D. (2.1)

Далее рассмотрим связь между решением задачи (DC(μ)) и реше-
нием задачи (DCC). Пусть (x(μ), y(μ), u(μ), v(μ)) — решение задачи
(DC(μ)) при некотором значении μ. Обозначим через
h[μ] � h(x(μ), y(μ), u(μ), v(μ)). Тогда справедливо

Предложение 1. i) Пусть при некотором μ = μ̂ на решении
(x(μ̂), y(μ̂), u(μ̂), v(μ̂)) задачи (DC(μ)) справедливо равенство:
h[μ̂] = 0. Тогда четверка (x(μ̂), y(μ̂), u(μ̂), v(μ̂)) является решением
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задачи (DCC).
ii) Для всех значений параметра μ > μ̂ функция h[μ] обращается в
ноль, т.е. h(x(μ), y(μ), u(μ), v(μ)) = 0, и (x(μ), y(μ), u(μ), v(μ)) явля-
ется решением задачи (DCC).
Доказательство этого предложения проводится с использованием не-

равенства (2.1) с помощью стандартных результатов, касающихся ме-
тода штрафных функций (см., например, [1, 2]).
Таким образом, при выполнении равенства h[μ] = 0 решение

задачи (DC(μ)) является решением задачи (DCC), и с ростом значения
μ данная ситуация сохраняется. Значит, для приближенного решения
задачи (P) можно предложить использовать метод направленного пе-
ребора по μ, который заключается в поиске (глобального) решения в
серии задач (DC(μ)), соответствующих увеличивающимся значениям
параметра μ [8, 9, 11].
Поскольку целевая функция задачи (DC(μ)) является d.c. функци-

ей, т.е. представима в виде разности двух выпуклых функций [6], в
качестве приближенного метода решения невыпуклой задачи (DC(μ))
при фиксированном μ предлагается использовать стратегию глобаль-
ного поиска для задач d.c. оптимизации, разработанную в [6]. Одним
из основных элементов этой стратегии является разработка специаль-
ного метода локального поиска, использующего специфику исследуе-
мой задачи, теоретическому описанию которого посвящен следующий
раздел.

3. Специальный метод локального поиска

Для осуществления локального поиска в задаче (DC(μ)) при фик-
сированном μ предлагается использовать идею последовательной мак-
симизации ее целевой функции по группам переменных [7, 8], которая
ранее зарекомендовала себя достаточно эффективной при решении за-
дач с билинейной структурой с несвязанными переменными. Отметим,
что в данном случае эту идею удается реализовать, несмотря на то, что
задача (DC(μ)) является задачей со связанными переменными.
Опишем предлагаемый метод в терминах исследуемой задачи на при-

мере разбиения переменных на пары (x, v) и (y, u). При этом исследу-
емая задача и при фиксированной паре (x, v), и при фиксированной
паре (y, u), становится задачей линейного программирования, которую
можно эффективно решать.
Обозначим через D(x, v) � { (y, u) | (x, y, u, v) ∈ D },

D(y, u) � {(x, v) | (x, y, u, v) ∈ D}. Пусть задана некоторая старто-
вая точка (x0, y0, u0, v0) ∈ D � {(x, y, u, v) |x ≤ x ≤ x, Ay = δd,
uA− v ≤ (c1 + x, c2)T , 0 ≤ y ≤ y, v ≥ 0}.
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Y U-процедура

Шаг 0. Положить s := 0, ys = ((y1)s, (y2)s) := y0, u
s := u0.

Шаг 1. Найти
ρs
2
-решение (xs+1, vs+1) задачи линейного програм-

мирования:

(1 − μ)〈(y1)s, x〉 − μ〈y, v〉 ↑ max
x, v

, (x, v) ∈ D(ys, us), (LPxv(y
s, us))

так что справедливым будет неравенство

(1− μ)〈(y1)s, xs+1〉 − μ〈y, vs+1〉+ ρs
2
≥

≥ sup
x, v
{(1 − μ)〈(y1)s, x〉 − μ〈y, v〉 | (x, v) ∈ D(ys, us)}.

⎫⎬⎭ (3.1)

Шаг 2. Найти
ρs
2
-решение (ys+1, us+1) задачи линейного програм-

мирования:

〈xs+1 − μ(c1 + xs+1), y1〉 − μ〈c2, y2〉+
+μ〈δd, u〉 ↑ max

y, u
, (y, u) ∈ D(xs+1, vs+1),

}
(LPyu(x

s+1, vs+1))

так что справедливым будет неравенство

〈xs+1 − μ(c1 + xs+1), (y1)s+1〉 − μ〈c2, (y2)s+1〉+ μ〈δd, us+1〉+
+
ρs
2
≥ sup

y, u
{〈xs+1 − μ(c1 + xs+1), y1〉 − μ〈c2, y2〉+

+μ〈δd, u〉 | (y, u) ∈ D(xs+1, vs+1)}.

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.2)

Шаг 3. Положить s := s+ 1 и перейти на шаг 1.
Отметим, что для начала работы Y U -процедуры не требуется цели-

ком точка (x0, y0, u0, v0), достаточно только ее части (y0, u0), поэтому
она и носит такое название.
Справедлива следующая теорема сходимости Y U -процедуры.

Теорема 1. i) При условии ρs > 0, s = 0, 1, 2, . . . ,
∞∑
s=0

ρs < +∞, чис-

ловая последовательность значений функции Φs � Φ(xs, ys, us, vs),
генерируемая Y U -процедурой, является сходящейся.
ii) Любая предельная точка (x̂, ŷ, û, v̂) последовательности
{(xs, ys, us, vs)}, удовлетворяет следующим неравенствам:

Φ(x̂, ŷ, û, v̂) ≥ Φ(x, ŷ, û, v) ∀ (x, v) ∈ D(ŷ, û), (3.3)

Φ(x̂, ŷ, û, v̂) ≥ Φ(x̂, y, u, v̂) ∀ (y, u) ∈ D(x̂, v̂). (3.4)
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Доказательство. i) Введем обозначение Φs � Φ(xs+1, ys, us, vs+1).
Тогда с учетом соотношений (3.1) и (3.2) справедлива следующая це-
почка неравенств:

Φs ≤ sup
x, v
{(1− μ)〈(y1)s, x〉 − μ〈y, v〉 | (x, v) ∈ D(ys, us)}−

−μ〈c1, (y1)s〉 − μ〈c2, (y2)s〉+ μ〈δd, us〉 ≤ Φs +
ρs
2
≤

≤ sup
y, u
{〈xs+1 − μ(c1 + xs+1), y1〉 − μ〈c2, y2〉+ μ〈δd, u〉 |

| (y, u) ∈ D(xs+1, vs+1)} − μ〈y, vs+1〉+ ρs
2
≤ Φs+1 + ρs.

(3.5)

Откуда следует Φs+1 ≥ Φs− ρs, т.е. числовая последовательность {Φs},
s = 0, 1, 2, . . . является почти монотонно неубывающей. Кроме того,
данная последовательность является ограниченной сверху, поскольку,
очевидно, функция Φ(·) ограничена сверху на D при сделанном выше
предположении об ограниченности сверху функции F (·), и
(xs, ys, us, vs) ∈ D для s = 0, 1, 2, . . . , по построению. Тогда, с учетом
условия, наложенного на ρs, заключаем, что последовательность {Φs}
сходится (см. лемму 2.6.3 из [2]).
ii) Согласно шагу 1 Y U -процедуры имеет место неравенство

Φ(xs+1, ys, us, vs+1) +
ρs
2
≥ Φ(x, ys, us, v) ∀ (x, v) ∈ D(ys, us).

Переходя здесь к пределу при s → +∞ (при этом ρs ↓ 0) с учетом
непрерывности функции Φ(x, y, u, v) и полунепрерывности снизу мно-
гогранного многозначного отображения (y, u)→ D(y, u) [13], получаем
неравенство (3.3).
Аналогично, согласно шагу 2 Y U -процедуры имеет место неравен-

ство

Φ(xs+1, ys+1, us+1, vs+1)+
ρs
2
≥ Φ(xs+1, y, u, vs+1) ∀(y, u) ∈ D(xs+1, vs+1).

Переходя к пределу, как и выше, получаем неравенство (3.4).

Определение 1. Четверку (x̂, ŷ, û, v̂), удовлетворяющую неравен-
ствам (3.3) и (3.4), будем называть критической точкой задачи
(DC(μ)). Если же для некоторой точки неравенства (3.3) и (3.4) вы-
полнены с определенной точностью, будем называть ее приближенно
критической.

Далее, можно показать, что если на итерации s метода локального
поиска выполняется неравенство

Φs+1 −Φs ≤ τ, (3.6)
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то из цепочки (3.5) следует неравенство

Φ(xs+1, ys, us, vs+1) ≥ sup
x, v
{Φ(x, ys, us, v) | (x, v) ∈ D(ys, us)}− (τ + ρs),

(3.7)
которое означает, что (xs+1, ys, us, vs+1) является частично глобаль-
ным (τ + ρs)-решением по (x, v) в задаче (DC(μ)).
С другой стороны, из (3.5) с учетом (3.6) следует неравенство

Φ(xs+1, ys, us, vs+1) ≥ sup
y, u
{Φ(xs+1, y, u, vs+1) |

| (y, u) ∈ D(xs+1, vs+1)} − (τ +
ρs
2
).

(3.8)

Из (3.7) и (3.8) можно сделать вывод, что неравенство (3.6) может
быть использовано в качестве критерия останова Y U -процедуры. При
этом четверка (xs+1, ys, us, vs+1) будет приближенно критической точ-
кой в задаче (DC(μ)). Отметим, что можно предложить и другие кри-
терии останова предложенной процедуры локального поиска, которые
будут давать другую точность выполнения неравенств из определения
критической точки (см. [8]).
Для осуществления локального поиска в задаче (DC(μ)) можно пред-

ложить и другой вариант реализации,
”
симметричный“ вышеописанно-

му. В нем вспомогательные задачи решаются в другом порядке и для
начала работы алгоритма из стартовой точки (x0, y0, u0, v0) требуется
не (y0, u0), а пара (x0, v0) (см. [8]).

4. Глобальный поиск

В соответствии с теорией глобального поиска [6], вторым основным
этапом отыскания глобального решения в невыпуклых задачах явля-
ется построение процедуры выхода из критических точек, основанной
на условиях глобальной оптимальности (УГО) [6]. В случае нарушения
этих условий может быть построена допустимая точка, лучшая, чем
исследуемая. В данном случае воспользуемся стратегией глобального
поиска для задач с целевыми функциями, представимыми в виде разно-
сти двух выпуклых функций, поскольку, как нетрудно видеть, функция
Φ(x, y, u, v) = 〈x, y1〉−μ(〈c1+ x, y1〉+〈c2, y2〉−〈δd, u〉+〈y, v〉) является
d.c. функцией.
Действительно, целевая функция задачи (DC(μ)) с использовани-

ем свойств скалярного произведения может быть представлена в виде
разности двух выпуклых функций, например, следующим образом:

Φ(x, y, u, v) = f(x, y)− g(x, y, u, v),
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где f(x, y) =
1

4
‖x+ y1‖2 +

1

4
μ ‖x− y1‖2 и g(x, y, u, v) = 1

4
‖x − y1‖2 +

+
1

4
μ‖x + y1‖2+μ〈c1, y1〉 + μ〈c2, y2〉 − μ〈δd, u〉 + μ〈y, v〉 — выпуклые

функции.
Далее запишем алгоритм глобального поиска в задаче (DC(μ)) с

учетом построенного разложения. Согласно общей схеме глобального
поиска в задачах с d.c. целевой функцией [6, 7], процедура выхода из
критической точки, полученной на этапе локального поиска, состоит из
следующих основных этапов: построения аппроксимации поверхности
уровня выпуклой функции, задающей базовую невыпуклость в иссле-
дуемой задаче, решения линеаризованной задачи, дополнительного ло-
кального поиска и сравнения по целевой функции полученных точек с
текущей критической.
В соответствии с условиями глобальной оптимальности [6], поверх-

ность уровня для построения аппроксимации определяется числом
γ+ζk, где γ ∈ [γ−, γ+] (γ− � inf

x, y, u, v
(g, D), γ+ � sup

x, y, u, v
(g, D)), а ζk — зна-

чение целевой функции в текущей критической точке
ζk � Φ(xk, yk, uk, vk). Ниже представим в виде алгоритма процедуру
глобального поиска в задаче (DC(μ)), записанную в терминах исследу-
емой задачи с учетом ее специфики.
Пусть дана точка (x0, y0, u0, v0) ∈ IRp+n+m+n, числовые последо-

вательности {τk}, {δk}, (τk, δk > 0, k = 0, 1, . . . , τk ↓ 0, δk ↓ 0, при
k →∞), множество направлений

Dir = {(bi, ti) ∈ IRp+n | (bi, ti) �= 0, i = 0, 1, . . . , N},
числа γ−, γ+, и натуральное число M .

Алгоритм глобального поиска

Шаг 0. Положить k := 0, (xk, yk, uk, vk) := (x0, y0, u0, v0),
Δγ = (γ+ − γ−)/M , i := 1, γ := γ−.

Шаг 1. Начиная из точки (xk, yk, uk, vk), с помощью специаль-
ного метода локального поиска (например, Y U -процедуры) построить
τk-критическую точку (xk, yk, uk, vk) ∈ D в задаче (DC(μ)). Положить
ζk := Φ(xk, yk, uk, vk).

Шаг 2. По точке (bi, ti) ∈ Dir построить точку (b
i
, t

i
)

аппроксимации поверхности уровня функции f(·), такую что
f(b

i
, t

i
) = γ + ζk.

Шаг 3. Приближенно решить линеаризованную в точке (b
i
, t

i
) по

базовой невыпуклости задачу

〈∇f(bi, ti), (x, y)〉 − g(x, y, u, v) ↑ max
x,y,u,v

, (x, y, u, v) ∈ D. (PLi)
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Пусть (̃bi, t̃i, wi, zi) — δk-решение задачи (PLi).
Шаг 4. Начиная из точки (̃bi, t̃i, wi, zi) ∈ D, с помощью локального

поиска построить τk-критическую точку (x̂i, ŷi, ûi, v̂i) ∈ D в задаче
(DC(μ)).

Шаг 5. Если Φ(x̂i, ŷi, ûi, v̂i) ≤ Φ(xk, yk, uk, vk), i < N , то положить
i := i+ 1 и вернуться на шаг 2.

Шаг 6. Если Φ(x̂i, ŷi, ûi, v̂i) ≤ Φ(xk, yk, uk, vk), i = N , γ < γ+, то
положить γ := γ +Δγ, i := 1 и вернуться на шаг 2.

Шаг 7. Если Φ(x̂i, ŷi, ûi, v̂i) > Φ(xk, yk, uk, vk), то положить
(xk+1, yk+1, uk+1, vk+1) := (x̂i, ŷi, ûi, v̂i), γ := γ−, i := 1, k := k + 1
и вернуться на шаг 1.

Шаг 8. Если Φ(x̂i, ŷi, ûi, v̂i) ≤ Φ(xk, yk, uk, vk), i = N , γ = γ+, то
стоп; (xk, yk, uk, vk) — полученное решение задачи.
Специфика задачи (DC(μ)), в первую очередь, определяется тем, что

функция f(·), задающая базовую невыпуклость в целевой функции,
не зависит от переменных u и v. В связи с этим, аппроксимация ее
поверхности уровня строится только по переменным (x, y), что, вообще
говоря, уменьшает количество точек в аппроксимации (неполная невы-
пуклость). Сам процесс построения аппроксимации поверхности уровня
состоит из двух этапов: выбора множества направлений Dir с учетом
специфики задачи и непосредственного построения точки, принадле-
жащей аппроксимации, по точке из множества направлений (шаг 2
алгоритма). Первый этап осуществляется на основе накопленного опыта
решения невыпуклых задач. В данной задаче, как в задаче с билиней-
ной структурой, было использовано множество направлений включа-
ющее векторы евклидова базиса и компоненты текущей критической
точки, которое ранее хорошо зарекомендовало себя при решении подоб-
ного сорта задач [7]. Построение же точек аппроксимации поверхности
уровня по векторам из множества направлений легко осуществляется
аналитически (см. также [9, 11]).
Решение вспомогательных задач ЛП на шагах Y U -процедуры и вы-

пуклой задачи (PLi) на шаге 3 алгоритма производится стандартными
методами линейного и квадратичного программирования [1, 2].
Различные значения параметра M отвечают за разбиение отрезка

[γ−, γ+] на соответствующее количество частей для реализации пас-
сивного одномерного поиска по γ. С помощью этого параметра можно
влиять на точность и скорость работы алгоритма.

5. Тестовый пример и его численное решение

Для того, чтобы продемонстрировать работоспособность предложен-
ного алгоритма, построим простой пример телекоммуникационной за-
дачи на небольшом графе (см. рис. 1).
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Рис. 1. Пример телекоммуникационной сети

Множество дуг, соответствующих доступным каналам связи, разби-
вается на два подмножества: U1 и U2 , где дуги из U1 = {1, 2, 3, 4} соот-
ветствуют каналам связи, которые обслуживает игрок верхнего уровня,
а дуги из U2 = {5} — соответствуют каналу, принадлежащему конку-
рирующей компании. Пусть в этом графе требуется передать δ = 15
единиц информации из вершины s = 1 в вершину r = 4. Тогда век-
тор определяющий узлы сети для передачи информации будет равен
d = (1, 0, 0, −1). Зададим также стоимость передачи единицы инфор-
мации c1 = (4, 8, 10, 6) и c2 = 3 по каналам из U1 и U2 соответственно.
Кроме того, зададим допустимые границы изменения дополнительных
тарифов на передачу единицы информации по каналам из U1:
{1 ≤ x1 ≤ 3, 1 ≤ x2 ≤ 3, 1 ≤ x3 ≤ 3, 1 ≤ x4 ≤ 3} и ограничения на
пропускную способность каждого канала:
{0 ≤ y11 ≤ 15, 0 ≤ y12 ≤ 13, 0 ≤ y13 ≤ 14, 0 ≤ y14 ≤ 14, 0 ≤ y21 ≤ 6}.
Задача (DC(μ)) для данного графа, которую будем решать разра-

ботанным алгоритмом глобального поиска, записывается следующим
образом:

((1− μ)x1 − 4μ)y11 + ((1− μ)x2 − 8μ)y12 + ((1− μ)x3 − 10μ)y13+
+((1 − μ)x4 − 6μ)y14 − 3μy21 + 15μu1 − 15μu4−
−15μv1 − 13μv2 − 14μv3 − 14μv4 − 6μv5 ↑ max

x, y, u, v
,

y11 + y13 = 15, −y11 + y12 + y21 = 0, −y13 + y14 − y21 = 0,
−y12 − y14 = −15, u1 − u2 − v1 ≤ 4 + x1, u2 − u4 − v2 ≤ 8 + x2,
u1 − u3 − v3 ≤ 10 + x3, u3 − u4 − v4 ≤ 6 + x4, u2 − u3 − v5 ≤ 3,

1 ≤ x1 ≤ 3, 1 ≤ x2 ≤ 3, 1 ≤ x3 ≤ 3, 1 ≤ x4 ≤ 3,
0 ≤ y11 ≤ 15, 0 ≤ y12 ≤ 13,

0 ≤ y13 ≤ 14, 0 ≤ y14 ≤ 14, 0 ≤ y21 ≤ 6.
v1 ≥ 0, v2 ≥ 0, v3 ≥ 0, v4 ≥ 0, v5 ≥ 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.1)
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Тестирование алгоритма глобального поиска проводилось с исполь-
зованием Y U -процедуры локального поиска, начиная из трех различ-
ных стартовых точек, с точностями τ = 10−4 и δ = 10−4. В результате
предварительных вычислительных экспериментов были также выбра-
ны следующие значения параметров алгоритма: μ = 20, M = 40.
Программа, реализующая алгоритм глобального поиска, была со-

ставлена студенткой А.Ю. Залоговой в системе MATLAB версии
7.11 (R2010b). Ее тестирование производилось на компьютере с про-
цессором Intel Core 2 Duo 3.00 ГГц и 2 Гб оперативной памяти.
Результаты работы алгоритма представлены в табл. 1 со следующи-

ми обозначениями: Loc — общее количество запусков Y U -процедуры,
потребовавшееся алгоритму глобального поиска; It — количество ите-
раций алгоритма глобального поиска; T — время работы программы (в
секундах); Φ∗, F∗, G∗ — значения соответственно целевой функции за-
дачи (DC(μ)), целевой функции верхнего уровня двухуровневой задачи
(P) и целевой функции нижнего уровня задачи (P) в точке, полученной
в результате работы алгоритма глобального поиска.

Таблица 1
Результаты работы глобального поиска

Стартовая точка Loc It T Φ0 Φ∗ F0 F∗ G0 G∗
(x(1), y(1), u(1), v(1)) 283 4 3.63 -15326 88 34 88 267 270
(x(2), y(2), u(2), v(2)) 177 3 2.45 -24180 88 40 88 249 270
(x(3), y(3), u(3), v(3)) 273 4 3.45 -5795 88 45 88 254 270

Прежде всего отметим, что с помощью алгоритма глобального по-
иска были получены одинаковые наилучшие значения функций Φ, F
и G для всех стартовых точек. Это позволяет с высокой вероятностью
предположить, что найдено именно глобальное решение задачи. Вре-
мя решения задачи невелико и не превышает 3.7 секунды. Количество
запусков процедуры локального поиска, которое можно считать неко-
торой мерой сложности достижения наилучшего решения из данной
стартовой точки не превышает 283.
Заметим, что, как и должно быть, достигнутые наилучшие значения

функций Φ и F во всех случаях равны, поскольку значение функции h в
полученной точке равно нулю, и эта точка будет допустимой в исходной
двухуровневой задаче. При этом значение функции нижнего уровня
в полученной точке оказалось хуже, чем в стартовой из-за выбора,
осуществленного верхним уровнем.
Найденное наилучшее решение тестового примера:

(x, y, u, v): x = (3; 3; 2.55; 2), y = (15; 13; 0; 2; 2), u = (8.9; 0.9;
−2.1; −10.1), v = (1; 0; 0; 0; 0).
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На графе, задающем телекоммуникационную сеть, полученное реше-
ние может быть представлено следующим образом (см. рис. 2). Напом-
ним, что требовалось оптимальным образом передать δ = 15 единиц
информации из вершины s = 1 в вершину r = 4.

Рис. 2. Решение тестового примера.

Таким образом, по 1 и 2 каналам связи, которые обслуживает игрок
верхнего уровня, передается максимальное по пропускной способности
количество информации, при этом, верхний уровень устанавливает мак-
симальный дополнительный тариф на передачу единицы информации
по данным каналам. Канал связи 3 не используется, а на используе-
мом далеко не на полную мощность канале 4, дополнительный тариф
оказывается ниже предельного. По 5 каналу, принадлежащему конку-
рирующей компании, передаются минимально необходимые 2 едини-
цы информации. Использование собственного канала 2 в этом случае
невозможно из-за ограничения пропускной способности.
Подводя итоги вычислительного эксперимента, можно сделать вывод

о работоспособности предлагаемой методики решения двухуровневой
задачи выбора тарифов телекоммуникационным оператором. Прове-
денный эксперимент позволяет рассчитывать на то, что разработанные
алгоритмы могут быть также использованы для решения задач данного
класса с более сложной структурой телекоммуникационной сети.
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optimal tariff choice by telecommunication company

Abstract. The hierarchical problem of optimal tariff choice by telecommunication
company is considered. Algorithms of local and global search for this problem in op-
timistic formulation are elaborated. These algorithms are based on the reduction the
problem to nonconvex bilinear optimization problems and on the global search theory.
The workability of the elaborated algorithms is demonstrated by computational simula-
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